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Abhandlung  eingetheilt  ist,  der  Inhalt  derselben  ausführlich  dargelegt 
wird,  so  ist  hier  wenig  darüber  nachzuholen.  Ich  führe  nur  an,  dass  im 
ersten  Abschnitte  eine  in  neuerer  Zeit  mehrfach  behandelte  geodätische 
Aufgabe  vorgenommen  wird,  deren  hier  ausgeführte  Auflösung  dennoch, 
wie  ich  glaube,  mehreres  Neue  enthält.  Die  Aufgaben  des  zweiten  und 
vierten  Abschnittes  sind  meines  Wissens  nach,  in  der  neueren  Zeit,  we- 
nigstens in  Deutschland,  nicht  behandelt  worden,  obgleich  sie  in  älteren 
Schriften  über  Geodäsie  und  sphäroidische  Trigonometrie  vorkommen ; 
die  Auflösungen,  die  ich  von  diesen,  an  sich  indirecten,  Aufgaben  gebe, 
machen  sich  dadurch  bemerklich,  dass  sie  schon  in  der  ersten  Annähe- 
rung so  genaue  Resultate  geben,  dass  wohl  nie  die  Durchfuhrung  einer 
zweiten  Annäherung  erforderlich  sein  wird,  obgleich  denselben  die  grösst 
mögliche  Ausdehnung  gegeben  worden  ist. 

Im  dritten  Abschnitt  wird  die  Reduction  der  sphäroidischen  Drei- 
ecke auf  sphärische,  und  die  der  sphärischen  auf  ebene  entwickelt.  Es 
musste  dieser  Abschnitt  dem  vierten  um  deswillen  vorangestellt  werden, 
weil  die  Auflösung  der  Aufgabe  des  letzteren  auf  die  im  dritten  Ab- 
schnitt abgeleiteten  Sätze  beruht. 

Nicht  nur  die  Hauptaufgaben,  sondern  auch  die  damit  in  Verbin- 
dung stehenden  Nebenaufgaben  sind  berücksichtigt,  und  fast  allen  Bei- 
spiele hinzugefügt  worden.  In  Bezug  auf  diese  Beispiele  führe  ich  an, 
dass  Herr  Dr.  Auwers  die  Güte  gehabt  hat,  die  Berechnung  derselben 
mit  auszuführen. 

4 

Erster  Absclmitt. 
1. 

Eine  der  in  der  praktischen  Geodäsie  häußg  anwendbaren  Auf- 
gaben ist  die :  aus  der  gegebenen  Lage  des  Anfangspunkts  einer  geodä> 
tischen  Linie  auf  dem  Krdellipsoid  und  der  Lange  derselben  die  Lage 
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des  Endpunkts  zu  finden.  Diese  Aufgabe  ist  in  neuerer  Zeit  von  deut- 
schen Astronomen  und  Mathematikern  mehrfach  behandelt  worden. 
Gauss  hat  in  seiner  zweiten  Abhandlung  über  die  Geodäsie  (Untersu- 
chungen über  Gegenstande  der  höhern  Geodäsie,  Göttingen,  1847)  zwei 
verschiedene  Auflösungen  derselben  gegeben,  undJacobi  hat  kurz  nach 
dem  Erscheinen  dieser  Abhandlung  seinerseits  eine  kurze  Auflösung  ge- 
geben ,  zu  welcher  ich  auf  seinen  Wunsch  ein  Beispiel  gerechnet  habe. 
Die  Ja  CO  bi'sche  Auflösung  ist  erst  nach  seinem  Tode  vonLulher  (A.N. 
No.  974)  bekannt  gemacht  worden,  und  es  ist  diesem  Astronomen  auch 
gelungen  aus  Jacobi's  nachgelassenen  Papieren  seine  Ableitung  aufzu- 
finden, die  er  gleichfalls  (A.  N.  No.  1006  u.  1007)  veröffentlicht  hat. 

Die  genannten  Auflösungen,  sowohl  die  von  Gauss  wie  die  von 
Jacobi  sind  nicht  allgemein,  sondern  erstrecken  sich  nur  auf  die  Fälle, 
in  welchen  die  gegebene  geodätische  Linie  nicht  grösser  ist,  als  dass 
man  sie,  gleichwie  die  filxcentricilät  der  Erdmeridiane,  als  eine  kleine 
Grösse  erster  Ordnung  betrachten  kann.  Für  die  bisher  ausgeführten 
Gradmessungen  mochte  man  wohl  mit  dieser  Beschränkung  ausreichen 
können,  allein  für  die  beiden  grossen,  jetzt  im  Werke  begriffenen  Unter- 
nehmungen, für  die  mitteleuropäische  Gradmessung  und  die  Längen- 
gradmessung zwischen  Orsk  in  Russland  und  Valentia  in  Irland  reicht 
man  mit  der  genannten  beschränkenden  Annahme  in  Betreff  der  Länge 
der  geodätischen  Linie  nicht  aus.  Bessel  hat  (A.  N.  No.  86)  von  der- 
selben Aufgabe  eine  Auflösung  gegeben,  in  welcher  die  genannte  Be- 
schränkung nicht  enthalten  ist,  allein  ich  habe  demungeachtel  nicht  un- 
terlassen wollen  meiner  Seits  auch  eine  selbstsländige  Bearbeitung  der- 
selben vorzunehmen ,  da  mir  vorkam  als  möchte  diese  Auflösung  noch 
etwas  vereinfacht  werden  können. 

Gauss  und  Bessel  brauchen  zur  Anwendung  ihrer  Auflösungen 
mehr  oder  minder  zusammengesetzte  Tafeln,  die  ihren  Abhandlungen 
auch  beigegeben  sind,  während  die  Auflösung,  die  ich  hier  geben  werde, 
gar  keine  Hülfstafeln  erfordert,  gleichwie  auch  bei  der  ]acobi'schen 
der  Fall  ist;  man  reicht  mit  einigen  Constanten  aus,  die  Functionen  der 
Excentricität  der  Erdmeridiane  sind,  welche  selbstverständlich  als  ge- 
geben betrachtet  werden  muss,  und  stets  einen  bestimmten,  nie  einen 
unbestimmten,  Einfluss  auf  das  numerische  Uesullat  in  jedem  speciellen 
Falle  äussert. 

Die  ]aco  bi'sche  Ableitung  seiner  Auflösung  ist  durch  seine  Theorie 
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der  elliptischen  Functionen  mit  vieler  Eleganz  durchgerührt,  aber  so  zu- 
sammengeselzt,  dass  es  Muhe  kostet  von  seinen  Entwickelungen  sich 
eine  vollständige  und  klare  Einsicht  zu  verschaffen,  und  es  daher  wün- 
scbenswerth  schien,  eine  einfachere  Ableitung  zu  versuchen.  Die  hier 
gegebene  Entwickelung  geht  von  denselben  Legen dre'schen  Formeln 
aus,  die  Jacobi  zu  Grunde  gelegt  hat,  und  es  wird  daraus  ohne  Zuzie- 
hung der  Theorie  der  elhptischen  Functionen  auf  einfache  Weise  die 
unbeschrankte  Auflösung  erhalten.  Nachdem  ich  in  diese,  als  besonde- 
ren Fall,  die  BeschrSinkung  eingeführt  h(Ute,  dass  die  geodätische  Linie  so 
kurz  sei,  dass  man  sie  als  eine  kleine  Grösse  erster  Ordnung  betrachten 
könne,  kam  ich  auf  eine  Auflösung  die  nahe  mit  der  Jacobi'schen  über- 
einstimmt, sich  aber  von  dieser  wesenllich  dadurch  unterscheidet,  dass 
sie  Eine  Hülfsgrösse  weniger  erfordert,  und  einige  kleine  Glieder  ent- 
hält, die  zur  Genauigkeit  des  Resultats  beitragen,  aber  bei  Jacobi  nicht 
vorhanden  sind.  Es  war  hiefUr  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Functio- 
nen nur  die  Anwendung  eines  einzigen  Satzes  erforderlich ,  nemlich  die 
Relation  zwischen  dem  Modul  einer  elliptischen  Function  und  der  von 
Jacobi  mit  q  bezeichneten  Grösse,  durch  deren  Einftlhrung  er  so  sehr 
stark  convergirende  Reihen  erhalten  hat.  Diese  Relation  tritt  hier  auch 
ohne  Bezug  auf  ihre  Bedeutung  in  der  Theorie  der  elliptischen  Functio- 
nen ein,  und  erscheint  nur  als  eine  Substitution,  durch  welche  bewirkt 
wird,  dass  in  den  Coefficienten  mehrere  Glieder  der  höheren  Ordnungen 
verschwinden,  und  die  Reihen  überhaupt  eine  weit  grössere  Convergenz 
bekommen.  Ich  habe  auch  aus  diesem  Grunde,  so  wie  um  Multiplica- 
lionen  und  Divisionen  mit  denselben  numerischen  Coefiicienten  zu  ver- 
meiden, nicht  q  selbst,  sondern  statt  dessen  iq  unter  der  Bezeichnung 
/i  eingeführt. 

Die  Legen  dre'schen  Formeln,  von  welchen  ich  bei  den  Entwicke- 
lungen ausgehe,  hätte  ich  unmittelbar  aus  seinen  Abhandlungen,  nament- 
lich aus  seinen  »Exercices  etc.«  entnehmen  können,  allein  ich  habe  vor- 
gezogen eine  Ableitung  derselben  voranzustellen,  die  von  dem  Grund- 
satz ausgeht,  dass  man  die  Gleichiini^  irgend  einer  beliebigen  Oberfläche 
durch  zwei  von  einander  unabhängige  Verändcrh'che,  statt  der  drei  von 
einander  abhängigen  Coordinaten  darstellen  kann.  Dieser  schon  längst 
bekannte  Satz  ist  bekanntlich  von  Gauss  am  Meisten  angewandt  und 
ausgebildet  worden. 
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2. 

Die  Gleichung  irgend  einer  Oberfläche  sei  allgemein 

f{x,y,z)  =  0 

wo  unter  x,y,z  die  rechtwinklichen  tloordinaten  irgend  eines  Punkts 
derselben  verstanden  werden.  Da  in  Folge  dieser  Gleichung  immer  zwei 
Coordinaten  von  einander  unabhängig  sind ,  so  kann  man  alle  drei  als 
Functionen  von  irgend  zwei  anderen ,  von  einander  unabhängigen  Ver- 
änderlichen betrachten  und  darstellen,  so  dass 

werden,  wenn  p  und  q  die  neuen  Veränderlichen,  und  (p,  tp,  x  ^^^ht  min- 
der wie  /*  Functionszeichen  sind.  Da  die  eben  aufgestellten  Functionen 
keiner  anderen  Bedingung  unterliegen,  als  dass  sie,  statt  x,y,  z  in  die 
Gleichung  der  Oberfläche  substituirt,  diese  identisch  Null  machen  müs- 
sen, so  können  die  Veränderlichen  p  und  q  auf  mannigfache  Weise  an- 
genommen, und  bestimmt  werden.  Durch  die  Difierentiation  soll  nun  aus 
den  vorstehenden  drei  Gleichungen  hervorgegangen  sein 

dx  =s  fjdp  '-^  fj'dq 
dy  ==  ddp  +  Ü'dq 
dz  =  fidp  +  itidq 

wo  die  sechs  Coeflßcienten  tj,  ö,  fi,  r/^  0',  /j'  als  Functionen  von  p  und  q 
betrachtet  werden  können. 

3. 

Das  Differential  irgend  eines  Bogens  hat  bekanntlich ,  wenn  man 
es  mit  ds  bezeichnet,  zum  Ausdruck 

ds^  =  dx^  +  dy^  +  dz^. 

Substituirt  man  hierin  die  eben  aufgestellten  Ausdrücke  für  dx,  dy,  dz, 
und  setzt  zur  Abkürzung 

£  =   1^2   ^.   02  ^.   ^2 

F  =  rjfi'  '-h  00'  +  fifi 

6  =  ^^  +  0"^  +  ^'' 
so  ergiebt  sich 

(1)     .     .     .     .     (fc2  =  Edp^  +  2Fdpdq  +  Gdq^ 
welcher  Ausdruck  das  Differential  irgend  einer  beliebigen ,  auf  der  ge- 
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gebenen  Oberfläche  gezogenen,  willkttbrlichen  Linie  durch  die  Differen- 
tiale der  Unabhängigen  p  und  q  giebt. 

Man  kann  diesen  Ausdruck  vereinfachen,  ohne  ihm  die  Allgemein- 
beii  zu  rauben.  Man  findet  auf  bekannte  Weise,  dass  das  Trinom 

E^p^  +  iEFdpdq  -hEGdq^ 

sich  in  die  beiden  imaginären  Factoren 

Edp  +  Fdq±  idqVEG—F^ 

wo  i  BS  Y — 1  ist,  auflösen  lässt.  Selzt  man  daher 

SO  erhält  man 


_  EG-F* 

m=  1/  -^— 


ds^  =  dh^  +  m^dg^ (3) 

Man  leistet  dieser  Gleichung  durch  die  folgenden  Gnttge 

dh  =  dscosa 
mdq  SS  dsslna ' 

woraus  sich  zu  erkennen  giebt,  dass  a  der  Winkel  ist,  den  das  Element 
ds  der  Linie  s  mit  dem  Element  dh  der  Linie  h  auf  der  gegebenen  Ober- 
fläche macht.  Die  Elemente  der  Linien  h  und  fmdq  schneiden  sich  also 

unter  rechten  Winkeln«  und  ds  ist  die  Hypotenuse  eines  elementaren 
rechlwinklichen  Dreiecks,  in  welchem  die  Cathelen  dh  und  miig  sind. 
Der  sich  aus  (1)  ergebende  Werth  von  ds  hingegen  kann  als  dritte  Seite 
eines  schiefwinklichen  Dreiecks  conslruirt  werden,  dessen  beiden  an- 
deren Seiten  Y^-^P  ^^^  YG.dq  sind.  Nennt  man  den  von  diesen 
beiden  Seiten  eingeschlossenen  Winkel  (o,  so  wird 

cos  (0  =  ^  -7= 

Ybg 

denn  hiemit  erhält  man  der  ebenen  Trigonometrie  gemäss 

ds^  =  (VE.dpY  —  i{VE.dp){VG.dq)  cos  0)  +  {VG.dqY 

Die  Linearelemente  VE.dp  und  VG.dq  schneiden  sich  also  nur  dann 
unter  einem  rechten  Winkel,  wenn  die  GoefGcienten  tj,  0,  fi^  i;',  ^,  fi  so 
beschaffen  sind,  dass  daraus  Fss  0  folgt. 
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4. 

Will  inaD  nun  auf  der  gegebenen  Oberfläche  irgend  eine  der  Linien 

fVE.dp  oder  h  oder  jyG.dq  oder  fmdq  bestimmen,  so  kann  dieses 

ohne  Weiteres,  und  nur  mit  dem  Vorbehalt  der  AusflUhrung  der  Integra- 
tionen geschehen,  da  für  jede  derselben  das  Differential  der  bezüglichen 
anderen  gleich  Null  ist.  Will  man  hingegen  eine  Linie  bestimmen,  die 
von  den  eben  genannten  verschieden  ist,  und  einem  gegebenen  Gesetze 
folgen  soll,  so  muss  man  entweder  p  und  q  oder  bez.  h  und  q  in  Func- 
tion  einer  dritten  Veränderlichen  darstellen,  oder  die  eine  derselben 
bez.  als  Function  der  anderen  ansehen. 

5. 

Um  die  kürzeste  Linie  zwischen  irgend  zwei  Punkten  auf  der  ge- 
gebenen Oberflache  zu  bestimmen  werde  ich  mich  der  Gleichung  (3) 
bedienen,  und  h  als  Function  von  q  betrachten.  Es  muss  nun  unter  die- 
ser Voraussetzung  die  Variation  des  Ausdrucks 

Null  werden,  und  da 


-/- 


dhd3h'^m(~\dq*Jh 


ds 


l 


ist,  so  drückt  die  Gleichung 

die  Bedingung  aus,  dass  s  die  kürzeste  Linie  zwischen  irgend  zwei 
Punkten  auf  der  gegebenen  Oberflache  ist.  Diese  Gleichung  kann  ver- 
einfacht werden.  Die  erste  (4)  giebt 

d .  5^  =  d.  cos  a  =  —  sin  ada 

und  durch  die  Substitution  dieser  und  die  Zuziehung  der  zweiten  (4) 
ergiebt  sich 

als  Bedingungsgleichung  für  die  gesuchte  kürzeste  Linie.    Ich  bemerke 
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zum  Ueberfluss  hier,  class  (^)  der  partielle  Differentialquotient  von  m 

in  Bezug  auf  h  ist.  Die  Relation  zwischen  «,  dh,  dq,  die  als  Hulfsglei- 
chung  hier  mit  zugezogen  werden  muss,  ist 

lg«=="»| (6) 

und  durch  Hülfe  dieser  nebst  deren  Differential  könnte  man  a  und  da 
aus  der  (5)  eliminiren ,  wodurch  eine  Diffeientialgleichung  zweiter  Ord- 
nung zwischen  h  und  q  entstehen  würde.  Für  den  hier  zu  erreichenden 
Zweck  ist  es  jedoch  einfacher  die  vorstehenden  Gleichungen  unvermin- 
dert anzuwenden. 


t 


6. 

Wenden  wir  nun  die  im  Vorhergehenden  abgeleiteten  allgemeinen 
Gleichungen  dazu  an ,  um  auf  der  als  abgeplattetes  Revolutionsellipsoid 
betrachteten  Erdoberfläche  die  kürzeste  Linie  zwischen  irgend  zwei 
Punkten  zu  bestimmen.  Dem  allgemeinen  Sprachgebrauch  zufolge, 
werde  ich  mich  fllr  diese  Linie  des  Ausdrucks  »geodätische  Linie«  be- 
dienen, welcher  also  hier  mit  »kürzester  Linie«  als  synonym  zu  betrach- 
ten ist. 

Legen  wir  die  Achsen  der  x  und  y  in  den  Aequator,  in  zwei  be- 
liebige, sich  rechtwinklich  schneidende  Meridiane,  und  die  der  z  in  die 
Umdrebungsachse ;  bezeichnen  wir  ferner  die  Halbachsen  des  Ellipsoids 
mit  a  und  6,  unter  der  Voraussetzung  dass  a>  6  sei,  dann  ist  die  Glei- 
chung des  Ellipsoids 

~~i*         *"   6*   —   ^ 

und  dieser  Gleichung  wird  durch  die  Ausdrücke 

X  =  a  cos  ß  cos  / 
y  =  a  cos  ß  sin  / 
z  =  b  sin  ß 

Gnüge  geleistet,  wo  ß  die  sogenannte  reducirte  Breite  irgend  eines 
Punkts,  und  /  dessen  geographische  Länge,  von  irgend  einem  beliebigen 
Meridian  an  gezählt,  bezeichnen.  Differentiirt  man  diese  Gleichungen, 
und  identificirl  ß  mit  p  und  /  mit  q ,  so  wird  zufolge  des  Vorhergehenden 

T]  =  —  asiu  ß  cos  /  ;  V  ™  —  ^  ^^^  ß  ^'^  ^ 
ö  =  —  a  sin  ß  sin  /  ;  ö'  =  a  cos  ß  cos  / 
^  =        bcosß         ;     /i  =  0 
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also 

E  =  a^sin^ß  +  b^cos^ß 

F=  0 

G  =  a^  cos  2/? 


Es  soll  zuerst  zu  mehrerer  Deutlichkeit  das  System  von  Linien,  wel- 
ches in  der  allgemeinen  Ableitung  mit  h  bezeichnet  wurde,  für  sich  be- 
trachtet werden.  Man  erhält  dieses  wenn  man  in  der  Gleichung  (3)  dqssQ 
macht,  und  es  wird  also  hierauf  ^  =  A.  Macht  man  nun  in  der  Bedin- 
gungsgleichung  (5)  auch  dq  =  0,  so  wird  da  =  0 ,  folglich  a  =  const. ; 
die  Gleichung  (6)  giebt  ferner  aa=0.  Die  Bedingungsgleichung  der  kür- 
zesten Linie  ist  also  von  selbst  erftilU ,  und  alle  Linien  h  sind  kürzeste 
Linien.  Für  die  Erdoberfläche  giebt  der  vor.  Art.  in  Verbindung  mit  der 
ersten  (2) 

(7)     .     .     .        dA  =  —  d/?  /^^sm^Tl^^ösy 

wo  ich  das  Minuszeichen  gewählt  habe,  weil  es  angemessen  ist  die  geo- 
dätischen Linien  h  im  Pole  anfangen  zu  lassen.  Hiemit  wird  also 

.  h  =  — /d/?  Va^sin'^ß+  b^cos^ß^  const. 

und  dieser  Ausdruck  zeigt,  dass  h  ein  Bogen  irgend  eines  Meridians  ist; 
die  Meridiane  sind  also  auf  der  Oberfläche  der  Erde  geodätische  Linien. 


8. 

Gehen  wir  zum  allgemeinen  Fall  auf  der  Erdoberfläche  über,  so 
erhalten  wir  erst  durch  die  zweite  (2)  in  Verbindung  mit  den  Ausdrücken 
des  vorvor.  Art. 

m  SS  acosß 
woi*aus  mit  Zuziehung  der  (7) 

(dm\  /dm\  /^\  oftin/f 

folgt.  Die  Gleichungen  (5)  und  (6)  werden  nun 

a  sin  fidl j 

Ya*  sin  V  +  ^  cos  V 

acosß dl 

^"  >^a*  sin  V  +  6*"^i^  ^ 
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und  eliminirt  man  hieraus  dl,  so  erhalt  man 

tg  a  tg  ßdß  =  da 
deren  Integral 

cos  /?  sin  a  s=  const. 

ist.  Es  ist  an  sich  klar,  dass  jede  geodätische  Linie  hinreichend  verlän- 
gert wenigstens  Ein  Mal  einen  Meridian  rechtwinklich  schneiden  muss, 
aod  nennt  man  die  reducirte  Breite  des  Punkts  derselben,  wo  dieses 
statt  findet,  /?$ ,  so  wird  das  vorstehende  Integral 

cos  /S  sin  a  =  cos  /So (8) 

Diese  Gleichung  ist  die  erste  Grundgleichung  der  geodätischen  Linie. 
Zufolge  des  Art.  3  ist  a  der  Winkel  den  die  allgemeine  kürzeste  Linie 
mit  den  Linien  h  macht,  und  zufolge  des  Ait.  7  sind  die  Linien  h  auf 
dem  Revolütionsellipsoid  Meridianbögen,  oder  wenn  man  das  dort  ge- 
fundene Integral  hinreichend  ausdehnt,  die  ganzen  Meridiane,  der  Win- 
kel a  ist  folglich  das  Azimuth  der  geodätischen  Linie  in  irgend  einem 
unbestimmten  Punkt  derselben. 

Die  zweite  Gleichung  (4)  wird  jetzt 

a  cos  ßdl  =  sinads 

und  eliminirt  man  hieraus  a  vermittelst  der  (8),  so  ergiebt  sich 

a  cos  ^ßdl  =s  cos  ßods (9) 

welches  die  zweite  Grundgleichung  der  geodätischen  Linie  ist. 

Die  Elimination  von  dh  aus  der  ersten  (4)  durch  Httlfe  der  (7)  giebl 

(fc  cos  a  =  —  dß  y  a^  sin  ^ß  +  6^  cos  ^ß 
und  schafft  man  hieraus  a  durch  Hülfe  der  (8)  fort,  so  bekommt  man 


08  =  —  dßcosß      ,     /       — -  ^       .     .     .     (10) 

^  '        y  siD  Vo  -  sin  V  ' 

welches  die  dritte  und  letzte  Grundgleichung  der  geodätischen  Linie  ist. 
Das  Integral  dieser  Gleichung  giebt  die  Länge  der  geodätischen  Linie, 
die  durch  einen  endlichen  Ausdruck  nicht  erhalten  werden  kann,  wes- 
halb die  Rectification  derselben  unmöglich  ist.  Eliminirt  man  ds  aus  (9) 
durch  Zuziehung  der  (1 0),  so  bekommt  man 


11  _^  »^  cos/gp   y  g*  sin  V  ■»■  6*  cos  *ß 

P  C08ß     aysinVo  -  »in*/» 


deren  Integral  die  Gleichung  der  geodätischen  Linie  selbst  ist. 
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9. 

Der  Ausdruck  (10)  kann  vereinfacht  werden.     Führt  man  erst  die 
Excentricitüt  e  der  Erdmeridiane  durch  die  Gleichung 

ein,  so  wird  er  

cfe  =  —  adß  cos  ß  ^,     ,        --, 

'^  '     V  sin  V.  -  sin  */? 

und  führt  man  hierauf  den  Bogen  (p  statt  ß  durch  die  folgende  Relation 
ein, 

(11)  .     .     .     .     .        sin  /?  =  sin  /?o  cos  g) 
so  ergiebt  sich 

ds  =  adq)  y  1  —  c^  +  e^  sin  ^ßo  cos  ^q) 
Setzt  man  hierauf 

(12)  .     .       ig/Jo  =  Vi  — c^.tgÄo ,  csin  Äo  =  & 

wo  also  Bo  die  Polhöhe  des  Punkts  bezeichnet,  in  welchem  die  geo- 
dätische Linie  den  Meridian  rechtwinklich  schneidet,  und  erwSgt  dass 
hieraus 

.    ^     _  (\  -  g«)  sin  'g, 
^^^  P^  —  -1  -  ^  sin  % 

folgt,  so  wird  schliesslich 

(13)  ....    *  =  öS?^rf9>>^1-*'sinV 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Länge  der  geodätischen  Linie  durch  ein 
elliptisches  Integral  zweiter  Gattung  bestimmt  wird. 

Eliminirt  man  vermittelst  der  (1 3)  ds  aus  der  (9),  so  bekommt  man 
für  die  Differentialgleichung  der  geodätischen  Linie  selbst 


(14)      .      .       .  ^^sinAcos/?,^     /4^^»sinV 

^      ^  sin  Bp         ^  4  —  sin  %  cos  *fp 

Da  der  Nenner  dieses  Ausdrucks 

1  —  sin  ^ßo  cos  V  =  cos  ^ßo  (1  +  tg  2/?o  sin  V) 

ist,  so  erkennt  man,  dass  die  Gleichung  der  geodätischen  Linie  ein  ellip- 
tisches Integral  dritler  Gattung  ist. 

10. 

Gehen  wir  nun  zu  der  ersten  Hauptaufgabe  über:  »Aus  der  gege- 
»benen  Länge  einer  geodätischen  Linie  und  der  Lage  ihres  Anfangs- 
»punkts  auf  der  Erdoberfläche  die  Lage  ihres  Endpunkts  zu  finden.« 
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Seien 

8    die  Länge  der  geodätischen  Linie 

IT  die  Poihöhe  \ 

^  die  reducirte  Breite  >  des  Anfangspunkts 

a   das  Azimuth  ) 

VCD  s  dessen  geogr.  Länge  gleich  Null  gesetzt  wird,  ferner 
IT  die  Polhöhe 
ßf'  die  reducirte  Breite 
k    die  geogr.  Länge 
180»+a"  das  Azimuth 


des  Endpunkts  von  8. 


Da  man  die  geographischen  Längen  von  einem  beliebigen  Meridian  an 
zählen  kann,  so  ist  durch  B'  oder  ß^  und  a  die  Lage  des  Anfangspunkts 
von  8  vollständig  gegeben,  und  die  Bögen  8,  B\  a  sind  daher  die  gege- 
benen Stücke  unserer  Aufgabe;  aus  demselben  Grunde  sind  die  Bögen 
ff,  X,  a  die  zu  bestimmenden  Grössen.  Die  Azimuthe  sollen  hier  immer 
vom  Sudpunkt  des  Horizonts  gezählt  werden,  und  von  da  an  in  dersel- 
ben Richtung,  in  welcher  man  die  Längen  wachsend  annimmt,  wachsen. 
Durch  diese  Bestimmung  werden  alle  Längen  positiv,  und  zwischen  den 
Grenzen  0  und  180"  eingeschlossen;  dieselben  Grenzen  sind  alsdann 
auch  die  von  a  und  a. 

Seien  nun  (p  und  (p'  die  Werthe  des  Bogens  (p  fUr  den  Anfangs- 
and den  Endpunkt  von  8 ,  dann  geben  die  Gleichungen  (13)  und  (14) 


ff 


.  Sinyjpcos/J, 


0  cos ß^  I    ,    |/ 4— ig* sin  V 
qBo       I  ^  i  -  sinVo  cos  *<p 


sin  So 

Da  die  Lage  des  Anfangspunkts  von  8  gegeben  ist,  so  sind  durch  die 
Gleichungen  (8)  und  (11)  auch  ßo  und  q)  gegeben,  und  in  der  ersten  der 
vorstehenden  Gleichungen  ist  (p"  die  einzige  Unbekannte,  die  daher 
durch  diese  Gleichung  zu  bestimmen  ist.  Hierauf  wird  die  rechte  Seite 
der  zweiten  Gleichung  völlig  bekannt,  und  es  kann  durch  dieselbe  der 
Längenunterschied  A  des  Anfangs-  und  des  Endpunkts  von  8  bestimmt 
werden. 
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14. 

Aus  den  Gleichungen  (8)  und  (4  4)  gebt  hervor,  dass  Überhaupt 
90^  — /So,  90®  —  /?,  a,  (p  vier  Stücke  eines  rechtwinklichen,  sphärischen 
Dreiecks  sind,  in  welchem  90®  —  ß  die  Hypotenuse,  90® — /Sb  und  <p  die 
Catheten,  und  a  der  der  Seite  90®  —  ßo  gegenüber  liegende  Winkel  sind. 
Um  dieses  Dreieck  sogleich  vollständig  betrachten  zu  können  soll  auch 
der  Winkel  am  Pole,  oder  der  der  Seite  q)  gegenüber  liegende  Winkel 
eingeHuhrt,  und  allgemein  mit  J2  bezeichnet  werden.  Bezieht  man  dieses 
Dreieck  auf  den  Anfangspunkt  von  s,  und  versieht  wie  oben  die  dahin 
gehörigen  Bögen  mit  einem  Strich,  so  ergeben  sich  zur  Bestimmung  von 
(p\  Jl\  ßo  die  Gleichungen 

sin  /So  sin  q>'  =  cos  ß^  cos  a 

sin  ßo  cos  q)'  =  sin  ß' 

(15).«.        {  sin  ßo  sin  J2!  =  cos  a 

sin  ßo  cos  Jl'  =  sin  ß^  sin  cc 

cos  ßo  =  cos  ßf  sin  a 

Ist  hierauf  auf  die  im  vor.  Art.  angedeutete  Art  tp"  bestimmt,  so  giebt 
dasselbe  Dreieck  durch  seine  Anwendung  auf  den  Endpunkt  von  8, 


(16)     .     . 


COS  ßf  sin  a 
cos  ßf  cos  a 
COS  ßf  sin  Jl" 
cos  ßf  cos  Jl' 
sin  ßf 


COS/?o 

sin  ßo  sin  (p* 
sm  q> 

cos  ßo  cos  (p" 
sin  ß^  cos  f)" 


Durch  die  Anwendung  dieser  beiden  Systeme  von  Gleichungen  kann 
man  immer  die  Unbekannten  mit  der  ganzen  Sicherheit,  die  die  Um- 
stände der  Aufgabe  gestatten,  bestimmen,  und  ist  über  den  Quadranten, 
in  welchem  die  Bögen  zu  nehmen  sind,  nie  in  Ungewissheit. 

Von  Bt  zu  ßl,  und  von  (f  zu  B"  geht  man  durch  die  allgemeine 
Gleichung  

oder  durch  die  Reihenentwickelungen  derselben ,  die  weiter  unten  an- 
geführt werden  sollen,  über. 
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42. 

WeDden  wir  uns  nun  zar  Bestimmong  von  9",  so  ist  die  Gleichung 
(43)  oder 

von  g>  bis  9"  zu  iDtegriren.  Zu  diesem  Zweck  ergiebt  sich  zuerst 

V4  — /^siD^y  ae  1— *Yfc^sinV"*7^^s>n  V  —  Ti*^^""^**  — ... 

in  welcher  bei  dem  statt  findenden  Werthe  von  e  für  den  ErdkOrper  die 
aogesetzten  Glieder  völlig  ausreichend  sind.  Durch  die  bekannten,  all- 
gemanen  Relationen 

Sm'9  =  y  — yCOSäy 

sin^^p  an  -j-  —  yCOs29)  +  ycos  4g) 

sin  V  =  jg  —  ii^ös  29)  +  TgCOs  4g)  —  jjCOS  69 
erhalt  man  hieraus 

Molliplicirt  man  diesen  Ausdruck  mit  dtp,  und  integrirt  innerhalb  der 
angegebenen  Grenzen,  so  erhalt  man 

+  (l*^  +  S**  +  TJ54**)(«i«2?)''-sin29)') 

+  j^&*(sin  69)"  —  sin  6g)') 
Aber  aas  den  Gleichungen  (42)  folgt  leicht,  dass 

ist,  substituirt  man  diesen  Ausdruck  und  zieht  die  Glieder  möglichst  zu- 
sammen, so  wird 

=  A{(p''^  (p')  +  B  cos  (y"+  y')  sin  (9)"-  9')  (1 7) 


sin 
a 


—  C cos  2(9'+y )  sin  2(9'— 9) 
+  D  cos  3(9"+ y)  sin  3(9'— y*) 
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wo 

A  —    1    -f-    ^   K     -f-  g^  Ä    -fr-  j5^ » 

ist.  In  diesem  Ausdruck  muss  s  jedenfalls  durch  dieselbe  Maasseinheit 
ausgedrückt  werden  wie  der  Halbmesser  des  Aequators  a,  in  Bezug  auf 
die  Bögen  9)"  und  tp  ist  es  am  Zweckmässigsten  dieselben  auf  gewöhn- 
liche Art  in  Secunden  u.  s.  w.  auszudrücken ,  und  zur  Erlangung  der 
Homogeneität  in  der  vorsiehenden  Gleichung  müssen  daher  sowohl  die 
linke  Seite  derselben,  wie  die  Coefficicnten  B,  C,  D  mit  dem  in  Secun- 
den ausgedrückten  Kreisbogen  mulliplicirt  werden,  der  dem  Kreishalb- 
messer gleich  ist. 

13. 

Es  ist  nnn  (p"  durch  die  Gleichung  (17)  zu  bestimmen,  und  hiebei 
soll  zuerst  die  Länge  8  der  geodätischen  Linie  keiner  Beschränkung  un- 
terworfen werden.  Es  ergiebt  sich  hiemit 

-fr-  Ci  cos  2(yV 9')  sin  2{q>'—(p) 

—  Di  cos  3(9)*+9)')  sin  8(9 —9 ) 
wo 

und  r  die  Anzahl  von  Secunden  bedeutet,  die  dem  Ereishalbmesser 
gleich,  also  V  =  206264^8...  ist.  Die  vorstehende  Gleichung  zeigt,  dass 
die  Summe  der  beiden  ersten  Glieder  rechter  Hand  einen  bis  auf  Grössen 
zweiter  Ordnung  in  Bezug  auf  e  genäherten  Werth  von  (p"  bildet.  Setzt 
man  daher 

O  SS   f —    ,  S  SS  r,       .  ■ 

y"  =  y  +  S  —  J? 

wo  folglich  a  die  in  Bogentheilen  des  Aequators  ausgedrückte  Länge 
der  geodätischen  Linie  bezeichnet,  dann  ist  x  eine  kleine  Grösse  zweiter 
Ordnung,  und  durch  die  Substitution  erhält  man 
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i?  =  Bi  cos  {^(p'+S^x)  sin  (S— j?)  —  Cx  cos  (4(y'+2(S— «))  sin  2(S— a?) 
+  Di  cos  {ß(p'+S{S—x))  sin  3(S— a?) 

Diese  Gleichung  giebt  bei  den  grössten  Werthen  von  S,  die  vorkommen 
können,  eine  sehr  schnell  convergirende  indirecte  Auflösung,  wenn  man 
die  Näherungen  damit  anfängt,  dass  man 

X  =s  Bi  cos  (2qp'+S)  sin  S 

in  die  rechte  Seite  substituirt. 

14. 

Es  wird,  ehe  wir  weitergehen,  nicht  undienlich  sein,  diese  starke 
Annäherung  durch  ein  Beispiel  nachzuweisen.  Der  Maximalwerth  von 
k  ist  e,  und  diesen  will  ich  im  Beispiel  annehmen,  da  es  klar  ist,  dass 
für  kleinere  Werlhe  von  k  die  Annäherung  noch  grösser  werden  muss. 
Es  ist  hiemit  zugleich  jBo  =  /9o  =  90^  angenommen,  und  folglich  ist  die 
geodätische  Linie ,  die  hier  beispielsweise  betrachtet  werden  soll,  ein 
Theil  irgend  eines  Meridians  des  Erdellipsoids.  Setzt  man  nach  Hesse I 

logc=  8,9122052 

so  ergeben  sich  unter  der  Voraussetzung  äass  ks=ze  ist,  die  folgenden 
numerischen  Werthe  der  Coefficienten 

Bi  =  3  45".  32  50 
C,  =  0.0722 
Di  =      0.00004 

woraus  hervorgeht,  dass  selbst  wenn  man  die  Genauigkeit  bis  auf  Zehn- 
tausendtheile  der  Secunde  treiben  will,  das  dritte  Glied  des  Ausdrucks 
für  X  immer  völlig  unmerklich  ist.  Dagegen  sind  die  in  Bi  und  Ci  ent- 
haltenen Glieder  sechster  Ordnung  nicht  ohne  Belang.  Setzt  man  aus- 
serdem 

(p'  =  10«  ,     S  =  40« 

so  giebt  die  Näherungsformel  für  o?  zuerst  a:  =  1 '5 r',0,  und  substituirt 
man  diesen  in  die  vollständige  Gleichung,  so  bekommt  man 

x^  +  1'51",0175  +  0",0355  ==  -l-  1'51",0530 

Biemit  sind  die  Annäherungen  schon  vollendet,  da  eine  neue  Substitu- 
tion von  X  denselben  Werlh  wieder  geben  würde. 
Es  wird  daher  schliesslich 

9)*=  49»58'8",9470 

Akhandi.  d.  K.  S.  GrMiIfch.  d.  Wisseuicb.   XIK.  2 
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Man  jsieht  hieraus  wie  schnell  man  durch  den  obigen  Ausdruck  von  x 
zum  genauen  Werthe  dieses  Bogens  gelangt. 

15. 

Der  im  vorvor.  Art.  erhaltene  Ausdruck  für  x  kann  aber  auch  in 
einen  directen  umgewandelt  werden,  und  das  Resultat  wird  sehr  ein- 
fach, wenn  man  die  Glieder  sechsler  Ordnung  weglasst.  Den  Ausdruck 
für  X  ändert  man  leicht  in  den  folgenden  ab, 

X  =:  —  y  Äi  sin  2  9)'  +  Y  Ci  sin  4  (p 

+  j  Äi  sin  i{(p'+S}  cos  2a;  —  -5-  Gl  sin  4(y'+S)  cos  ix 
—  yß,  cos  2{(p-i-S)  sin  2«  +  y  Ci  cos  i{q>'-hS)  sin  ix 

m 

Substiluirt  man  hierin  für  die  Sinusse  und  Cosinusse  der  Vielfachen  von 
X  ihre  Reihenentwickelungen ,  so  ergiebt  sich  bis  auf  Grössen  sechster 
Ordnung 

a?  =  Bi  cos  (V+  S)  8>n  S  —  d  cos  (4y'+  25)  sin  2S 
—  xBi  cos  2(9)'+  S) 

und  nach  der  Elimination  von  x  auf  der  rechten  Seite ,  mit  demselben 
Grade  der  Genauigkeit 

x  =  Bi  cos  {^(p'+S)  sin  S  —  Q  cos  (4y'+2S)  sin  2S 

(18)  —  1  Bi^  cos  2(9)'+S)  cos  (29)'+S)  sin  S 

Behandelt  man  das  Beispiel  des  vor.  Art.  nach  diesem  Ausdruck,  so 
findet  man 

a?  =  +  1'50',9833  +  O'.OSSo  +  0^0323  =  +  1'5r,0531 

mit  dem  obigen  Werthe  bis  auf  0",0001  übereinstimmend. 

16. 

In  vielen  zur  Anwendung  kommenden  Fällen  ist  der  Werth  von  a 
so  klein,  dass  er  für  eine  kleine  Grösse  erster  Ordnung  gehalten  werden 
kann ,  und  es  ist  daher  von  Interesse  diesen  Fall  besonders  zu  behan- 
deln. Man  kann  hiebei  von  der  Gleichung  (18)  ausgeben,  die  nun,  da  S 
eine  kleine  Grösse  erster  Ordnung  wird,  bis  auf  Grössen  siebenter  Ord* 
nung  richtig  wird.  Da  man  jetzt  auch  die  Sinusse  und  Cosinusse  der 
Vielfachen  von  5  in  ihre  Reihen  auflösen  darf,  so  wird  soweit  es  zur 
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Erlangung  des  Resultats  bis  auf  Grossen  sidbenler  Ordnung  erforder- 
lich ist, 

cos  (29)'+S)  sin  S  =  Scosä?)'— S^sin  V— t^^^os  V+y^^sin  Sy.' 
cos(V+2S)sin2S  =  äScosi?)'— iS^sin  V 
cos(2y'-l-2S)cos(2y'-l-S)sinS  =  l-S  +  y^^^s  V  — |S^sin  %' 

and  für  die  CocfBcienten  bekommt  man 
Substituirt  man  diese  Ausdrücke,  so  crgiebt  sich 

—  QS^Kjk'^+^k')  sin  2(f'—^k'  sin  VJ 

—  y  (>2S^fe2  cos  2(p'  +  ~(>^S^fe2  sin  2(p' 

wo  9  =  —  ist.  Es  ist  angemessen  hier  statl  S  die  Grösse 


<j 


einzuführen,  und  da  nun  zuTolge  des  Art.  13 
oder  nach  der  Reihenentwickelung 

wird,  so  kann  x  leicht  in  Function  von  o  dargestellt  werden.  Setzt  man 
?'— y  =;f,  woraus  ;f  =  S  —  o?  folgt,  dann  giebl  die  Substitution  der 
vorstehenden  Ausdrücke  von  x  und  S 

4-  Qo^l  —  k^  sin  2(p  —  y  A;*  sin  i(p'  | 
4-  pV^  y  fe^  cos  2^)'  —  Q^a*  j^  k'^  sin  2y' 
bis  auf  Grössen  siebenter  Ordnung  vollständig. 

17. 

Den  eben  gefundenen  Ausdruck  kann  man  durch  die   folgenden 
Substitutionen  veremfarhen.    Löst  man  zuerst  die  erste  Zeile  desselben 

ab,  indem  man 

2* 
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setzt,  und  flibrt  darauf  in  dem  übrigen  Tbeil  xp  statt  a  ein,  so  bekommt 
man 

X=r^p  +  ^yj^  j(lfe2+lfc4)ßin2y'_i.Ä4sin4qp'j 

+  ()V'i-fc^  cos  2?)'  —  Q^tp^^h^  sin  2^' 

sucht  man  ferner  statt  der  Ausdrücke  für  \p  und  x  selbst,  die  ihrer  Lo- 
garithmen, so  erhält  man 

log.  nat  ip  =  log.  nat  a  —  (j  k^+  ^  Ä^)  —  (j  fc^H-  —  fc*)  cos  i(p' 

+  jj  A;^  cos  iy' 

log.  nat  X  =  log.  nat  V  +  (>V  |  (t  ^^^"^  Y  *^0  ^'"  ^^  ""  4^  ^^  ®'"  *9^  | 

+  -^Q^xp^k^  cos  2y'  —  ^2(>^V^^&^  sin  2(p 
Sei  endlich 

(49)     .     .       Ä2_  4^_8^2^i<^3_  ,2^1+  .  .  . 
dann  werden  die  vorstehenden  Ausdrücke 

log.  nat  %p  =s  log.  nat  a  —  2/i  cos  V  —  f^^  s\n^2(p' 
log.  nat  ;f  =  log.  nat  \p  +  ^xpfi  sin  2qp'  +  y  (>VV  cos  2qp' 

—  ()V;^2  sin  4^)'  —  Y  (>^V^^/^  sin  2^)' 


auch  bis  auf  Grössen  siebenter  Ordnung  richtig. 

Die  Gleichung  zwischen  k  und  fi  giebt  durch  die  Umkehrung 

aber  die  Gleichungen  (1 2)  geben 


i»'^o  =  ,,y2V  '    esinBo^k 


sm 
woraus 

4+€SinV# 

folgt,  wenn 

gesetzt  wird.  Hiemit  bekommt  mau 


«• 
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k^  SS  e  sin  ^ßo  —  «^  sin  %  +  r^  sin  %  —  «*  sin  ^/?o  +  .  .  . 
ik*  ==  «2  sin  4^0  —  2«^  sin  %  +  Se^  sin  «/Jo  +  .  .  . 
fe«  =  «3sin«/Si  —  3«*sin»/?o  ±  •  .  . 
fe«  =  6*  sin  %+  .  .  . 

Setzt  man  diese  in  die  vorstehende  Gleichung  zwischen  fi  und  fc,  so 
erhält  man 

/ri  =s  y  fi  sin  2/?o  —  T«^  sin  %  +  ^^6^  sin  %  —  ^«*sin  ^/?o  +  . . . 

woraus,  wenn  man  zum  Logarithmus  übergeht 

log.  nat  fi  =  log.  nat  ^ sin  '/So  —  y  «  sin  2/9^^+^^^ sin  */Jo  —  755  «'sin  % + .. 

folgt.  Vergleicht  man  diese  Ausdrücke  mit  den  Jacobi'schen,  so  findet 
man  dass  sie  im  Allgemeinen  damit  übereinstimmen.  Die  hier  entwickel- 
ten Endformeln  sind  aber  aus  dem  Grunde,  dass  im  Ausdruck  für  ^  die 
Polhöhe  £0  eliminirt  ist,  einfacher  wie  die  Jacobi'schen,  indem  dadurch 
die  Berechnung  von  £0  ganz  wegföllt,  welches  bei  Jacobi  nicht  der  Fall 
ist.  Ausserdem  ist  zu  bemerken,  dass  in  dem  Ausdruck  für  log.  nat;^  die 

beiden  Glieder  —  Qxpfi^sm kq>  —  y (>^i/;^/i sin  2qp'  bei  Jacobi  nicht  vorhan- 
den sind ,  und  daher  sein  Ausdruck  für  %  (von  ihm  (p  genannt)  nur  bis 
auf  Grössen  sechster  Ordnung  richtig  ist;  die  beiden  genannten  Glieder 
können  indess  zuweilen  Merkliches  geben. 


18. 

Für  die  Bestimmung  des  Längenunterschiedes  zwischen  dem  An- 
fangs- und  dem  Endpunkt  der  geodätischen  Linie  nehme  ich  die  Glei- 
chung (1 4)  vor.  Entwickelt  man  die  in  derselben  vorkommende  Wur- 
zelgrösse,  so  findet  man 

^  —  Ü55;  •  4-siDV.co8Vr       ^'c  sm  9)—  gfc  sm  9— ^^/c  sm  9  — ...J 
Es  ist  aber  leicht  zu  zeigen  dass 

sin*y  8in*y  cotgVo  cotgV^^ 

4  —  sin  V«  cos  *(p  sin  %  sin  %  1  -  si  n  %  cos  *fp 

8in*y  __   sin*y  cotgVo    .     ^  öotgVo cotg%__ 

4  — siQ*/S;cos'(y}  8in*/9o  sinV«  ^  sin^o  1  — sinVaCOsV 
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u.  6.  w.,  deren  Fortschreiten  einfach  und  regelmässig  ist.  Ferner  ist 
leicht  zu  bestätigen  ds^s 

cos  Ä)  f-M — ^ %-  =  8irc.  tg 7^^  +  const. 

ist,  und  aus  den  vorstehenden  Ausdrücken  folgt  daher  dass 

^  r       8in«ydy         _    cos/?,  .     ^^  Jtg^ 

^^^  ^7   4-sinVoCOsV  ~  ^HTVo'^  ^  ^^  ^  cos/^ 

^  /•       sin*</)da)  ^^^  ^    1-2cotg»/9o 

-  «Oß/^o  nlÄ  +  cotg  Vo  arc.  lg  ^^- 

u.  s.  w. ,  wo  ich  der  Kürze  wegen  die  Integrationsconstanten  weggelas- 
sen habe.  Substituirt  man  nun  die  vorstehenden  Ausdrücke  in  das  Inte- 
gral des  vorstehenden  Ausdrucks  für  dl,  und  nimmt  vorlaufig  keine 
Rücksicht  auf  die  Grenzen  desselben,  so  bekommt  man  für  irgend  einen 
unbestimmten  Punkt  der  geodätischen  Linie 

-  {zT^%  +  *"  -^iS^)  s'"  2v  +  j.-r,Sö»-  s'»  V]  ±  •  •  •  j 

+  const. 
Es  ist  zu  bemerken,  dass  alle  unendlichen  Reihen  dieses  Ausdrucks  im- 
mer  stark  convergiren,  da  für  jeden  Werth  von  ßo  das  Verhöllniss  ^^—^ 
sehr  nahe  =  e  ist. 


19. 

Man  erkennt  auf  den  ersten  Blick,  dass  die  Reihe  womit  arc.  tt?-*^ 
in  dem  eben  erhaltenen  Ausdruck  für  l  multipiicirt  ist,  die  Entwick«- 
lung  von  yTnhfc^cotg^  ist ,  und  da 

siuÄo  =  4  '     t€/*o  =  Vi^^  .  tgÄ« 
ist,  so  wird 

tS'Bo^p^.,     cotgV.  =  s^ 
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folglich  

Der  Ausdmck  für  /  geht  daher  über  in 

'»"•«'■'«äs 

+  CODSU 

Wenden  wir  uns  Dun  zn  dem  im  Art.  1 1  betrachteten  rechtwfnklichen, 
sphärischen  Dreieck ,  so  geben  die  Gleichongen  (1 5),  wenn  sie  auf  den 
anheslimmten  Punkt  der  geodätischen  Linie  angewandt  werden ,  wel- 
cher dem  Bogen  g>  entspricht, 

cos/Jo  ^  cos/Ssin« 
md  hieraas  folgt 

'^  •'^  CO»  AI 

Setzt  man  daher  /  =  J2  —  JJl ,  so  bekommt  man 


JJl 


—  T^^^'^"sinBo(V8in*Ä^  SsinV.      ^^  64  sin  V»  /^ 

+  const. 

Die  in  diesem  Ausdruck  vorkommenden  Functionen  lassen  sich  durch 
Zuziehung  der  im  vorvor.  Art.  eingeführten,  mit  «bezeichneten,  Grösse 
auf  einfache  Weise  ausdrücken.  Man  bekommt  strenge 

-J^  =  «(4  — fc2) 

sin  Va  ^  ' 

fc2(1— 2colgW  =  3fc2  — 2*(l_i2) 
*«(3— 4colgVo  +  8cotgVü)  =  15fe«  — 20*k-'(l— ft'^)-^8«2(i_fe2)2 

sinft,  S 

Substituirt  man  diese  und  bleibt  bei  den  Gliedern  sechster  Ordnung 
stehen,  so  bekommt  man 
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+  const. 
die  auch  in  die  folgende  umgewandelt  werden  kann 

und  bis  auf  Grössen  achler  Ordnung  richtig  ist.  Die  Grössen  sechster 
Ordnung,  welche  dieser  Ausdruck  enthält,  sind  fast  immer  ganz  un- 
merklich, und  nur  hauptsächlich  das  Glied  ^e^  im  Goefßcienten  von  q> 

wird  zuweilen  ein  Weniges  geben  können,  indem  in  den  Fällen,  in  wel- 
chen cos/?o  nicht  klein  wird,  im  Gegentheil  k  sehr  klein  wird.  Man  kann 

aus  diesem  Grunde  die  Grösse  ^fcVcos/%  als  ganz  unmerklich  be- 
trachten''^, fügt  man  aber  dem  Coef&cienten  von  q)  Innerhalb  der  Klam- 
mern das  Glied  — s2^^^^  hinzu,  so  lässt  er  sich  in  die  beiden  Factorea 
i  —  jA;2  —  —k^  und  1  + jC^  +  yC*  zerlegen,  und  die  Bercchnuni^  des- 
selben wird  einfacher.  Da  femer  auch  das  mit  sin4<p  multiplicirtc  Glied 
immer  unn^orklich  ist,  so  wird  mit  stets  ausreichender  Genauigkeit 

z/J2  =  le2cos/?oj(l  +  fß^+|.»)(l-|ft^-^^fe^)y 

—  (4^^^+^**)  sin  2yj  -H  const. 

Es  ist  hiebei  noch  zu  bemerken,  dass  in  vielen  Füllen  cos/%  sehr  klein 
wird,  und  wenn  dieses  statt  findet,  ist  der  vorstehende  Ausdruck  eine 
Ordnung  genauer  wiä  ausserdem. 

20. 

Schreibt  man  nun  für  den  Anfangs-  und  den  Endpunkt  der  geodä- 
tischen Linie  nicht  nur  wieder  q>  und  <p"  so  wie  /Ü  und  Jl"^  sondern 
auch  l'  und  /'',  und  setzt 


*)  Das  Maximum  von  rrc® sin  */9^  cos /^^ ,  in  Theilen  des  Kreishalbmessers  ausge- 
drückt, ist  =  0,000000004  8,  und  das  Maxiraum  des  im  Text  genannten  Gliedes  wird 
daher  erst  =  0",000i  ,  wenn  9=  4  5®,5,  ==  0",004  wenn  y  =s  4  55®  ist,  u.  ß,  w. 
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/"  —  /'  =  Ä  ;     St'  —  J2'  =  ©  ;     JS£  —  JJi!  =  J(o 

daan  ist  wieder  A  der  Längen unlerscbied  zwischen  dem  Anfangs-  und 
dem  Endpunkt  der  geodätischen  Linie,  und  es  wicd  ausserdem 

Ä  =   CD   ^CÖ 

-'■(T*'"*-ili*0^os(2y'  +  i)sin;fj    .     (20) 

WO  wieder  x=^V  — 9  ^s^-    Dieser  Ausdruck  gilt  für  jeden  beliebigen 
Werth  von  8. 


21. 

Nimmt  man  nun  wieder  an,  dass  die  Länge  der  geodätischen  Linie 
«eine  kleine  Grösse  erster  Ordnung  ist,  so  lässt  sich  der  eben  gefun- 
dene Ausdruck  für  z/w  noch  mehr  vereinfachen.  Wogen  der  Factoren 
xund  sin;f  wird  er  eine  Ordnung  genauer,  wie  in  dem  Falle,  wo  die 
geodätische  Linie  beliebig  lang  ist,  und  es  können  daher  jetzt  die  mit 

k^iinde^  multiplicirten  Glieder  weggelassen,  und  der  Factor  1+~e^  zum 
allgemeinen  Factor  gemacht  werden.  Nimmt  man  indess  bierin  immer 
noch  das  Glied  ye'^  auf,  da  es  in  der  Anwendung  so  leicht  zu  berück- 
sichtigen ist,  so  entsteht  hieraus  nicht  der  mindeste  Nachtheil.  Erwägt 
man  nun,  dass  jetzt 

cos  (2?)'  +  x)  =^  cos  2^)'  —  X  sin  2q>'  ,     sin  ;f  =  ;f 

wird,  und  führt  /i  durch  die  Gleichung  /^^ssi/iHh  etc.  ein,  so  bekommt 
man 

z/w=  (yc^  +  {e*+^e^);fcos/?o  ji  — y^— 4"^^^^^+ j;^^««»»  VJ 
und  wenn  man  hievon  zum  logarithmischen  Ausdruck  übergeht 

log.  nat  J(o  =  log.  nat  (j  e^+  y  c^+  ^e^j  x  cos  ßn 

—  /i  cos  V  +  27  >f  s*  ^V 

Dieser,  bis  auf  Grössen  siebenter  Ordnung  vollständige,  Ausdruck  ist 
bis  auf  das  Glied  A  ^  noit  dem  Jacob  i'schen  identisch. 
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22, 

Ehe  ich  weiter  gehe  will  ich  die  bis  jetzt  abgeleiteteD  Ausdrücke 
in  der  Reihenfolge,  in  welcher  sie  gebraucht  werden,  zusammen  stellen, 
und  die  Logarithmen  der  constanten  Factoren  in  der  Annahme  des  im 
Art.  1 4  angeführten  Werthes  von  e  binzufdgen.  Es  sind  nun  zuerst  die 
folgenden  Formeln  zu  berechnen,  in  welchen  B\  a\  8  die  ursprünglich 
gegebenen  Grössen  sind. 

lg/?»  vr:^.ißB 

wo 

log  yj::^  =  9.9985458202 

ist.  Ferner  (p\  ßo.  St  aus  den  folgenden 


/  • 


(21) 


sin  /%  sin  ^  =  cos  ß  cos  d 
sin  /So  cos  9    sBs  sin  ß 
sin  /So  sin  ^  =  cos  d 
sin  /%  cos  li  =  sin  ßt  sin  d 
cos /So  =  cos/?'  sin  d 

oder,  wenn  man  will,  aus  den  folgenden 

I        I  cos«   ^      Xoßzss,         ^/'        _.  ^^^' 

ig  ^    ...    ^^    ,      4J  rO         cos  ip  sin a  sin^' 


■^"^    —    8in/f 


00s  ^9 


Ferner  ist  zu  berechnen 

log  fi  =  log  (6  sin  ^/So)  —  c  sin  ^/Sb  +  c  sin  ^/?o 


€  sin  ®/S# 


wo 


log  fr  =7.2252588—10  ;     logc  =7.f  64073— 10 
logc'  »  4.6002  —  10  ;  logc'  »  2,198—10 

und  unter  dem  Zeichen  »log«  hier  gleichwie  im  Folgenden  der  Briggr- 
scbe,  oder  gemeioe,  Logarithmus  verstanden  \rird. 


23. 

Es  werden  von  hier  an  die  zu  berechnenden  Grössen  grOsstentheils 
anders,  je  nachdeip  «  beliebig  gross,  oder  eine  kleine  Grösse  erster  Ord- 
nung ist.  In  der  Voraussetzung,  dass  b  beliebig  gross  ist,  ist  zuerst  nach 
den  Ausdrucken  der  Art.  13  oder  f  5  zu  verfahren,  in  weichen  aber 
noch  die  Coef&cienten  auf  die  zur  Anwendung  geeigneteste  Fonn  hinzu- 
führen sind. 
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Aus  dem  im  Arl.  12  gegebenen  Ausdruck  des  Coef&cieuten  k  folgt 

oder  wenn  man  fi  durch  die  (t9)  einführt, 

j  =  <  —  ^—  T'*  "^T'^ 
Aus  dem  Art.  1 3  folgt  nun 

oder 
wenn 

gesetzt  wird.  Es  folgt  hieraus 

log.natiT'  =  log.naty^^  +  l/i  — g^2 

and  durch  ahnliche  Behandlung  der  Coefßcienten  hi  und  Ci  des  ArL  1 3 
ergiebt  sich 

log.  nat  Äi  =  log.  nat  tii  —  —ii? 

log  Ci  =  log  f /i^ 

bis  auf  Grössen  der  achten  Ordnung  richtig,  wenn  man  von  dem  Coef- 
ficienten  Di  absieht,  von  welchem  im  Art.  14  gezeigt  worden  ist,  dass 
er  durchaus  nichts  Merkliches  geben  kann. 
Es  ist  fiun  zuerst 

ZU  rechnen,  und  nimmt  man  an,  dass  h  in  Toisen  gegeben  ist,  so  wird    ' 

log-^  =  8.7996015995 

Wenn  %  in  irgend  einem  anderen  Maasse  gegeben  ist,  oder  wenn  mao 

einen  anderen  Werth  von  a  anwenden  will,  so  kann  man  diesen  Werth 

des  conslanten  Logarithmus  demgemäss  leicht  abändern.    Rechnet  man 

nun  ferner 

log  K'  =  log  «^  +  /?iW  —  71^^ 
wo 

loga  =  0.0014542 

log/?=  9.03572  —  10 

Klog;^  =  9.363     2—10 
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and  setzt 

logü[=  7,3255611 
so  wird 

S  =  a  -h  oÄ'  —  gK' 

und  rechnet  man  hierauf 

log  Äi  =  log  rfi  —  djM^ 

log  Gl  ^  logr'^^ 
wo 

logr  =5.3144251   ;     log  (J  =  9.43366  — 10 

logt^  =  4.4113 
so  bekommt  man  x  entweder  durch 
(22)  x  =  Bi cos [iqf+S—x)  sin {S—x)  —d cos %[%(p'+S—x)  sin i{S—x) 

indem  man  mit  dem  Näherungswerthe 

X  ssz  B\  cos  (2qp'  +  S)  sin  S 
anfangt,  oder  durch 
(23)         X  =  fiiC0s(29)'+S)sinS  — CiC0s2(29)'+S)8in2S 

—  ^'cos  2(v)'+S)  cos  {^(f+S)  sin  S 

die  aber  nur  bis  auf  Grössen  sechster  Ordnung  richtig  ist.  Hierauf  wird 

(24) (p"  =  (p'  +  S  —  X 

Sei  ferner 

Behandelt  man  £  und  E'  wie  eben  F  und  C ,  so  entsteht 

log.nalJ?=-4-^-fA*' 

log  £'  =  log  -J-  reV 

Wenn  nun 

log  J?  =  —  eft  —  Sfi^ 

log  F  Ä  log  ^fl 
gesetzt  wird  wo 

logf  =  9.3367543  —  10  ;     log  f  =s  9.2118  — 10 
log  17  =  2.53678 

ist,  so  wird 

(25)     Jut  =  tnEiS—x)  cos/S^,- £;'cos  ßocos  {^ip'+S—x)  sin  (S—x) 
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wo  ausserdem 

logm  =  7.5241068  —  10 

ist,  und  bemerkt  werden  kann,  dass  der  Logarithmus  des  Factors 
cos(29)'+S — j?)sin(S — x)  schon  in  der  Berechnung  von  x  gebraucht 
wurde,  und  daher  hier  nicht  besonders  berechnet  zu  werden  braucht. 


24. 

Wenn  o  für  eine  kleine  Grösse  erster  Ordnung  gehalten  werden 
darf,  so  fallen  die  im  vor.  Art.  erklärten  Rechnungen  weg,  und  die  fol- 
genden treten  an  ihre  Steile.   Nachdem  o  =  gerechnet  worden 

ist,  wo  a  dieselbe  Bedeutung  hat  wie  vorher,  rechne  man 

log  %p  =  log  d  —  fiA  cos  V  —  ö^/*^  sin  ^2^)' 
und  hierauf 

log  ;f  =  log  t/;  +  hxpfi  sin  ^(p  +  k\\)^fi  cos  ^(p 

—  hxpfi^  sin  ig>  —  Ixp^fi  sin  2y' 
worauf 

(p    =z  (p    +  X 

wird.  Die  Constanten  haben  hier  die  folgenden  Werthe 

log  f  =  9.93881  —10,  log  <^  =  9.63778  —  1 0 
log  h  =  4.32335  —10,  log  fe  =  8.8328  —  20 
log/  =  3.2174    —20 

Hierauf  ist 

log  J(o  =s  log  mx  cos  ßo  —  Yff^  ^^*  V  +  T^^f^  ^'^  ^V  (26) 
wo  m  denselben  Werth  hat  wie  im  vor.  Art.,  und  bemerkt  werden  kann, 
dass  die  beiden  letzten  Glieder  bis  auf  den  Factor  y  schon  in  den  Aus- 
drücken fUr  \p  und  X  vorkommen ,  und  daher  nicht  von  Neuem  berech- 
net zu  werden  brauchen. 


25. 

Sind  nun  die  im  Vorhergehenden  beschriebenen  Rechnungen  aus- 
geführt, so  giebt  wieder  das  im  Art.  1 1  erklärte  rechtwinkliche  Dreieck, 
welches  schon  oben  gedient  hat  um  ßo,  (p\  Ji!  zu  erhalten,  durch  seine 
Anwendung  auf  den   Endpunkt  der  geodätischen   Linie   die  Bögen 
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a",  ^2",  ",  und  zwar  entweder  durch  Anwendung  der  folgenden  Glei- 
chungen 

cos  /f  sin  a     =  cos  /5o 

cos  ^  cos  a    =  sin  ß^  sin  (f 
(27)      .     .     .     {    cos  /?"  sin  SÜ  =  sin  qp* 

cos  /S^  cos  Jl"  =  cos  /?o  cos  y" 

sin  /?"  =  sin  /?o  cos  (p" 

oder,  wenn  man  will,  durch 

-  //  COtf?  ^0  4        /W»  COS  «"  I        /»     ^  Ä      .  « 

'8  «  =  inn^  •    *«  /^  =  li^  =  's  A  <^"s  9"  8'" « 

tg  J2'  =  ii^ 

'^  cos  ßo 

Nennt  man  wieder  den  Unterschied  der  geographischen  Längen  des  An- 
fangs- und  des  Endpunkts  der  geodätischen  Linie  X,  so  wird  nun  zu- 
nächst 

a  =:  J2*  —  J2'  —  ^0) 

und  die  PolhOhe  ff  kann  man  aus  /f  durch  die  mehrmals  angeführte 
endliche  Gleichung  berechnen.  Man  kann  statt  dieser  auch  ihre  be- 
kannte Reihencntwickelung  gebrauchen,  und  selbst  diese  auch  auf  den 
Unterschied  ff —  B*  anwenden.  Setzt  man  e  =  sin  t//,  so  ist  allgeniein 

ß  =  B  —  r  tg2yi;;sin2Ä  +  yrtg^YV^sin  4Ä 

—  yrtg^yV/sin  6ß  +  .  .  .  . 

und  diesem  entgegengesetzt 

B  =  /y  +  rtg^i-v^sinä/y  +  yrlg^yV^sinl/S 

+  yrtg«4-V^sin6/?+  ... 

wo  wieder  r  =  9lO(i2Qi\S  ist.  Wendet  man  die  letztere  auf  den  ge- 
nannten Unterschied  an,  so  erhält  man 

jr_ß' = /^'_/9' +  2r tg^lv; cos 0*''+/?')sin  (/-/?') 

+  rlg^|v'cos2(//+/?')sin20s'— /S'j 

+  |rtg«|v'Cos3(/f+/S')jBin3(^-/J') 
+  etc. 


worauf 


ff  =  B'  ^{ff^B) 


•  t 
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wird.  Der  oben  angenommene  Werth  von  e  giebt 

1^  =  4Hr083 
und  hieraus  folgt 

log2rtg2i-t/;  =  2.8392585  ;  logrtg^lt/;  =  2.5382285 

logrtg^i-V;  =  9.76203—10  ;     log-rtg^^-V  =  9.46100 

log^rlg^yV^  =  6.810     —10  ;     logyrtg«|v'  =  6.509 
die  man,  wenn  man  will,  beliebig  fortsetzen  kann. 

Es  lAsst  sich  noch  ein  anderer  Ausdruck  fllr  die  Hinführung  von 
ß  auf  B  geben,  der  in  vielen  Fallen  Anwendung  findet.  Die  obige  Reihe 
für  B  giebt,  wenn  man  die  Glieder,  die  von  der  Ordnung  ^  sind,  über- 
geht, 

B  —  ß  =  2^^K— sio/?cos/?  +  2'^^^!z!!^isin/ycos/y(2cos^/g— 1) 
Es  ist  aber 

und  der  vorstehende  Ausdruck  lässl  sich  daher  auch  wie  folgt  schreiben, 

B  —  ß^  (1  — y  1  —  ^2)  sin/S  cos/? +Yö^(<  —  T^1  —  ^  sin/?  cos«/? 

welcher  ebenfalls  bis  auf  Grössen  sechster  Ordnung  richtig  ist.  Hieraus 
ei^iebt  sich  aber 

log.  nat  (Ä  —  /?)  =  log.  nat  (1  —  Y\  —  e^)  sin  /?  cos  /?  +  y  «^  ^os  ^ß 

also,  wenn  man  zu  den  B r ig gi sehen,  oder  gemeinen,  Logarithmen 

Ubei^eht, 

log(ß  — /?)  =  log  (iy  sin/?  cos/?)  +  öcos2/? 
wo 

ist,  wenn  ilf  den  Modul  der  Briggischen  Logarithmen  bezeichnet. 
Richtet  man  die  Coefficienten  so  ein,  dass  der  aus  diesem  Ausdruck  her* 
vorgehende  Werth  von  B  —  ß  unmittelbar  in  Secunden  erhalten  wird, 
so  erhält  man 

logiy  =  2.8385319  ;     logö  =  7.1612  —10 

Auf  ähnliche  Art  bekommt  man  für  die  entgegengesetzte  Reduction 

log  (£  —  /?)  =  log(i7sinßcos£)  +  OBin^B 
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WO  die  Constanlen  dieselben  sind.  Diese  Reihen  gewahren  eine  kürzere 
Rechnung  wie  die  obigen,  und  geben  in  der  Regel  die  Hunderttheile  der 
Secunden  genau. 

.      '  26. 

Man  sieht  aus  dem  Vorhergehenden ,  dass  das  hier  eingeschlagene 
Verfahren  unter  anderen  Rechnungen  auf  die  Auflösung  zweier  recht- 
winklichen  sphärischen  Dreiecke  führt,  und  wenn  s  gross  ist,  so  scheint 
mir  dieses  das  Kürzeste  und  Angemessenste  zu  sein.  Das  erste  dieser 
beiden  Dreiecke  muss  jeden  Falls  ziu*  Erlangung  derWerthe  von  /?o  und 
(p  berechnet  werden,  und  da  die  Berechnung  eines  zweiten  Dreiecks 
nicht  vermieden  werden  kann,  so  ist  es  in  den  Fallen,  wo  keine  wei* 
teren  Reductionen  möglich  sind,  am  Einfachsten  das  zweite  rechtwink- 
liehe  Dreieck ,*  welches  sich  darbietet,  anzuwenden.  Wenn  nun,  wie 
oben  angenommen  wurde,  8  gross  ist,  dann  ist  in  der  That  keine  wei- 
tere Reduction  möglich,  wenn  aber  s  klein  ist,  dann  ist  der  Unterschied 
zwischen  den  beiden  rechtw^inklichen  Dreiecken  auch  klein,  und  in  dem 
schiefwinklichen  Dreieck,  welches  den  Unterschied  jener  bildet,  ist  nicht 
nur  eine  Seite  immer  eine  kleine  Grösse,  sondern  der  dieser  gegenüber 
liegende  Winkel  ist  im  Allgemeinen  auch  klein.  Hiedurch  ist  die  Mög- 
lichkeit gegeben  durch  Reihenentwickelungen  mit  aller  wünschenswer- 
then  Genauigkeit  auf  kürzere  Weise  zum  Ziele  zu  gelangen,  und  deshalb 
soll  im  Folgenden  dieses  schiefwinkliche  Dreieck  der  Betrachtung  unter- 
zogen werden. 

27. 

Man  findet  leicht,  dass  das  schiefwinkliche  Dreieck ,  welches  den 

Unterschied  der  bisher  betrachteten  beiden  rechtvvink liehen  Dreiecke 

bildet,  die 

Seiten     x^  90«  —  /?',  90«  — /S"  ,   und  die 

Winkel   «,     a\     180«  — « 

hat,  wo  wieder 

X  =  q)"  —  qp'  ,     fo  =  Ji'  —  Jl' 

ist.   Wenn  a  eine  kleine  Grösse  erster  Ordnung  ist,  so  sind  x  und  im 
Allgemeinen  auch  to  solche  Grössen.^ 

Die  auf  dieses  Dreieck  angewandten  Grundgleichungen  der  sphäri- 
schen Trigonometrie  sind 
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cos /J^  sin  a 

cos  ^  cos  a 

COS/J^siD   (0 
cos  /S"  COS  Cö 

sin  /!'' 


cos  /?'  sin  «' 
sin  ^  sin  ;( 
sin  ;K  sin  a 
cos  ;f  cos  ^ 
cos  ;f  sin  /?* 


cos  ß^  cosx  cos  a' 

sin  X  sin  /^  cos  «' 
sin  X  cos  /S'  coä  a 


(28) 


Man  ziehl  diese  Gleichungen  durch  die  Substitulionen 

cos  0  sin  fj  ^  sin  x  cos  a 

cos  Ö  cos  ^  =  cos  ;f 

cos  d  sin  ^  =  cos  x  sin  a 
cos  ö  cos  ^  =  cos  a 

sin  0        *  ^  sin  x  sin  a 


(29) 


zusammen,  und  erhlilt  dadurch 

cos  ^  sin  (0  ^ 

cos  ßf'  cos  CO    = 

cos  /?"  sin  («" — /i)  = 
cos  /?"  cos  {a —  /j)  = 
sin  ßf  = 


sin  0 

cos  0  cos  (/?' —  fj) 

sin  ösin  (/J* — tj) 

cos  (^—  1^) 

cos  ösin  (/?' — 1^) 


.      (30) 


Die  Herleitung  der  ersten,  zweiten  und  fünften  dieser  Gleichungen 
ans  den  Grundgleichungon  ist  so  einfach,  dass  sie  keiner  Erlttuterung 
bedarf,  aber  die  der  dritten  und  vierten  ist  etwas  mehr  zusammenge- 
setzt, weshalb  ich  das  Hauptsächlichste  davon  angeben  werde. 

MuUiplicirt  man  die  erste  Grundgleichung  mit  cosösin/i ,  die  zweite 
mit  cosdcos/i  und  addirt,  so  bekommt  man  in  Folge  der  (29) 

cos  6  cos  /?"  cos  {a —  fi)  =  sin  /?'  cos  a  sin  x  +  cos  ^  cos  x 

MuUiplicirt  man  femer  die  erste  Grundgleichung  mit  cos  d  cos  ^,  die 
zweite  mit  cosÖsin/i  und  subtrahirt,  so  wird  auch  in  Folge  der  (29) 

cos  ö  cos  (f  sin  {a —  /i)  =  cos  /?'  sin  x  sin  a  sin  x  cos  a 

—  sin  /?*  sin  x  sin  a  cos  x 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  ergeben  sich  leicht  durch  nochmalige 
Anwendung  der  (29)  die  obige  dritte  und  vierte  Gleichung.  Man  kann 
die  Gleichungen  (29)  und  (30)  auch  dadurch  erhallen,  dass  man  vom 
Scheitel  des  Winkels  a  einen  grössten  Kreisbogen  senkrecht  auf  die 
gegenüber  liegende  Seite  ßillt. 

Auf  diese  Gleichungen  soll  jetzt  eine  Reihenentwickelung  gegründet 
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werden,    die  um  zwei  Ordnungen  weiter  geht  wie  die  Gaussi  sehe 
und  auch  sonst  noch  von  dieser  etwas  verschieden  ist. 


28. 

Um  zu  dieser  Reihenentwickelung  zu  gelangen,  nehme  ich  zuerst 
die  Gleichungen 

sin  0  =  sinx  sin  a 
^  7  =  tg  Z  cos  «' 

vor,  die  aus  den  (29)  folgen.  Setzt  man  hier  für  sinö,  sin;^,  tgi^,  tg;^ 
die  ersten  Glieder  der  bekannten  Reihen ,  durch  welche  sie  dargestellt 
werden,  und  ausserdem 

Öq  s=  X  sin  a 

woraus  x^^dd^  +  fjo^  folgt,  so- bekommt  man  zuerst 

Mit  Anwendung  der  Gleichung  x^^Oo^  +  tjo^  folgt  hieraus  bis  auf  Grössen 
der  filnften  Ordnung 

woraus 

Ö3  =    öo^  -   löo^J^o^    ,        t]^  =  fjo^  +  yÖo^ 

sich  ergiebt.  Substituirt  man  diese,  und  eliminirt  x  wieder  durch  die 
eben  gegebene  Gleichung,  so  erhält  man  leicht 

welche  bis  auf  Grössen  siebenter  Ordnung  richtig  sind.  Die  dritte  und 
vierte  der  (29)  zeigen,  dass  /i  wenig  von  a  verschieden  ist,  setzt  man 
daher 

so  geben  diese  Gleichungen 

(31)     ....         tg(«  — r)  =  tga  cos;^ 
und  hieraus  bekommt  man  leicht 
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.         __  (4  —  C08;|f)  sin  a  cos  «' 
^      "*"     4  --  (4  —  cos;^j  sin  •« 

oder  bis  auf  Grössen  achter  Ordnung 

^  =  (t^'  —  i«"  "♦-  4^')  S'°  «  cos  a 
+  (yX^  —  ^;f*^jsiaVcosa 
+  y  ;f*  sin  W  cos  «'  —  jt^ 

Diese  Gleichung  gicbt  bis  auf  Grössen  vierter  Ordnung 

T  =  Y^^sina'cos« 

und  erhebt  man  diese  in  den  Cubus,  und  elimfnirt  damit  r*  aus  der  vor- 
stehenden,  so  ergiebt  sich  mit  d'emsolben  Grade  der  Genauigkeit, 

T  =  (±f  —  l;f4^._L^jsina'cosa' 

■*"  Vk^'^Ti  ^7  ^^"^  ^^  ^^^  a  +  y  ;^  sin  ^d  cos  d 

Die  oben  gefundenen  Ausdrücke  für  6  und  ri  geben  aber  leicht  durch 
die  Umkehrung 

;f  sin«  =  e(\^^f^J-ri^^l,^^^) 

and  hiedurch  erhält  man  mit  der  hier  erForderlichen  Genauigkeit 
;r^sinacosa'  =  ö,(l  +  |,^-|e^  +  3^./-Si;^e^-le^^ 
X*  sin  V  cos  «'  =  ö^  (ö2  —  y  Ö^  +  y  ;^2  02J 
jf^sin  Vcosa  =  öij.Ö^ 

Da  nun  die  Gleichung  '^  =  ^o*^  +  6o^ 

giebl,  so  geben  die  vorstehenden  Ausdrücke 

X^sinacosa  =  ö,  (1^2+ ö^  +  y  i^^  —  |,2e2_  |  gA 

;K«sina  cos«  =  6tj{7]^ +  2tj^0^  + 0*) 
fsin^dcosd  =  Ot]  {ti'^  0^  +  0^) 

Eliminirt  man  hiemit  x  aus  dem  Ausdruck  für  r,  so  erhalt  man 
l)is  auf  Grössen  achter  Ordnung  genau. 
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29. 


Setzt  man  y  =  /i  — a",  so  geben  die  Gleichungen  (30) 

*8^  =  cos  /-1,) 

tgy  =  sinetg(/S'— 1?) 

deren  Reihenentwickelung  auf  ähnliche  Art,  wie  die  von  0  und  ij  be- 
wirkt werden  kann.  Sei 

«0  =  eos  [ß^-n) 
yo  =  ÖtgOS'~l?) 

woraus  ö^  =  wo^  —  y^  folgt,  so  bekommt  man  zuerst 
Hieraus  folgt 

ufi  =  (Oo^  +  föo^ö^  — .0)0^  ;     y^  =  yo^  —  f^o^ö^  —  /o* 

eliminirt  man  hiemit  o)  und  /,  so  wie  mit  6^=wo^  —  yo*^  den  Bogen  d 
auf  den  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen,  so  ergiebt  sich 

y  =  y,^1_lyo2~|(üo2  +  ~yo'  +  ~yo'wo2  +  ^a)o') 

die  bis  auf  Grössen  siebenter  Ordnung  richtig  sind.   Setzt  man  in  dem 
Quotienten  der  letzten  (30)  durch  die  zweite 

so  bekommt  man 

tg(/S'— ly  — v)  =  tß{ßf  —  t])C08W 

die  der  (31)  völlig  ähnlich  ist,  und  daher  eben  so  behandelt  werden 
kann  wie  diese.  Man  bekommt  also  zuerst 

V  —  ^i.eü2_J.oj*  +  ^ö)«)sin(/J'— j;)cos(/S'— ly) 

+  (t  «'  -  Ä  «')  S'"  '0^-  V)  cos  (/S'-  fj) 
+  -5-w«sin*(/J'— iy)sin(/?'— jy) 
Die  obigen  Gleichungen  geben  aber 

tasinißf-^rj)  =  yo^  ;     (oco8(ß—tj)  =  0^ 

0  ■"o 
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und  durch  Umkehrungen  erhSiU  man  aus  den  Ausdrücken  für  co  und  y 

CO  =  cöo(i— yy'+iy*— Ä^'«') 

und  biemit 

w  sin  (/?'— jj)  =  y  ( 1  —  4  y*  + 1  «*  +  TTo  y* — Ä  y' "' ■♦- iiö '"') 

ferner 

«^sin  O?'-,)  cos  (ßf-rj)  =  0y(i  -^f+  -ia)2+  ^y*-  ^yV+  ^Ijo)^) 

«•sin  (/J' — Ti)cos{ßf — 1^)  SS  Oy.w^ 

ea* sin  ^—fj) cos  iß^'^t])  ==  öyM— ■jy*^-  yy^wM 
fo^  sin  ^—tj)  cos  {ßf—7j)  =  ey.y^cö^ 
©•sin  *(/?'— iy)  cos  (/J'—iy)  =  öy.y* 

Substituirt  man  diese  in  den  obigen  Ausdruck  für  v,  so  enlsteht 

bis  auf  Grössen  achter  Ordnung  voiiständig.    Hiemit  sind  alle  Bögen 
entwickelt. 

30. 

Statt  der  im  Vorhergehenden  entwickelten  Ausdrücke  für  die  Bö- 
gen 0^  f] ,  r,  (0,  y,  V  selbst,  ist  es  vortheilhafter  die  ihrer  Logarithmen 
anzuwenden,  die  man  aus  jenen  leicht  erhalten  kann,  und  die  sich  wie 
folgt  stellen  lassen, 

log.natd  =  log.natöo  —  -j-^ — mV — TsV^»^ 

log.  nal  fj  =  log.  nat  tjo  +  y  ^o^"*"  Tö  ^^^~  Jl  V^^  ^^^ 

log.  nat  T  =  \og.mi^e^+^ri^+jid^+j^Tj*-l^ilH^+j^^d* 

log.  nat  Cd  =  log.  nat  wo—  y  yo*+  ^  yo*+  ^-5  n^  «o^ 

log.  nal  y  =  log.naty«— -J^yo^— y  w«*+^y«*+ JJyo^too*— ^e»»* 

log.  nat  V  =  log.  nat  y  ^-*-  i  «*+  i^r*—my^ «'+  tÄö  «"^ 
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Schreibt  man  nun  die  erhaltenen  Ausdrücke  in  derfieihenfolge  hin, 
in  welcher  sie  zur  Anwendung  kommen,  geht  zu  den  Priggi  sehen  Lo- 
garithmen über,  und  richtet  aife  Ausdrücke  so  ein,  dass  die  in  denselben 
enthaltenen  Bögen  in  Secunden  ausgedrückt  werden  müssen ,  und  wie- 
der iu  Secunden  ausgedrückt  aus  denselben  hervorgehen,  so  ist  das  Er- 
gebniss  der  hier  ausgeführten  Roihenentwickelungen  in  den  folgenden, 
zu  berechnenden ,  Ausdrücken  enthalten ,  in  welchen  wieder  unter  der 
Bezeichnung  log  der  Briggische  Logarithmus  zu  verstehen  ist. 

öo  =  ;f  sin  d 
fjQ  :ss  X  cos  a 

löge  =  logöo— 2^.1^0^  — 8^V  —  ö6^V*o^ 

log^  =  logfjo  +  ^fiäii^'hii2/ieo'  —  96fifio^0o'' 

log T  =  log  (}'  (hl  +  firi^  +  i^e^  -^Ifjiti^  ~  30 (Afi^d'^  +  Tfie' 


«0  —  eos  09'-,) 
yo  =  e  tg  {^-  tj) 

log  w  =  logcoo  —  i^ye^  +  H  ifiyo^  +  96  /j!y(?(0{? 

logy  =  log;/o— 2^yo^  — 2^a}o2  — 8^W  +  l76^'woVo^+40^yo^ 

logi;  ^  logQ0y-^/i(o^+  4^'y*  —  ifiay^^'^  1  /a'co^ 

a   =  «'  — y  — T 

Ausserdem  ist  hier,  wenn  M  den  Modul  der  Briggischen  Logarithmen 
bezeichnet, 


9  = 

4                4 

~    »    •  a06S6«",8 

t*  = 

=  |P''W 

1 

fi  = 

= y^M 

gesetzt 

worden. 

Die  Zahlenwerthe  dieser  Constanten  sind : 

l0g(>' 

=  4.3843449- 

-10 

log^ 

=  7.9297528  r- 

-20 

logi/tt 

=  8.5318128- 

-20 

log/t' 

=  5.22172      - 

-30 

log  V 

=  3.82378     - 

-3U 
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k>g  Tfi  =.  6.0668  —  30 

log  %[i  =  6.1 248  —  30 

log  30/t'  =  6.6988  —  30 

log  96^'  =  7.2040  —  30 

log  H2^'  =  7.2709  —30 

log  T76^' =  7.4672  —30 

Lasst  man  in  den  vorstehenden  Ausdrücken  die  Glieder  der  höchsten 
Ordnungen  weg,  so  gehen  sie  in  die  folgenden  einfacheren  Über, 


loge  =  logöo  — «i^y 

log  ri  =  log  lyo  +  4^öo^ 

log  T  =  log  p'  öiy  -i-  fllf 

4-iue2 

log  w  =  log  Wo  —  ^[J^Y^ 

log  Y  —  log  yo^—  2^yo^  - 

—  2^«0o^ 

log  V  =  log  ()  Oy  +  iMw^ 

voa  welchen  die  für  0 ,  17 ,  co ,  ;^  bis  auf  Grössen  der  fünften,  und  die  für 
7  und  V  bis  auf  Grössen  der  sechsten  Ordnung  genau  sind. 

Wenn  irgend  eine  oder  mehrere  der  Grössen  öo,  i^oi  wo,  yo  negativ 
werden,  so  werden  diese  Ausdrücke  sowohl  wie  die  vorhergehenden, 
vollständigeren  dadurch  nicht  im  Geringsten  geändert ,  nur  werden  die 
betreffenden  Unbekannten  d,  17,  etc.  auch  negativ. 

Ich  bemerke  hiezu  noch,  dass  bei  der  Anwendung  dieses  Dreiecks, 
oder  der  obigen  daraus  folgenden  Reihenentwickelungen ,  die  Berech- 
nung der  Bögen  Ji!  und  Sl\  die  in  den  Artt.  22  und  25  verlangt  wurde, 
ttberflüssig  wird. 


32. 

In  Bezug  auf  die  oben  entwickelte  genäherte  Auflösung  des  schief- 
winklichen,  sphärischen  Dreiecks  ist  noch  Folgendes  zu  bemerken.  Wenn 
alle  im  vor.  Art.  angesetzte  Glieder  merklich  werden ,  so  erfordert  die 
genäherte  Auflösung  das  Aufschlagen  und  Niederschreiben  von  einer 
grösseren  Anzahl  von  Zahlen,  wie  die  strenge  Auflösung,  aber  die  Rech- 
nung ist  bequemer,  namentlich  in  dem  Falle,  wo  man  die  Genauigkeit 
soweit  treiben  will,  wie  die  Anwendung  von  Logarithmen  von  zehn 
Stellen  es  erlaubt,  und  auch  schon  bei  Anwendung  von  siebenstelligen 
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Logaiilliiiien  möchte  ich  sie  der  strengen  AuflösuDg  vorziehen.  Sie  giebt 
in  den  Fällen,  in  welchen  sie  überhaupt  anwendbar  ist,  bei  Anwendung 
von  gleichziffrichen  Logarithmen  die  letzte  Decimale  der  Secunde  ge* 
nauer  wie  jene,  lieber  die  Grenze  ihrer  Anwendbarkeit  lässt  sich  nur 
so  viel  sagen  dass  sie,  wenn  man  die  Hunderttheile  von  Secunden  rich- 
tig haben  will,  nicht  mehr  angewandt  werden  darf,  wenn  die  Bögen 
ö,  i^t  w,  y  die  Grösse  von  10^  wesentlich  übersteigen,  indem  alsdann 
die  höheren,  nicht  hinzugezogenen  Glieder  merklich  werden  können. 
Will  man  im  Resultat  eine  grössere  Anzahl  von  Decimalen  richtig  er- 
halten ,  so  darf  man  selbstverständlich  nicht  bis  zu  der  eben  genannten 
Grenze  gehen.  Ich  will  hier  das  folgende  Beispiel  zur  Erläuterung  ein- 
schalten. Sei 

;f  =  10»,     /S'  =  40»,     «'  =  140^ 

dann  giebt  die  durch  die  Gleichungen  (29)  und  (30)  ausgeführte,  strenge 
Auflösung 


f]  =  — 7«4i'33\47; 
^=140  25  52,72; 


m=      9«  28'  24",96 
«"  =  i  33  26  22,93 
//=    47  18    2,60 


und  die  genäherte 

log  do  ==  4.3643700 

log  1]o  = 

4.44055()Sn 

—  0.0012939 

-^ 

0.0018220 

—  0.0000008 

■+■ 

0.0000054 

—  0.0000065 

— 

0.0000065 

log  e  =  4.3630688 

logiy  = 

4.4423774n 

(Den  Bogen  6  braucht  man  d: 

icht.) 

n  — 

— 7ni'33'',47 

^-n^ 

47  41   33.47 

\og(}'et]  as  3.1 89991  In 

log  ©0  = 

4.5349843 

+  0.0006524 

— 

0.0021863 

+  0.0004528 

+ 

0.0000077 

+  0.0000007 

+ 

0.0000121 

—  0.0000020 

log  CO  = 

4.5328178 

+  0.0000003 

(1)  = 

9«  28'  24',98 

logT  =  3.1910953n 

tä  —  0«25'52', 

73 

Geodätischb  Untersuchungen.  41 

]og;^o  —  4.4039486  logQdy  =  3.1484933 

—  0.0010932  +  0.0009894 

—  0.0019987  +  0.0000016 
+  0.0000028  —  0.0000005 
+  0.0000221  +  0.0000003 

—  0.0000018  log  V  =  3.1494841 
logy  =  4  4008798  v  =  0^  23'  30^86 

y  =  6«  59'  29^80 

«"=1330  26' 22 ',93 
/f  =  47  18  2,61 

mit  dem  Ergebniss  der  strengen  Auflösung  übereinstimmend.  Hier  hatte 
ich  io  der  Berechnung  der  Bögen  r  und  v  die  Glieder  sechster  Ordnung 
weglassen  können ,  da  man  leicht  erkennt ,  dass  sie  auf  das  Resultat 
ohne  Einfluss  sind. 

Bei  gleichen  Werthen  von  x  ist  in  Bezug  auf  die  Anwendbarkeit 
der  genäherten  Auflösung,  namentlich  zur  Bestimmung  von  co,  die  Lage 
der  geodätischen  Linie  auf  der  Erdoberfläche  in  Betracht  zu  ziehen ,  da 
bei  gleichen  sonstigen  Umständen  der  Bogen  co  desto  grösser  wird ,  je 
näher  die  geodätische  Linie  einem  der  Pole  liegt.  Um  die  Wirkung  hie- 
ven anschaulich  zu  machen ,  will  ich  im  obigen  Beispiel  /J^=60^  setzen, 
während  die  beiden  anderen  Data  unverändert  gelassen  werden  sollen. 
Hierauf  behalten  rj,  0,  /i  ihre  vorigen  Werthe,  und  filr  die  anderen  Bö- 
gen giebt  die  strenge  Auflösung 

cö  =    16«  29'    2",80 

a"  =  125  12  43,31 

ßT  =    66  50     8,02 
während  die  genäherte 

03  =     16«  29'    5",05 

«"  =  125  12  43,33 

^  =    66  50     8,01 

giebt.  Die  letztere  reicht  also  hier  zur  Bestimmung  von  co  nicht  aus, 
während  sie  immer  noch  alle  übrigen  Bögen  genau  giebt. 

Die  abgekürzten  Formeln  des  vor.  Art.  gewähren  eine  sehr  ein- 
fache und  bequeme  Rechnung,  aber  es  versteht  sich  von  selbst,  dass 
ihre  Anwendung  weit  mehr  beschränkt  ist,  wie  die  der  vollständigeren. 
Man  darf  sie,   wenn  die  obige  Genauigkeit  erreicht  werden  soll,  bei 
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Bögen,  die  2®  merklich  übersteigen,  nicht  mehr  anwendea ,  und  die 
Grenze  ihrer  Anwendbarkeit  wird  noch  kleiner,  wenn  man  eine  grössere 
Genauigkeit  in  die  Resultate  legen  will. 


33. 

Es  sind  noch  mehrere  Nebenaufgaben  zu  erörtern,  die  sich  als 
specielle  Fälle  der  eben  gelösten  Hauptaufgabe  darstellen.  Zuerst  nehme 
ich  an ,  dass  bei  beliebigem  s  das  Azimuth  a  klein  sei.  Es  kann  zwar 
in  diesem  Falle  die  obige  Auflösung  der  Hauptaufgabe  für  einen  belie- 
bigen Werth  von  s  wieder  unverändert  angewandt  werden,  es  giebt  aber 
derselbe  Anlass  zu  besonderen  Reihenentwickelungen  >  die  hier  abgelei* 
tet  werden  sollen.  Statt  der  Gleichungen  (21)  des  Art.  22  kann  eine 
Reihenentwickelung  derselben  angewandt  werden.  Setzt  man 

(32)     y'  =a  90<>  —  /S'  —  tt'  ;     J2  ^  90^  ^  e  ;     /%  =  90«  —  f 

so  geben  sie 

tg(/S'+7r')  =  M 

^  ^  '  cos « 

tg  €  =  sift  /^  tg  a' 
sin  f  =  cos  /?'  sin  a 

und  diese  werden  mit  den  im  Art.  28  entwickelten  Gleichungen  iden- 
tisch, wenn  man  in  den  letzteren 

0,1^,;^,«',  T     bez.  in 

f,     e\     a\     900-/5^,     n' 

verwandelt.  Die  Ausdrücke  des  Art.  31  geben  daher  sogleich 

€f^  ssz  a  sm  p 
(^  =  a  cos/?' 
(33)    j    log^'  =logfo'+4iti£i2+H2^'^4_96^'eoV 

log  f   =  log  So  -  2  iti  ^o''  -  8  A''  -  96  f^\'^Co^ 

wo  q\  [i,  fi  dieselben  sind  wie  im  Art.  31.  Die  (32)  geben  hierauf 
q> ,  J2',  ßa,  die  aber  nicht  besonders  berechnet  zu  werden  brauchen. 
Denn  man  erhält  sogleich 

(34)     .     log/^  ==  log(6cos2Ö'— ccos^f+c  cos^f— c"cos^f 

wo  ^,  6,  c,  c\  c  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  im  Art.  22,  und  rechnet 
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« 
Bian  hierauf  durch  die  betreffen^ea  Ausdrücke  des  Art. 23,  S,  Bi,€i, 

so  wird  stall  der  (22)  \  • 

X  s=  —  Si  cos  \i{^+if')  —  (S—x)]  sio  {S—x)        .     .     (35) 
—  Gl  cos  2  |2(/J'-+w')  —  {S—x)\  sin  2(S— ar) 
oder  statt  der  (23) 

x^  —  jBiCos(2(/?'+ji')--S)sinS,^Cicos2(2(/S'+»')— S)siQ2S    (36) 

—  ^*cos2(/?'+;r'— S)cos(2^+ff')— S)sin5 

worauf  sich  wieder 

X  =  Si—  X 
aod  statt  der  (25) 

J(o  =s  mJE;fsinf-i-E'sinfcos(2(/?'+7r')— x)siox       .     (37) 

ei^ebt,  wo  m,  E,  JE'  dieselben  Werthe  babeo  wie  im  Art.  23.    Setzt 
man  nun  in  den  Gleichungen  (27)  des  Art.  25 

so  geben  sie 

^"    ^^  C08(/J'+7r'-/) 

tg/  =  sinftg(/?'-4-7r'— ;f) 
tg(/?'+7r'— ^— tt")  =  tg(|«'-i-7r'— ^)cosa 

und  vergleicht  man  diese  mit  den  im  Art.  29  entwickelten  Gleichungen, 
so  zeigt  sich,  dass  die  Identität  hergestellt  wird,  wenn  man 

0)  ,     y  ,      6  ,     ^ — fj  ,  V     bez.  in 

verwandelt.  Die  Ausdrücke  des  Art.  31  geben  daher  sogleich 

^  COS(/9'+7r'-jt) 

log  a"  =  log  «o"—  ifieo"^+  <  ^  VO-*"  96^'fo" V^  r  (3^) 

log«"  =  log^o" — 2^0'^ — 2/^0— 8/tiV'^+l76^'ao"V^+40^V'* 

log  71*  =  \0SQ  C^^+fjUt'^^-^l/ia^ — i^'a^V^+i^V'^ 

uod  hierauf  wird  schliesslich 

^'  =  ß!  +  n  —x  —  n 
X  =  €  —  e"  —  ^(o 

Man  kann  diese  Reihen  auch  anwenden,  wenn  ausser  a  auch  8  klein 
ist,  nur  wird  man  alsdann  x  und  Jva  aus  den  Ausdrücken  des  Art.  24 


(39) 
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berechnen ,  in  welche  man  auch  ^  und  /T'+tt'  statt  /%  und  (p  einführen 
kann.  Die  betreffenden  Ausdrücke  werden  hiemil 

logi/;  =  loga  —  ([ism'^iß-^n)  —  gfji?s\n'^i.{ßl-\'ii) 
log  X  =  log  y  +  A 1/;^  sin  2(/?'+  n)  —  k%fß(ji  cos  2(/S'+  n') 

+  Ai/;^2 sin  4(^4. ;j')  _ /^3^ßin  aOJ'+jr') 

log  J(o  =  Iogm;fsinf — Y/it^sin2(|(J'4-7r')-|-yAi/;^sin2(/S'+7r') 

wo  (j',  /*,  jf,  etc.  dieselben  sind  wie  im  Art.  24. 

Wenn  a  nahe  =  1 80^  ist ,  dann  sei 

1800  — a  =  ai' 
und 

£o'  =  —  «i'  sin  ßl 

So  =  +  «i'  cos  /S' 

worauf  alle  anderen  Ausdrücke  wieder  unverändert  angewandt  werden 
können. 


34. 

Betrachten  wir  ausserdem  die  beiden  speciellen  Fälle  d^  0  und 
a  =  1 80^  in  welchen  die  geodätische  Linie  einen  Theil  eines  Meridians 
bildet,  im  ersten  Falle  sich  vom  Anfangspunkt  nach  Süden,  und  im  zwei- 
ten sich  nach  Norden  erstreckt.  Die  Gleichungen  (21)  und  (27)  geben 
nun,  wenn  man  immer  /?o=  90^  setzt,  welches  statthaft  ist, 

g)'  =  900  Hh  /S'  ;      (f'  =  90«  +  // 

wo  die  oberen  Zeichen  für  den  ersten,  und  die  unteren  fUr  den  zweiten 
Fall  gellen,  gleichwie  im  Folgenden  auch  der  Fall  sein  wird.  Aus  dem 
Art.  «22  erhält  man  hierauf 

log  /i  =  log  6  —  c  +  c'  —  c 
oder 

log  (A  =  7.2238036 

und  substituirt  man  den  obigen  Ausdruck  für  (p\  und  setzt 

SO  werden  die  Ausdrücke  des  Art.  23 

X  =  ßiC0s(2/S'+(S+^'))sin(S+aj')+  Cicos2(2/S'HP(S+a?'))sin2(S+a;') 
oder 
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X  =  J»iCos(2/S'  +  S)sinS+CiCOs2(2/?'+S)siii2S 

+  ^cos2f/S'  +  S)cos(2/S'  +  S)sinS 

und  die  des  Art.  24 

log  t^  =  log  a  —  /Jtf  sin  y  •—  jf^^  gj^  2  2^ 
log  %  =  log  1/;  -♦-  At/;^  sin  2/?'  —  V,yfii  cos  2/?' 

'jhhipfj?  sin  4/?^  Hh  /i/z^  sin  2/^ 

und  hierauf  erhält  man 

^^ß'  +  x 

Der  Längenunterschied  A  ist  hier  selbstverständlich  gleich  Null. 


35. 

Es  ist  noch  der  specielle  Fall  a  =  90^  besonders  zu  betrachten, 
mit  anderen  Worten  die  Aufgabe  zu  lösen :  »wenn  von  einem  gegebenen 
■Punkt  eines  Meridians  an  eine  gegebene  geodätische  Linie  senkrecht  ge- 
■zogen  wird ,  die  geographische  Lage  des  Endpunkts  dieser  Linie,  nebst 
■dem  Azimuth  an  demselben,  zu  finden«. 

Sei  wieder  B  die  Polhöhe  des  Anfangspunkts  der  auf  dem  Meri- 
dian senkrecht  gezogenen  geodätischen  Linie  «,  und  ß^  die  reducirte 
Breite  dieses  Punkts,  dann  geben  die  Gleichungen  (21) 

,,'  =  0,      /?o  =  /S',      JH  =  0 
und  folglich  wird 

log/*  =  log (6 sin y)  —  csin2^  +  c  sin^      .     .     (40) 

Die  Gleichungen  des  Art.  23  geben,  wenn  wie  früher 

gesetzt  wird, 

x  =  yß,sin2(S— x)  — 4-^,sin4(S— x)  .     .     .     (41) 
oder 

a:  =  y  ß,  sin  2S  —  Y  C,  sin  4S  —  ?^'sin  45 

J(o  :=  mEx cos ^  —  ^E" cos ß'siaix (42) 

und  die  des  Art.  24 

log  V  =  log  o'  —  ffi 

logx  =  logV/  +  fcvV  >    .     .     .     .     (43) 

Ja  ^  \ogmxcos(i^  —  y/J"* 


(44) 
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worauf  man  dwrch  den  Art.  St6 

cos  ^  sin  a    =  cos  /J' 
cos  ^  cos  a     =  sin  ß  ^\\a  % 
cos  ^  sin  Si'  =  sin  ^ 

cos  ^  cos  J2"  =  cos  ^  cos  ;f 
sin  ^  =  sin  /?'  cos  ;if 

erhält,  welche  a",  /?",  A  geben. 

Der  Fall  a  =  270"  braucht  nicht  besonders  aufgestellt  zu  werden, 
denn  es  ist  klar,  dass  wenn  man  in  demselben  die  vorsiehenden  Aus- 
drücke unverändert  anwendet,  das  Resultat  von  dem  des  Falles  «=90® 
nur  darin  verschieden  ausfällt,  dass  a  und  X  in  entgegen  gesetzter  Rich- 
tung zu  zählen  sind. 

36. 

Es  ist  dienlich  die  im  Vorhergehenden  gelöste  Aufgabe  durch  einige 
Beispiele  zu  erläutern ,  und  es  soll  zuerst  ein  solches  gewählt  werden, 
in  welchem  die  geodätische  Linie  eine  beträchtliche  Länge  hat.  Die 
gegebenen  Stücke  sollen  die  folgenden  sein  : 

F=    5iM2' 
«'=119     9  18",20 
«  =  2361641,92  Toisen 
Wendet  man  diese  Werthe  auf  die  Ausdrücke  des  Art.  22  an,  so 
bekommt  man 

^  =  51»6'22^60  ;  logsin  ßf  «  9;89H537 

logcos/J'  =  9.7978751 
,,'=:  —  21«  27'  19",58  ;  J2'  =  —  35»  37'  5r,31 

log  sin  ßo  —  9.9223429  ;  log  /#  »  7.0689261 

log  cos  ßo  =  9.7390408  ; 

Der  Bogen  /?o  selbst  wird  nicht  gebraucht,  und  braucht  daher  nicht  auf- 
geschlagen zu  werden.  Die  Ausdrücke  des  Art.  23  gaben  hierauf 

a=  41«21'12",898 
log  IC  =  7.0705078 

S=  410  26'37M0 
log  Di  =  2.38336 
log  Ci  =  8.5492 
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und  die  Gleichungen  (22)  und  (24) 

a?  =  +  2'  39^77  ;     (p  =  19<>  56'  37",75 
worauf  sich  durch  die  (25) 

^  -.  +  4'  32',87 

ergab.  Durch  die  Gleichungen  (27)  fand  sich  nun 

a  =  62«  30'  57",30  ;       Jl"  =  33«  29'  4r,55 

log  sin  y  =  9.8954835 

logcos//  =  9.7910491 
worauf 

BT  =  51  «55'    0",00 

A  =  69     2  59.99 

gefunden  wurde.  Die  hier  zu  Grunde  gelegte  Polh/^he  ist  mit  Weglas- 
sung der  Secundent  die  von  Orsk,  und  das  Resultat  giebt  auch  mit  Weg- 
lassung cter  Secunden  die  Polhöhe  und  die  Länge  von  Yalentia.  Wie 
ich  die  hier  aife  gegeben  betrachteten  Grössen  u  und  s  erhalten  habe 
wird  weiter  unten  bei  der  Auflösung  der  entgegengesetzten^  Aufgabe 
gezeigt  werden. 


37. 

Als  zweites  Beispiel  soll  eine  kurze  geodätische  Linie  angenommen 
werden.  Gegeben  seien  : 

B'  =  20«  ;     a  =  30« ;     0  =  2« 

wo  ich  sogleich,  den  in  Bogentheilen  ausgedrückten  Werih  von  —  statt 

i  selbst  angenommen  habe,  weil  die  Berechnung  desselben  aus  s  so  ein- 
fach ist,  und  eben  so  ausgeführt  wird  wie  im  vorigen  Beispiel.  Aus  B 
bekommt  man  zuerst 

/S'  =  1 9«  56'  1 8^31 35     log  sin  ^  =  9.5327671 

log  cos /J'  =  9.9731554 

bei  welcher  Berechnung  ich  mich  der  Reihe  des  Art.  25  bedient  habe. 
Die  Gleichungen  des  Art.  22  geben  nun 

q!  =  67«  1 6'  21  ",24  ;     log  sin  /?o  =  9.9457887 

Iogcos/?o=  9.6721254 
log/i  =  7.1157020 

Der  Bogen  Ji!  wurde  hier  nicht  berechnet,  weil  es  bei  kleinen  Werthen 
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von  s  zweckmässiger  ist  die  Reibeneotwickelung  des  Dreiecks  des  Art. 
27  anzuwenden. 

Die  Gleichungen  des  Art.  24  gaben  hierauf 

iogv  =  3.8586171  ;         \ogx^  3.8586308,8 
;f  =  2«  0'  21  ",558  ;       z/w  =  +  1 1  ".3445 

Wendet  man  nun  zur  weiteren  Berechnung  die  Ausdrücke  des  Art.  31 
an,  so  findet  man 

log  do  =s  3.5576008,8  ;         log  i;«  a=  3.7961 61 4,8 
log  e  =  3.5575343,3  ;  log  i;  =  3.7962058,3 

17  =  1»  44' 14", 690 
log  T  =  1 .738328  ;  t  =s  54,743 

logoio  =  3.5798259  ;  log;'«  =  3.0744697 

logt»  s  3.5798211  ;  log  ^  »  3.0744427 

(0  5=    1«    3'20",328;  y=         19'46',978 

/f  Ä  1 8  11  53.236  ;  «  =  29»  39  1 8,279 

und  hieraus 

Aä  1«3'8",983  ;  ß"  =  18M5' 18".417 

womit  die  Aufgabe  gelöst  ist. 


38. 

Um  auch  den  speciellen  Fall  des  Art.  33  durch  ein  Beispiel  zu  er 
läutern  seien  gegeben: 

ff  =  59»  55' ;     o'  =  5«  34'  56",1 2  ;     o  =  21 » 50'  33",91 

Hiemit  wird  zuerst 

^  s:  59«  50'  O'.l  89  ;     log  sin  ^  =  9.9367990 

logcos/J'  =  9.7011501 

Die  Ausdrücke  (33)  gaben  hierauf 

e  s=  4«  49'  48  ",333  ;     f  =  2»  48'  6".  667 

ff'  =        7    5,495 

Femer  die  (34) 

log  fi  =  7.2227682 

Durch  die  bez.  Ausdrücke  des  Art.  23  wurde  hierauf  gefunden 

log  K  =  7.2244031 
woraus  sich 

S  =  21«52'45",817 
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ergab.  Durch  die  Ausdrücke  des  Art.  23  erhielt  ich  ferner 

logÄi  =       2.53720  ;     log  Ct  =  8.8568 
log  E  =  —  0.00036  ;     log  E  =  9.7596 

worauf  die  Ausdrücke  (36)  und  37) 

x=  +  17^974  ;     ^(0  =  -f.  12".856 

gaben.  Es  wird  folglich 

;f  =  21«  52' 27^,843 

wodurch  alles  gegeben  ist,  welches  für  die  Ausdrücke  (38)  erforderlich 
ist.  Diese  geben  hierauf 

a  =  3«  33'  27",42  ;     /  =  2M 1'  35^471 

n   =         3  13,113 
woraus  man 

/J^'  =  38«    1'24",728 

A  =    2  38     0,006 
Ä"  =  38     7     0,000 

eitält,  womit  die  Aufgabe  gelöst  ist.  Die  zu  Grunde  gelegte  Polhöhe  ist 
die  von  Christiania  in  Norwegen ,  und  die  Länge  und  Polhöhe  des  Re- 
sultats ist  die  von  Palermo,  in  welchen  Bögen  jedoch  die  Secunden 
weggelassen  wurden.  Es  wird  sich  weiter  unten  zeigen ,  wie  die  hier 
als  gegeben  betrachteten  Stücke  a  und  s  erlangt  worden  sind. 


39. 

Von  dem  speciellen  Falle  des  Art.  34  wird  es  wohl  nicht  nöthig 
sein  ein  Beispiel  zu  geben ,  da  er  so  einfach  ist.  Dagegen  sollen  von 
dem  im  Art.  35  erörterten  Falle  zwei  Beispiele  hier  eingeschaltet  wer- 
den.   Sei  erstens  auf  irgend  einem  Meridiane 

ff  =  —  64<>  45'  2',59 

die  Polhöhe  des  Punktes,  von  welchem  aus  in  senkrechter  Richtung  die 

geodätische  Linie 

o  =  52«  28'  49",75 

gezogen,  und  die  Lage  des  Endpunkts  dieser  bestimmt  werden  sollen. 
Da  ^  jedenfalls  gebraucht  wird ,  so  kann  man  diesen  Bogen  zuerst  be- 
rechnen. Man  findet 

/S^  =  —  64«  40'  35",84  ;     log  sin /J'  =  9.9561 242n 

log  cos /J*  =  9.63111)64 
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Man  findet  nun  ferner  durch  die  Gleichung  (40) 

log^  =  7,1363178 

und  hierauf  durch  die  bez.  Ausdrücke  des  Art.  23 

log  ff  =  7.1379202  ;         logß,  =  2.4307422 

log  C,  =  8.6839 

log£  =  —  0.0002975  ;     logF  =  9.6731 
worauf 

S  =  52«  35'  3",87 

wird.  Die  Gleichung  (41)  giebt  hierauf 

a;  =  +  2'  1 6".30  .     also     %  —  52»  32'  47".57 

und  die  (42) 

z/ft)=  +  4'30M9 

Würe  o  ein  kleiner  Bogen ,  so  wurde  naan  sich  statt  der  im  Vorherge- 
henden angezogenen  Ausdrücke  der  (43)  bedient  haben. 
Aus  den  (44)  folgt  nun 

a"  =  149M2'5",95  ;     J2"  =  71»  55' 30M8 
log  sin  /f  =  9.7401 11 2n 
log  cos /f  =  9.9218811 

und  hieraus  ohne  von  ^  Kenntniss  zu  nehmen 

ß"  =  —  33«  25'  59",98 
A  =        71    46  59,99 

womit  die  Aufgabe  gelöst  ist.  Sei  zweitens : 

Ä'  =  +  64»  26'  46",61 

der  Punkt  irgend  eines  Meridians  von  welchem  aus  senkrecht  die  geo- 

* 

datische  Linie 

a=  127«  16' 27',  86 

gezogen  werden  soll,  nach  deren  Endpunkt  gefragt  wird.  Da  die  Rech- 
nung genau  eben  so  geführt  worden  ist,  wie  im  vorigen  Beispiel,  so 
darf  ich  mich  begnügen  die  erhaltenen  Stücke  ohne  weitere  Erklärung 
der  Reihe  nach  anzuführen, 

/?  =  64»  22'  17", 56  ;     log  sin  ^  =  9.9550225 

log  cos/?"  =  9.6360198 
log/f  =  7.1341203 

log  K  =  7.1 35721 2  ;  log  Ä,  =  2.4485449 

log  C,  =  8.6795 
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log  E  =  —  0.0002960  ;  log  E'  =  9.6709 

S  =  127«31'38",34  ;  x=—        2'15",76 

;t=  127  33  54,10  ;  Jm  =  +       11     3,64 

u=    31    10  58,58;  J2"  =  108«   24     3,64 

A=10813     0,00;  ß"  =  — 33  26     0,00 

Man  siebt  sogleich  aus  den  Resultaten  dieser  beiden  Beispiele,  dass 
aach  sie  vorbereitet  sind,  denn  die  Polhöhe  der  Endpunkte  der  beiden 
angenommenen  geodätischen  Linien  ist  dieselbe,  und  die  Summe  der 
LäDgenunterschiede  der  Endpunkte  vom  ersten  Meridian  ist  1 80«.  Die 
Polhöhe  — 33«26'  ist  mit  Weglassung  der  Secunden  die  von  Santiago 
in  Chili,  und  der  Längenunterschied  108«  13'  ist,  ebenfalls  mit  Weg- 
lassung der  Secunden ,  der  zwischen  Santiago  und  Moskau.  Legt  man 
also  auf  dem  Meridian  von  Moskau,  und  zwar  auf  der  Hälfte  desselben, 
von  Pol  zu  Pol  gerechnet,  wo  Moskau  liegt,  unter  der  Polhöhe  von 
64^26' 46\61  eine  sich  nach  Westen  erstreckende,  senkrechte  geodäti* 
sehe  Linie  an,  deren  Länge  in  Theilen  des  Erdäquators  127«  16' 27^86 
beträgt,  so  liegt  der  Endpunkt  dieser  in  Santiago,  und  trifft  diesen  Punkt 
anter  dem  Azimuth  211«10'58",58  von  Süden  nach  Westen  gezählt. 
Legt  man  dagegen  auch  auf  dem  Meridian  von  Moskau,  aber  auf  der 
Hälfte  desselben,  wo  Moskau  nicht  liegt,  unter  der  Polhöhe  von 
—  64«  45' 2^,59  eine  sich  nach  Osten  erstreckende,  senkrechte  geodäti- 
sche Linie  an,  deren  Länge  in  Theilen  des  Erdäqualors  52«28'49\75 
beträgt,  so  liegt  der  Endpunkt  derselben  auch  in  Santiago,  und  trifft 
diesen  Punkt  unter  dem  Azimuth  329«12'5",95,  welches  aber  jetzt  von 
Sttden  nach  Osten  gezählt  werden  muss. 

Das  Verfahren,  wodurch  diese  beiden  Beispiele  vorbereitet  worden 
sind,  wird  sich  weiter  unten  bei  der  Auflösung  der  entgegengesetzten 
Aufgabe  ei^eben.- 


Zweiter  Abschnitt 

40. 

Es  soll  jetzt  eine  Aufgabe  gelöst  werden,  die  in  gewisser  Bezie- 
hung das  Entgegengesetzte  der  im  vorigen  Abschnitte  gelösten  bildet, 
und  in  der  practischen  Geodäsie  vielfache  Anwendung  findet.  Diese 
Aufgabe  besteht  darin :  aus  der  gegebenen  geographischen  Lage  irgend 
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zweier  Punkte  auf  dem  Erdellipsoid  die  geodätische  Linie,  die  zwischen 
diesen  Punkten  statt  findet,  nebst  deren  Azimuthen  zu  finden. 

Betrachtet  man  diese  Aufgabe  in  ihrer  ganzen  Allgemeinheit,  so 
kann  sie  strenge  genommen  nur  auf  indirecte  Weise  gelöst  werden,  und 
nur  für  den  Fall,  in  welchem  die  zu  bestimmende  geodätische  Linie 
so  klein  ist,  dass  sie  als  eine  kleine  Grösse  erster  Ordnung  betrachtet 
werden  kann,  lässt  sich  eine  directe  Auflösung  durch  Reihenentwicke- 
lungen herstellen.  Ich  gebe  in  diesem  Abschnitte  nicht  nur  eine  solche, 
auf  kleine  Werthe  von  s  beschränkte,  sondern  auch  eine  allgemeine  Auf- 
lösung ,  die  für  jeden  Werth  von  s  angewandt  werden  kann ,  und  die 
Eigenschaft  besitzt ,  dass  sie  gemeiniglich  schon  in  der  ersten  Annähe- 
rung die  gesuchten  Grössen  auf  Hunderttheile  der  Secunde  genau  giebt, 
und  daher  ein  directes  Verfahren  bildet.  Wenn  in  einzelnen  Fällen  das 
Resultat  der  ersten  Annäherung  nicht  so  genau  wird,  so  ist  jedenfalls 
der  übrig  gebliebene  Fehler  sehr  klein ,  und  kann  durch  die  einfachen 
Differentiaiformeln ,  die  ich  zugleich  angebe,  mit  aller  wUnschens wer- 
then  Genauigkeit  berichtigt  werden*). 

Das  Mittel,  wodurch  ich  diese  Auflösung  erlangt  habe,  besteht  in 
der  Einführung  der  astronomischen  Azimuthe  als  Hülfsgrössen,  statt  der 
geodätischen.  Es  ist  bekannt,  dass  die  auf  den  Dreieckspunkten ,  oder 
Stationen,  durch  Messungen  mit  dem  Theodoliten,  oder  irgend  einem 
anderen,  dazu  dienlichen,  Instrumente  erlangten  Winkel  nicht  die  Win- 
kel sind,  die  die  vom  Stationspunkt  nach  den  eingestellten  Punkten  ge- 
zogenen geodätischen  Linien  mit  einander  bilden ,  also  auch  nicht  die 
Azimuthe  der  geodätischen  Linien ,  wenn  der  eine  eingestellte  Punkt  im 
Meridian  des  Beobachtungsörtcs  liegt.  Das  Azimuth,  welches  man  durch 
die  Beobachtungen,  oder  Winkelmessuugen,  unmittelbar  bekommt,  und 
welches  ich  das  astronomische  Azimuth  nennen  will ,  ist  der  Winkel, 
den  eine  durch  die  Normale  des  Beobachtungsortes  und  den  eingestell- 
ten Punkt  gelegte  Ebene  mit  dem  Meridian  macht,  und  von  dem  Azi- 
muth der  geodätischen  Linie ,  welches  ich  zur  Unterscheidung  das  geo- 
dätische Azimuth  nennen  will,  verschieden.  Wenn  die  geodätische  Linie 
kurz  ist,  dann  ist  der  Unterschied  zwischen  dem  geodätischen  und  dem 


*)  Puissant  hat  in  seinem  Traue  de  Geodesie  diese  Aufgabe  für  sehr  kleine 
Werihe  von  s  gelöst,  seine  Auflösung  ist  aber  ganz  verschieden  von  der,  welche  hier 
gegeben  werden  wird. 
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astronomischen  Azimuth  zwar  sehr  klein,  aber  wenn  jene  Linie  lang  ist, 
dann  kann  er  beträchtlich  werden.  Man  wird  aus  den  hier  angehängten 
Beispielen  sehen,  dass  er  unter  Umständen  eine  Anzahl  von  Minuten  be- 
tragen kann.  Man  hat  zu  verschiedenen  Zeiten  den  Versuch  gemacht 
das  astronomische  Azimuth  und  den  auf  dem  Eliipsoid  in  der  oben  er- 
klärten Ebene  liegenden  elliptischen  Bogen  statt  des  geodätischen  Azi- 
muths  und  der  geodätischen  Linie  in  die  Geodäsie  einzuführen ,  früher 
hat  es  Divsöjour  gethan,  und  in  neuerer  Zeit  sind  diese  Grössen  bei 
der  englischen  Ordnance  Survey  angewandt  worden,  und  der  Staats- 
rath  Andrae  hat  darüber  Abhandlungen  geschrieben.  Aber  dieses  Ver- 
fahren kann  nicht  empfohlen  werden,  da  es  abgesehen  von  anderen 
Uebelständen  zu  einer  Duplicität  in  den  Dreiecken  und  ihren  Bestand- 
theilen  führt;  überdiess  werden  bei  gleichen  Graden  der  Genauigktfit 
die  sich  auf  die  geodätischen  Linien  und  Azimuthe  beziehenden  Formeln 
einfacher  wie  jene. 

Denkt  man  sich  ausser  dem  einen  Pole  des  Ellipsoids  irgend  zwei 
auf  demselben  liegende  Punkte  A  und  li,  sieht  man  die  Polhöhe  von 
A,  das  astronomische  Azimuth  von  B  im  Punkte  A,  und  den  ellipti- 
schen Bogen  zwischen  A  und  D  als  gegeben  an,  und  berechnet  hier- 
aus den  Winkel  in  ß,  so  ist  dieser  weder  das  astronomische  noch  das 
geodätische  Azimuth  von  Am  D,  sondern  ein  anderer  Winkel.  Sieht 
man  umgekehrt  das  astronomische  Azimuth  von  Ain  B  als  gegeben  an, 
so  bekommt  man  in  A  einen  Winkel ,  welcher  weder  das  astronomische 
noch  das  geodätische  Azimuth  von  B  \n  A  ist.  Auch  die  elliptischen 
Bögen  zwischen  A  und  B,  von  welchen  der  eine  dem  astronomischen 
Azimuth  in  A,  und  der  andere  dem  in  B  entspricht,  sind  von  einander 
verschieden.  Betrachtet  man  ein  allgemeines  Dreieck  auf  dem  Eliipsoid, 
von  welchem  keine  Ecke  in  einem  der  beiden  Pole  liegt,  so  vervielfältigt 
sich  diese  Dupplicität.  Man  wird  also  bei  der  Einführung  der  astrono- 
mischen Azimuthe  statt  der  geodätischen  in  die  Geodäsie  auf  Zweideu- 
tigkeiten gerathen,  während  durch  die  Anwendung  des  geodätischen 
Azimuths  und  der  geodätischen  Linie  diese  durchaus  nicht  stattfinden. 
Die  Anwendung  der  letzteren  ist  auch  schon  dadurch  wissenschaftlich 
geboten,  dass  sich  die  sphäroidische  Trigonometrie  an  die  sphärische  und 
die  ebene  vollständig  anschliesst,  in  welchen  die  Seiten  der  Fiyuren,  die 
man  betrachtet,  auch  kürzeste  Linien  auf  der  Kugel  und  der  Ebene  sind. 
Bei  grösseren  Dreiecken  treten  die  genannten  Uebelstände  selbstver- 
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ständlich  mehr  hervor  wie  bei  kleinen^,  aber  auch  bei  diesen  verhält 
es  sich  je  nach  der  Lage  derselben  auf  dem  Elh'psoid  anders.  Es  kommt 
faiebei  auf  den  Werth  der  Azimuthe  an,  und  wenn  bei  einer  kleinen  geo- 
dätischen, gegebenen  Linie  in  einem  gewissen  Falle  die  durch  Hülfe  der 
astronomischen  Azimuthe  geführte  Rechnung  von  der  mit  geodätischen 
geführten  im  Resultat  nur  sehr  wenig  abweicht,  so  iässt  sich  daraus 
nicht  schliessen.  dass  dieses  in  jedem  Falle  bei  Zugrundelegung  einer 
geodätischen  Linie  derselben  Länge  statt  finden  wird.  Die  astronomi- 
schen Azimuthe  fallea  nemlich  bei  0,  1 80^  und  nahe  90^  270^  mit  den 
geodätischen  zusammen ,  und  die  grössten  Unterschiede  finden  ceteris 
paribus  in  den  Octanten  statt.  Ein  Beispiel  daher  mit  kleinem  Azimuth  auf 
beide  Arten  berechnet,  muss  grössere  Uebereinstimmung  zeigen,  wie 
der  Fall  sein  würde,  wenn  das  Azimuth  einem  Octanten  nahe  gleich  wäre. 

Es  werden  in  diesem  Abschnitte,  wie  schon  oben  erwähnt  die 
astronomischen  Azimuthe,  die  man  durch  endliche  Ausdrücke  berechnen 
kann,  nur  als  Hülfsgrössen  angewandt,  und  vor  dem  Ende  der  Rechnung 
in  die  geodätischen  umgewandelt. 

Unter  den  Nebenaufgaben  die  in  diesem  Abschnitt  gelöst  werden 
nenne  ich  hier  die:  Von  einem  gegebenen  Punkt  der  Erdoberfläche  aus 
eine  geodätische  Linie  so  auf  einen  gegebenen  Meridian  zu  ziehen,  dass 
sie  diesen  rechtwinklich  schneidet.  Auch  diese  Aufgabe  wird  unbe- 
schränkt so  gelöst,  dass  in  der  Regel  die  erste  Annäherung  schon  ein 
genaues  Resultat  giebt.  Schliesslich  mache  ich  darauf  aufmerksam,  dass 
man  durch  die  Verbindung  der  hier  behandelten  Aufgabe  mit  der  des 
vorhergehenden  Abschnittes  eine  Anzahl  von  Aufgaben  der  sphäroidi- 
sehen  Trigonometrie  lösen  kann ,  und  führe  den  Fall  aus ,  wo  in  einem 
allgemeinen  sphäroidischen  Dreieck  zwei  Seiten  mit  dem  zwischen  lie- 
genden Winkel ,  nebst  der  Lage  desselben  auf  dem  Ellipsoid  gegeben 
sind. 

41. 

Wir  wollen  jetzt  als  Vorbereitung  zur  Auflösung  unserer  Aufgabe 
die  astronomischen  Azimuthe  einer  besondern  Betrachtung  unterwerfen. 


*)  Man  wird  aus  den  dieser  Abhandlung  hinzugefügten  Beispielen  sehen,  dass 
für  die  geodätische  Linie  zwischen  Orsk  und  Valentia  die  Unterschiede  zwischen  den 
geodätischen  und  den  astronomischen  Aziinuthen  auf  1  \"  steigen,  und  dass  sie  für  die 
geodätische  Linie  zwischen  Moskau  und  Santiago  sogar  auf  iO%  Minuten  gehen. 
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und  die  Relationen  ableiten,  in  welchen  sie  zu  anderen,  bekannten  oder 
unbekannten,  Grössen  stehen. 

Um  diese  Relationen  zu  erhalten  wollen  wir  zuerst  durch  die  Nor- 
male  irgend  eines  Punkts  (A)  auf  dem  Erdellipsoid  eine  Ebene  legen, 
die  zugleich  durch  irgend  einen  anderen  Punkt  {B)  derselben  Oberfläche 
geht.  Man  kann  den  Punkt  (A)  als  Beobachtungsort,  und  den  Punkt  {B) 
als  einen  in  dem,  im  Punkt  (A)  aufgestellten,  Winkelmessinstrument 
eingestellten  Dreieckspunkt  betrachten.  Bezeichnet  man  die  Polhöhe  des 
Punkts  {A)  mit  ff,  und  legt  von  den  rechlwinklichen  Coordinaten  x,  y,  z 
die  Ebene  der  Achsen  der  xz,  von  welchen  die  der  x  im  Aequator,  und 
die  der  z  wieder  in  der  Umdrehungsachse  des  Erdellipsoids  liegen  soll, 
durch  den  Meridian  von  (A),  so  sind  die  Gleichungen  der  Normale  am 

Punkt  (A)  

xsinßl  —  zY^ — e^ .  cos  ^  =  ae^  sin  ^  cos  ß! 

y  =  0 

wenn  wieder  /?  die  zur  Polhöhe  B'  gehörige  reducirte  Breite  bedeutet. 

Die  reducirte  Breite  des  Punkts  [B)  sei  ß!\  und  A  dessen  Längen- 
unterschied  vom  Punkt  (A),  dann  sind  die  Coordinaten  von  [B) 

X  =  acos/?"cosA  ;     y  =  acos/?"sinA  ;     z  =  aV^i — e^.sin/J" 

Stellt  man  nun  die  Gleichung  der  Ebene,  die  sowohl  den  eben  aufge- 
stellten Gleichungen  der  Normale,  wie  den  letztgenannten  Coordinaten 
gnügt,  unter  der  Form 

Aa;  -f-  jBj/  +  Cz  =  jD  • 

auf,  und  berücksichtigt  zuerst  die  Gleichungen  der  Normale,  so  wird 

A  =  £  sin  z?' 

C  =  £/r-^.cos/S' 
D  =  Eae^  sin  /S'  cos  /?' 

wo  E  ein  willkührlicher  Factor  ist.  Substituirt  man  hierauf  sowohl  diese 
Werthe  wie  die  Ausdrücke  der  Coordinaten  des  Punkts  (ß),  so  ergiebt 
sich  die  Gleichung 

B  cos  ßf'  sin  X 

=  E\{i  —  e'^)cosß^s\nßf'  —  sin  ^^  cos/?"  cos  Ä  +  c^sin/S'cos/?'! 

und  bestimnit  man  jetzt  £  so,  dass  die  CoefGcienlen  A,  B,  C^  D  von 
Nennern  befreit  werden,  durch  welche  Bedingung  man  ^  =  cos/?"sinA 
eitält,  80  werden 
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A  SS  sin/S^cos/S^siDA 

Ä  =  (1  —  c^  cos /J' sin /?"  —  sin/?'cos/S''cosA -4*c^sin/S'cos/S' 

C  =  —  Vi  —  e^ .  cos z?' cos /S'' sin A 
D  =  ae^sin/S'cos/?'cos/J"sinA 

die,  wenn  sie  in  die  Gleichung  der  Ebene 

Ax  +  By  +  Cz  =  D 
substituirt  werden,  diese  völlig  bestimmen. 


42. 

Die  beiden  Ebenen  der  Meridiane  von  {A)  und  [B)  nebst  der  drit- 
ten, eben  bestimmten  Ebene  bilden  einen  körperlichen  Winkel,  und  legt 
man  darüber  eine  Kugeloberfläche  von  beliebigem  Halbmesser,  die  ihren 
Mittelpunkt  im  Scheitel  des  körperlichen  Winkels  hat,  so  bekommt  man 
ein  sphärisches  Dreieck,  in  welchem  der  Winkel  zwischen  den  beiden 
Kreisbögen,  oder  Dreieckseiten ,  die  die  beiden  Meridiane  darstellen,  A, 
der  Winkel  zwischen  dem  Meridian  von  (A)  und  der  dritten  Ebene,  oder 
den  Dreieckseiten,  die  diese  darstellen,  180® — oo',  wenn  «o'  das  astro- 
nomische Azimuth  des  Punkts  (B)  von  (A)  aus  bedeutet,  und  die  zwi- 
schen diesen  beiden  Winkeln  liegende  Seite  90® — ff  sind.  Der  dritte 
Winkel  dieses  Dreiecks  soll  mit  /  und  die  beiden  anderen  Seiten  sollen 
mit  xo  und  90® — F  bezeichnet  werden,  dergestalt,  dass  den  Winkeln 

A  ,     1 80® — oo'  »     y    bez.  die  Seiten 
Xo,     90®-r,     90®-F 

gegenüber  liegen.  Die  sphärische  Trigonometrie  giebt  daher 

sin  xo  sin  ad  =  cos  F  sin  X 

sin  Xo  cosoo'  =  —  cos  ff  sin  7^+  sin  ff  cos  Fcos  k 
(45)      <     sin  Xo  sin  y   =  cos  ff  sin  A 

sin  Xo  cos  y   =  sin  ff  cos  F —  cos  ff  sin  Fcos  A 
cos;fo  =  sin  B'  sin  F+  cos  ff  cos -T cos  A 

Tür  welche  noch  der  Ausdruck  fUr  F  zu  ermitteln  ist.  In  Bezug  darauf 
ist  zu  bemerken,  dass  die  Seite  90®—-/'  in  der  Ebene  des  Meridians 
von  (B)  liegt,  und  dem  Winkel  gleich  ist,  den  die  Durchschnittslinie 
zwischen  der  Ebene  dieses  Meridians  und  der  dritten,  im  vor.  Art.  be- 
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slimmleD ,  Ebene  mit  der  Achse  der  z  macht.  Man  findet  leicht »  dass 
die  Gleichung  der  Ebene  dieses  Meridians 

o;  sin  A  —  y  cos  Ä  =  0 

ist,  und  diese  nebst  der  Gleichung 

^  +  ßy  +  C«  =   D 

sind  also  die  Gleichungen  der  eben  genannten  Durchschnittsiinie»  die 
man  leicht  auf  die  folgende  Form  bringen  kann, 

a;(Acosil  +  £sinA)  -f-zCcosA  s  DcosA 
2^(AcosA-f-£sinil)  +  zCsinA  ssDsinJl 

Die  analytische  Geometrie  zeigt  aber,  dass  wenn 

oo;  +  62;  =  fc 
ay  -f-  cz  =  / 

die  Gleichungen  irgend  einer  Graden  sind ,  die  mit  der  Achse  der  z  den 
Winkel  0  macht,  man 

cos  Ö  =  +    ,     \ 

hat.  Die  Substitution  der  vorstehenden  Gleichungen  giebt  daher 

•     p ^  cos  iL  ■♦-  BsinJl 

l/(i4co8X  +  B8inA)*+  C* 

oder  durch  Hülfe  der  Ausdrücke  von  A,  B,  C,  des  vor.  Art. 

smr=  l(l/T^^sin/S"+^.sin/r)    .     .     (46) 
wenn  zur  Abkürzung 

p-'  =!  cos ^f  +  (/T^^ .  sin/f  +  :j^=s«n (ij     .     (47) 
gesetzt  wird.  Es  folgt  hieraus 

cos  r  =s -i  cos /S'' (48) 

Aus  den  Gleichungen  (45)  verbunden  mit  der  (49)  lässt  sich  nun  oo',  y,  Xo 
berechnen,  wenn  ßf,  /S^,  A  gegeben  sind.  Das  im  Art.  27  betrachtete 
Dreieck  giebt  ausserdem 

sin  X  sin  a   =  cos  ßf'  sin  w 

sin;(COSa'  =  — cos/?'sin/S"-f-sin/S'cos/y"cos(o 

sin  X  sin  a    =  cos  /?'  sin  w  l  (50) 

sin  X  cos  a   =  sin  ßf  cos  ßf  —  cos  /J'  sin  /?*  cos  (o 

cos  X  =  sin  /J'  sin  /S^  +  cos ß^  cos/?"  cos  w 
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die  den  (45)  vollkommen  ahnlich  sind.  Verbindet  man  nun  die  (50)  mit 
den  vorhergehenden  Gleichungen,  so  kann  man  die  Unterschiede  a  — oo', 
üt — y,  % — ;fo  ermitteln. 

Ich  bemerke  hiezu,  dass  die  Gleichungen  (45)  in  Verbindung  mit 
den  (46).  (47),  (48)  zu  erkennen  geben,  dass  der  Winkel  y  nicht  das 
astronomische  Azimuth  des  Punkts  (A)  vom  Punkt  (jß)  aus  ist.  Denn  hiefür 
müssten  die  Gleichungen  (45)  ftir  «o'  in  die  für  y  übergehen,  wenn  man 
darin  ^  und  ^'  mit  einander  vertauscht,  und  dass  dieses  nicht  der  Fall 
ist,  lehrt  der  Augenschein.  Ebensot  bekommt  die  Seite  %^  verschiedene 
Worthe,  je  nachdem  man  sie  aus  den  unveränderten  (45),  oder  aus  den- 
selben nach  der  Vertauschung  von  ß  und  ^'  mit  einander  berechnet. 
Uas  hier  betrachtete  Dreieck,  von  welchem  zwei  Seiten  Meridianbögen 
sind ,  bekommt  also  verschiedene  Seiten  und  Winkel,  je  nachdem  man 
von  dem  astronomischen  Azimuth  am  einen  oder  anderen  Eckpunkt  aus- 
geht; nur  der  Winkel  A  bleibt  in  diesen  beiden  Fällen  derselbe.  Wenn 
nun  in  einem  auf  dem  Erdellipsoid  betrachteten  Dreieck  keine  Seite 
mit  einem  Meridian  zusammen  fällt,  so  müssen  in  diesem  alle  Seiten  und 
Winkel  verschieden  ausfallen,  je  nachdem  man  das  eine  oder  das  andere 
astronomische  Azimuth  an  dessen  Eckpunkten  zu  Grunde  legt. 


43. 

Durch  Hülfe  der  eben  entwickelten  Gleichungen  kann  man  die  Unter- 
schiede «0— •«>  Y — «"»  Ä — X  in  unendliche  Reihen  entwickeln,  die  nach 
den  graden  und  positiven  Potenzen  von  e  fortschreiten.  Sei  zu  dem  Ende 

dann  wird  zuerst 

sin  ß*  srs  sin  /?*  -f-  c  cos/?'  —  y c^ sin /J'  +  .  .  . 

cosF  =  COS/?*  —  csin  ^  — yc^cos/?'  -f-  .  .  . 

sin  T'  =  sin  /S^  +  /"cos  /?"  —  ^p  sin  /S^  -f-  .  .  . 

cos r  =  COS/?"  —  /"sin  /?"  —  -jPcos^  +  .  ,  . 

sin  Jl  =  sin  (0  —  Jto  cos  w  —  y  ^/w^  sin  w  H 


... 


cos  X  =  cos  0)  +  ^cö  sin  w  —  y^w^cos  w  -f-  .  .  . 
Substituirt  man  diese  Ausdrücke  in  die  beiden  ersten  (45),  und  bleibt 
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bei  den  ersten  Potenzen  von  c,  /*,  ^(o  stehen,  welches  für  unsern  Zweck 
ausreicht,  so  bekommt  man  mit  Zuziehung  der  (50) 

sin;ifosinao'  =  sin;;  sin«  —  /*sin/f  sinco  —  ^/(ocos/?"cosö) 
sin  jifo  cos  oo'  =  sin ;( cos  a'+c  cos  X  —  /'(cos/?cos/S^  +  sin/J'sin/S"cosw) 

+  ^(0  sin  /?'  cos  ß^sin  w 

und  multiplicirt  man  die  erste  dieser  mit  cosa,  die  zweite  mit  — sina, 
und  addirt,  so  ergiebt  sich  leicht,  wenn  man  erwägt,  dass  das  Dreieck 
des  Art.  27  auch 

sin  a  sin  /?"  =  —  cos  a  sin  w  +  sin  a  cos  w  sin  /S' 
cos  a  =s        cos  a  cos  m  +  sin  a  sin  w  sin  ßf 

giebt,  und  dass  man  jetzt  sin;^  statt  sin;fo,  und  oo' — a  statt  sin(ao' — a) 
setzen  darf, 


f           t                ^    '^    icosy   .     /.sin«"         ^    cos/?" cos«" 
oo  —  a  =  —  c  sm  a  -^-^  +  /  -: ^w  — —. 

Die  Anwendung  desselben  Verfahrens  auf  die  dritte  und  vierte  der  (45), 
oder  die  blose  Verlauschung  von  c  mit  f,  ßf  und  a  mit  /S"  und  a\  «o' 
und  a  mit  1 80^ — y  und  1 80^ — a  in  der  vorstehenden  Gleichung  giebt 
ausserdem 

n  sin «'        /.   .       « cos  y  ^    cos  Ä*  cos  a 

Substituirt  man  ferner  die  obigen  Ausdrücke  in  die  letzte  (45),  so 
ergiebt  sich  durch  Hülfe  der  (50) 

cosjfo  =  cos;;  —  c  sin  ^  cos«  +  /'sin;fCOSa'  +  ^o}sin;fCOS/J'8ina' 

oder  da  man  hier  cos;(o — cosx  =  (x — ;f«)sin;f  setzen  darf, 

X  —  ;f 0  =  —  c  cos  a  +  fcos  a"  +  ^co  cos  ßi  sin  a 

wo  nur  noch  die  Ausdrücke  für  c,  /",  /^w  zu  substituiren  sind. 

44. 

Wenn  man  die  mit  e^  multiplicirten  Glieder  mit  aufnimmt,  so  be- 
kommt man  leicht  aus  der  Reihe  fUr  B  des  Art.  25,  und  der  Gleichung 
B  =  ßf  +  c, 

c  =  Y^8J^^/J^cos/?'  + Ye^(sin/(?'cos/?'-f-  2  sin /J' cos  ^/S' ) 
Um  den  Ausdruck  für  f  zu  erhalten  giebt  die  (49) 
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und  setzt  man 

\  2       J  Sin  ß 

SO  bekommt  man  hieraus  auf  ähnliche  Weise  wie  im  Arl.  28 


fa  /  ..   »SJP/^    C08/9 


t  sin  V 


(51) 

und  nach  der  Eotwickelung 

/*=  tsin/S"cos/?" — t^sinycos/J" 
oder  Dach  der  SubstitutioQ  des  Werthes  von  i, 

/*=  e^  ^sin /?  —  Y  s*° /^)  c^s /?" 

+  e*  |sin/S'sin/J"(sin/f — sin/J')  + ysin/S' —  jSin/J" — y  sinyjcos/S" 

Endlich  geben  die  Gleichungen  (1 S)  und  (20)  nach  der  Substitution  der 
Werthe  der  in  der  letzteren  eingeführten  Httlfsgrössen, 

^w=  Y  e^;f  cos/S'sina 

+  ;j^  c^  j;f  cos  /J'sin  a  +  ;f  cos  ^/S'sin  V 

— (sin^ — cos^/S'cosV)cos/?sin  a'sin;^  cos;f +2sin/S'cosysina'cos  a'sin^} 

Substituirt  man  diese  Ausdrücke  von  c,  /*,  z/co  in  die  des  vor.  Art.,  und 
nimmt  dabei  nur  auf  die  mit  e^  multiplicirten  Glieder  Rücksicht,  so  er- 
giebt  sich  nach  einer  leichten  Reduction 

oo'  =  et  +  Y«^cos/?'sina  |cos/^cosaYl  —  t^)+sin/?'(2tg y;^— z)| 


(52) 


y  :=  a  —  Y^^^s/^^'^"  l^^^/^^öS"  (iiH cos;f  j+  2sin/J' 


i 


Xo^=^X  —  Y^^  l^^'^'^^^  ^  "•"  cos^/^sin  V  {x  —  sin  ;f  cos;f) 

+  4sin/?cos/?*cosa"sin^YZ 

Diese  Ausdrücke  gellen  fUr  jeden  beliebigen  Werth  von  jf,  sieht  man 
aber  x  ^1^  ^ine  kleine  Grösse  erster  Ordnung  an,  und  entwickelt  bis  auf 
Grössen  sechster  Ordnung,  so  vereinfachen  sie  sich  und  gehen  über  in 

(ao  =  a  +  Y e^;f^cos^/?'sina  cos«  +  ^ c^jf^sin/J'cos/J'sin a 
^     ^1  y  ssza — Y^^Z^^^s^/^'s^^^'c^Sa — Y^^^s^^/^^^Si*'^*^"' 

Xo  =  X  —  -j^^X  —  Y  ^^^^  ^^^  ß'^^^  1^^^^  """•"  T  ^^^  (^  —  ^^^  ^^^'^  ^"') 
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45. 

Die  beiden  für  a^  uad  y  eben  erhaltenen  Ausdrücke  sind  für  unse- 
ren Zweck  hinreichend  genau,  aber  mit  dem  für  xq  verhalt  es  sich  nicht 
so,  da  in  demselben  das  mit  e!^x  mulliphcirte  Glied  ftlnfter  Ordnung  noch 
fehlt.  Dieses  soll  jetzt  entwickelt  werden. 

Setzt  man  die  vollständigen  Ausdrücke  des  Art.  43  für  sinß',  qosB, 
etc.  in  die  letzte  Gleichung  (45),  so  ergiebt  sich 

ix — Xo)sin  Yfjf-f-;fo)  =  — csin;ifCOSa +/'sin;fCOSa"+z/wsiu;(COS/J'sina 

—  Y (^^+P) ^ös X'^^f  \ si" ^' sin a^+cos «cos u  cos x\ 

—  c^(i>sin;^sin/?'sina  — /l^cösin;fsin/S"sina" 

—  y  JoP"  {cos;f  —  sin/J'sin/?" } 

indem  das  Dreieck  des  Art.  27  auch 

cos  /S'cos  ßl'  -f-  sin  ß^  sin  /S"  cos  co  = 
sin  a  sin  a  +  cos  a  cos  u  cos ;; 

giebt.     Es  ist  ferner   y  Of +Zo)  =  ;r  —  y  Of— ;fo) ,  und  daher 

=  -^ -s-c  -T-^C0Sa+-3-/  -^— r-COSa  +-r^z/a)-^— r^COS/JSm« 

Multiplicirt  man  daher  die  vorstehende  Gleichung  Seite  für  Seite  mit 
dieser,  so  bekommt  man 

j— jfo  =  —  c  COS  a  +  fcos  a+^(o  cos  ß'sin  a 

—  -T-c^  ^-^sm^a  +  ^^sma  sm  a  —  -7--  cos/j  cos«  sma  \{f%k\ 

— —  P-r-^sm^a  -h '-r— COS/?  COS«  sma  —  r^ — cos/y  cos«  cos/j  cosa 

2  '    sin;^  sinjjf       *  8sin;|f        «^  «^ 

Mit  Uebergehung  der  höheren  Potenzen  von  x  erhält  man  aus  der  letz- 
ten Gleichung  (28) 

sin/?"  =  sin/?'  —  ;f  cos /?' cos a — yx^sin/?* 

eliminirt  man  biemit  sin/?"  und  sin^/?"  aus  dem  Ausdruck  ftlr  /*des  vor. 
Art.,  und  bleibt  in  den  mit  ^  multiplicirten  Gliedern  bei  der  ersten  Po- 
tenz von  X  stehen,  so  erhält  man 


s»nj(;ir+;ir.) 
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+  ye*{3sin/?' — 2siny+xcos/?'cosa  — äxsin^^cos/^'cosa  }cos/?" 

Der  Ausdruck  für  ^to  giebt,  wenn  x^  übergangen  wird, 

^(0  =  Yß^xcos/?'sina'  +  — e^^cos^/J'sina 
Der  Ausdruck  von  c  bleibt  unverändert 

c  ssz  Ye2gJQ^cos/?'  +  ye*(sin/?'cos/J'  +  2sin/J'cos^/J') 
Aus  diesen  Ausdrücken  ergiebt  sich 


c2  = 


cf= 


ß*sin  y  cos  2/S^ 

e*  jsin^/S'cos/J'+xsin/S'cos^/J'cosa  • 

e^^sin/J'cos^/J'sina 


YX^sin2/J'cos/?'jcos/f 


P'  =  -j-e*jsin^/?'+  2xsin/S'cos/S'cosa'+  x^sin2/?'+  ;^2cosycos  Vj  cos^/S^ 
/*^G>  s=--e*|;fSin/?'cos/?'sina +x^cos^/S'sina  cosa  j  cos/?" 

Substituirt  man  diese  Ausdrücke  in  den  obigen  Ausdruck  ßir  % — %i^, 
und  nimmt  dabei  nur  auf  die  mit  e^  muUiplicirten  Glieder  Rücksicht,  so 
erhält  man 


f«* 


•  (sin  /J'cos  /S^  +  2  sin  /J'cos  '^^ )  cos  a 

(3 sin/?' —  2sin^/?'+xcos/?'cosa' —  2xsin^/?'cos/?'cosa  )cos/?"cosa 
jfCOS^/S'sinV 


'-vf 


4 


sin  y  COS  ^/?' sin  V 


2 (sinycos/S'sina  +  xsin/?'cos^/?'sina'cosa' 


Y  Z^  sin  '^^  cos  /?'  sin  ce' )  cos  /?"  sin  a 


—  2  sin  /?'  cos  ^/?'  sin  V  cos  /?"  cos  «" 


-T^ 


(fein2/?'+ 2xsin/?'cos/!'cosa'+x^siny 


+  ;f^  cos  ^/S'  cos  2«')  cos  2/J"  sin  V 
+  2(sin  /?'  cos  ^(l  sin  a  cos  a-^x ^os  -^/J'sin  a  cos  V)  cos  /S^  sin  a" 
—  %  cos  ^/J'  sin  V  cos  «'  cos  /?"  cos  a  j 
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Eliminirt  man  hierauf  ^  iiDd  a  durch  die  Gleichongen 

cos  /f  sin  a   =  cos  ^  sin  d 

cos  /?"cos  a  s=  cos  §1  cos  «'  +  z  sin  ^ 

so  zieht  er  sich  in  yß^x  zusammen.    Es  wird  daher  bis  auf  Grössen 
sechster  Ordnung  vollsUindig 

X^  —  %—  ye2(l  +  -J-e^)z  —  4'^Vsin/J' cos/S'' cosa" 

+  y  e^t{\  —  cos^  sin  V) 

Man  kann  hieraus  leicht  den  Ausdruck  von  %  durch  ^o  erhallen,  zu  wel- 
chem Ende  blos  x  =  Xo  + y^^Zo  zu  substituiren  ist.  Hiemit  wird 

Z  =  Xo  +  Ye2(i  +  ye2);^o  +  T^Xo^sin/S'cos/?"cosa'  (55) 

—  T  ^^Zo^  (^  —  cos  ^z?'  sin  2«') 
die  uns  weiter  unten  nützlich  sein  wird. 


46. 

Um  das  gegenwärtige  Thema  vollständig  auszuführen  ist  noch  er- 
forderlich, dass  der  Ausdruck  des  in  der  Ebene  von  x^  liegenden  Bogens 
auf  dem  Ellipsoid  ermittelt  werde,  der  die  Endpunkte  (A)  und  (A)  hat, 
die  mit  den  Endpunkten  der  im  Vorhergehenden  betrachteten  geodä- 
tischen Linie  identificirt  werden  sollen ;  dieses  soll  jetzt  vorgenommen 
werden. 

Nehmen  wir  die  im  Art.  41  eingeführte  Ebene  vor,  deren  Gleichung 

Ax-^By-^Cz  —  h 
ist.  Die  Elimination  von  B  und  F  durch  die  Gleichungen 


sin  F  =  ^=4£==  ;     cosfi'  =  ^^!£,^ 

nebst  den  (46)  und  (48)  verwandelt  die  beiden  ersten  (45)  in 
p  sin  1^  sin  a^  =  cos  ^'  sin  A 

»  sm  yb  cos  «0  =  — ^ ■ — - — - — -r~    . — r^ 

hiemit  gehen  die  Ausdrücke  von  k,B ,  etc.  des  Art.  41  in  die  folgen- 
den über, 
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A  =       />  sin  Xo  sin  «o'  sin  /?' 
Ä  =  —  p  sin  Xo  cos  «o'  V^i  — e^  cos  ^ 
C  =  —  p  sin  ;fo  sin  ccq'  Y\  — ^  .  cos  /?' 
D  =       p  sin  Xo  sin  Oo' .  öc^  sin  /?'  cos  ß^ 
und  die  Gleichung  der  Ebene  wird 


a: sin /?" sin  «o'  —  ff  Y^ — e^cos^  .  cosoo'  —  2  )/i — c^.  cos/S'sinoo' 

=  oe^  sin  /?'  cos  /?'  sin  uq 

Dreht  man  hierauf  die  Achsen  der  x  und  y  um  den  Winkel  ^  in  ent- 
gegengesetzter Richtung  der  wachsenden  Längen,  und  nennt  die  neuen 
Coordinaten  ci  und  y\  so  wird 

X  ^       X  cos  A  +  y  sin  A 
y  =  —  X  sin  -^  +  y  cos  A 
und  setzt  man  zugleich 


f  9    sin  /9' 


und  subslituirt  diese  Ausdrücke  in  die  Gleichung  der  Ebeoe ,  so  geht 
diese  über  in 

X  (cos  A  sin  ß  sin  «o'  +  sin  AY^  —  ß^  cos  ^/S'  .  cos  ao' ) 

+  y'  (sin  ^  sin  /S'sin  a^  —  cos^  V  \  —  e^cos^  .  cos oo') 

—  %y  \  —  e^  .  co8/f  sin  oo'  =  0 

woraus  hervorgeht,  dass  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  jetzt  in  un- 
serer Ebene  liegt,  während  er  immer  noch  in  der  Umdrehungsachse  des 
Ellipsoids  liegen  bleibt.  Er  liegt  jetzt  im  Scheitel  des  oben  erklärten 
körperlichen  Winkels.  Setzt  man  hierauf  in  dieser  Gleichung  den  Coef- 
Picienten  von  y\  nemlich 

sin^sin/S'sinoo'  —  cos-^  V  i  —  e^cos^  .  cos«©'  =  0 

so  wird  bewirkt,  dass  unsere  Ebene  senkrecht  auf  der  Ebene  der  xz 
steht.  Es  folgt  hieraus 

/fn\  A       j  V^4  —  «■  COS  V        .  / 

(56)     ....       \%A  =  ^    ^,„^>    ^cofgoo 

und  die  Gleichung  der  Ebene  wird 

(57) i  =.x\%U 

wenn  aussordem 

(58) tgü  = ^=i 
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gesetzt  wird.  Die  Ebene  der  x  z  ist  nun  die  Meridianebene  des  Ellip- 
soids,  welche  von  unserer  eingelegten  Ebene  rechlwinklich  geschnitten 
wird,  und  die  Lage  dieser  Meridianebene  wird  durch  die  Bögen  A  und 
V  bestimnat.  Es  ergiebt  sich  leicht  dass  ihr  LSngenunterschied  von  der 
Meridianebene  des  Punkts  [K]  rückwärts  gezählt  A  ist,  und  dass  ihre 
Durchschnittslinie  mit  derselben  Ebene  mit  der  Ebene  des  Aequators 
den  Winkel  V  bildet. 


47. 
Die  Einfuhrung  der  Coordinaten  x^  y\  %  in  die  Gleichung 

des  Ellipsoids  giebt 


(x'2  +  y'2)(1  — c2)  +  /2_2z'ae2--^^  +  aV^  =  0 


U  p  _  Ol  »*"     ^ 

— 1- —  iJ.  nAi^  — 

Fuhrt  man  hierauf  die  Substitution 

a?'  =  f  cos  £/  —  f  sin  V 

2  =  f  sin  t/  +  f  cos  U 

in  die  Gleichung  (57)  der  Ebene  ein,  so  erhält  man  f=0,  wofaus  her- 
vorgeht, dass  die  Coordinaten  f  und  ij  in  dieser  Ebene  liegen.  Setzt 
man  daher 

a?'  =  f  cos  t/  ;     y'  =  1/  ;     /  =  f  sin  t/ 

in  die  Gleichung  des  Ellipsoids,  so  wird 

-  ö' — n^? —  =  0 

die  Gleichung  der  Ellipse,  unter  welcher  unsere  eingelegte  Ebene  das 
Ellipsoid  schneidet.  Man  kann  auf  bekannte  Weise  diese  Ellipse  auf  ihre 
Achsen  hinführen ,  aber  da  dieses  für  den  hier  zu  verfolgenden  Zweck 
überflüssig  ist,  so  unterlasse  ich  es,  und  führe  blos  an,  dass  die  grosse 
Achse  dieser  Ellipse  immer  in  der  Richtung  der  ri ,  die  kleme  Achse 
hiogegen  in  der  Richtung  der  l  liegt.  Ihre  Excentricität  ist  ferner  immer 
kleiner,  oder  wenigstens  nie  grösser,  wie  die  des  Ellipsoids. 
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48. 

Es  soll  nun  der  Bogen  der  eben  erhaltenen  Ellipse  bestimmt  wer- 
den ,  welcher  sich  auf  dem  Ellipsoid  von  dem  Punkt  {A)  bis  zum  Punkt 
(B)  erstreckt,  und  zu  dem  Ende  führe  ich  die  Polarcoordinaten  r  und  6 
durch  die  folgenden  Gleichungen  ein, 

f  =  r  cos  0 
t]  =z  r  sin  6 

Setzt  man  zur  Abkürzung  ausserdem 

A  =  1  —  e^  cos  ^U 
B  =  \  —  e^ 

Co  sin  ß'  sin  U 
=  ae^ —       ■ 

SO  bekommt  man  für  die  Gleichung  der  Ellipse 

r^{B  +  {A  —  B)cos^e)  —  ^rCcos  e  —  D  =  0 

Da  nun  die  Differentialrechnung  für  jede  ebene,  stetige  Linie,  wenn  S 
irgend  einen  unbestimmten  Bogen  derselben  bezeichnet, 

und  die  Gleichung  unserer  Ellipse 

dr  __       jrA  cosg  —  C)  —  rgcog  $  .     ^ 

de  ~  Mcosö- C)cosö  +  rÄsin*ö^ 

giebt,  so  bekommt  irgend  ein  unbestimmter  Bogen  der  letzteren  den 
Ausdruck  

J  [rA cos  ö  -  C)  cos  ö  +  ri  siri  *$ 

Die  Gleichung  der  Ellipse  giebt 

^  *^  B -¥- {A  ~  B)  cos^e 

wenn 

K=  yBD+\{A'-^B)D'^C'\cos^ 

gesetzt  wird.  Man  findet  hferaus 

rAcoBd-C  =  ^§^^=^i^ 

^D»:^/)  BK  sin  e -^  BC  sin  e  cos  e 

rB  sin  e  =  — ä^.(^_B)cos'o 

K=  [rAcose  — C)  cos  6  + rB  sin ''O 


■)' 
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hiemit,  und  da  identisch 

A^cos^e  +  B^sm^e  ~  {Ä  +  (i4— Ä)cos2öp+(A— J?)26in^cos2fl 

ist,  lässt  sich  der  obige  Ausdruck  für  S  leicht  auf  die  folgende  Form 
bringen, 


S^/rdejA 


(ArU-B)cosö--ßC)*gin»ö 


A"(B+(i4-ß)cos«aj* 

welche  zur  Anwendung  geeigneter  ist  wie  jene.  Um  die  Integration 
auszuRibren  muss  das  Differential ,  wie  man  es  auch  umforn^en  möchte, 
in  eine  unendliche  Reihe  aufgelöst  werden,  da  die  Rectißcation  der 
Ellipse  zu  den  unauflösbaren  Aufgaben  gehört.  In  der  Reihenentwicke- 
lung des  vorstehenden  Ausdrucks  reicht  es  aus,  bei  den  Gliedern  vierter 
Ordnung  stehen  zu  bleiben,  und  hiedurch  kürzt  er  sich  schon  wesent- 
lich ab.  Die  obigen  Ausdrücke  für  A ,  B,  etc.  zeigen,  dass  A — B  und  C 
Grössen  der  zweiten  Ordnung  sind,  und  es  ist  daher  die  Grösse  unter 
dem  Wurzelzeichen  im  obigen  Integral  von  der  Eins  nur  um  eine  Grösse 
der  vierten  Ordnung  verschieden.  Berücksichtigt  man  diesen  Umstand, 
so  wird  sogleich,  bis  auf  Grössen  sechster  Ordnung  genau, 


49. 

Die  obigen  Ausdrücke  der  Goefficienten  geben 

BD         =  a»(1  — 2e2+e«cosy) 
{A—B)D-hQ  ^a^ie^^  e* cos  ^ )  sin  ^U 


woraus 


IT  =  o  h  —  e*  +  4  «*sin ^ücos  *Ö 

—  Y  e^sin»/?' +  Y«*sin2^sin*t/cos*Ö  —  y  «^sin<£/cos*öj 

äch  ergiebt.  Ferner  wird 

C  cos  6  ^=  a(e^  +  Y  ^j  sin  /^  sin  Ucos  0 
B  +  {A-'B)cos^  =  1  — e^+e^sin^ücos^e 
{K{A—B)  cos  Ö  —  ÄC)*sin  »Ö  =  oV  { sin  ^ß^  sin  ^U—2  sin  ß'  sin  »ücos  6 

+  (sin  *ü—  2  sin  ^ßr  sin  ^U)  cos  »Ö 
+  2  sin/?"  sin '£^  cos  *ö  —  sin*i7cos*Öj 

ood  bieraas  bekommt  man  leicht 
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S  =  ajde  jl  — ye^sinycos'f^+e^ri  +  i-e»  — eäsiniü]  sin/J'sinl7cose 

_  -i  e»  (1  +  e^cos  *r)  sin  ^ücos  *ö  —  y  e*  sin  *IJ  cos  *d  j 
und  nach  der  Ausführung  der  Integration 
S  =  aj[l— (ye*+4-e*)sin2ü— -i-e*sinVcos2ü+J|e<sin<rlö 

+  (^(\  +  Y  ^ — *^  S'°  ^^)  "^'0  ß  sin  üsin  ö 
—  lei^H- g2_  i-e^sin^f/^  sin^f^singö  —  ^e*sin*t^sin  4öj 
+  const. 
in  weichem  Ausdruck  noch  die  Grenzen  zu  berücksichtigen  sind. 


50. 

Um  die  Grenzen  zu  bestimmen,  innerhalb  welcher  in  unserer  Auf- 
gabe das  vorstehende  Integral  genommen  werden  muss,  bemerke  ich, 
dass  die  Gleichungen  (56)  und  (58) ,  welche  A  und  V  bestimmen ,  auf 
die  folgende  Form  gebracht  werden  können, 

^  sin  fi^    '        53  cos  A 

Hieraus  giebt  sich  zu  erkennen,  dass  90® — jß'  die  Hypotenuse,  und 
90® — \]  die  eine  Cathete,  so  wie  «o'  und  A  die  beiden  nicht  rechtwink- 
liehen  Winkel  eines  rechlwinklichen ,  sphärischen  Dreiecks  sind,  in  wel- 
chem A  von  den  beiden  genannten  Seiten  eingeschlossen  ist.  Es  ist  nun 
leicht  einzusehen,  dass  die  unbestimmt  verlängerte  zweite  Cathete  die- 
ses Dreiecks  den  Bogen  6  bildet,  und  dass  die  Ebene,  in  welcher  die- 
ser liegt,  auf  der  Oberfläche  des  Ellipsoids  durch  die  beiden  Punkte 
(A)  und  (B)  geht,  die  den  Anfangs-  und  den  Endpunkt  sowohl  der  jetzt 
betrachteten  ebenen  krummen  Linie  wie  der  im  Vorhergehenden  be- 
trachteten geodätischen  Linie  bilden.  Bezeichnet  man  für  den  Punkt  (A) 
diese  Cathete  mit  6',  dann  ist  ihre  Verlängerung  bis  zum  Punkte  (Ä) 
dem  oben  eingeführten  Bogen  x^  gleich,  gleichwie  oben  der  Unterschied 
zwischen  (f  und  qp'  dem  Bogen  %  gleich  war.  Das  Integral  des  vor.  Art. 

muss  daher 

von  Ö  =  Ö'  bis  ö  =  ö'  +  ;fo 

genommen  werden,  und  hiemit  wird  es 
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+  2e^(l  +  4e2  — c2sin2t/)sin/S'sia£/cos(ö'+|zo)siny 
—  4"  ^^(^  +  e^  —  y  e^  sin  '^ü)  sin  ^Ü^cos  (2ö'+  /o)  sin  xo 
""  T¥i  ^  sin  *£/cos  (4ö'  +  2xo)  sin  2^0 

Zur  Bestimmung  von  £/  und  0'  giebt  das  oben  erklärte  Dreieck,  ausser 
den  schon  angeführten  Relationen, 

sin  U  sin  Ö'  =  cos  B'  cos  «o' 
,     sin  U  cos  ö'  =  sin  B' 
cos  £/  =  cos  B'  sin  «o' 

womit  der  gesuchte  elliptische  Bogen  bis  auf  Grössen  sechster  Ordnung 
YollstSindig  bestimmt  ist. 


51. 

Die  vorhergehenden  Entwickelungen  fassen  die  Auflösung  unserer 
zweiten  geodätischen  Hauptaufgabe  in  sich,  nemlich : 

»Wenn  die  astronomische  Lage  zweier  Punkte  auf  dem  Erdellip- 
»soid  gegeben  ist,  die  geodätische  Linie  zu  finden,  die  diese  Punkte 
»mit  einander  verbindet,  so  wie  die  Azimuthe  der  letzteren  an  diesen 
»beiden  Endpunkten. a 

Wenn  die  geodätische  Linie  kurz  ist,  so  ist  die  Auflösung,  die  das 
Vorhergehende  giebt,  direct ,  aber  wenn  die  geodätische  Linie  lang  ist, 
so  wird  sie  strenge  genommen  indirect,  die  erste  Annäherung  giebt  je- 
doch schon  ein  so  genaues  Resultat,  dass  kaum  eine  Verbesserung  übrig 
bleibt,  und  wenn  sie  nöthig  wird  so  klein  ist,  dass  sie  durch  einfache 
Differentialformeln  ausgeführt  werden  kann,  und  daher  die  Durchführung 
einer  zweiten  Annäherung  überflüssig  wird. 


52. 

Die  gegebenen  Stücke  sind  hier  B\  B",  A,  und  die  erste  Arbeit  be- 
steht darin,  dass  man  entweder  durch  die  strenge  allgemeine  Gleichung 

tg/?=tgß/l-e2 
oder  durch  die  Reihenentwickelungen  derselben,  die  im  Art.  25  eingeführt 
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wurden,  die  redncirten  Breiten  ß  und  ^  rechnet.  Hierauf  sind  durch  die 
Gleichungen  (49)  jT,  und  die  (45)  oo',  y,  Xo  z«  berechnen,  die  aber  zu 
diesem  Zweck  zusammen  gezogen ,  und  auf  einfachere  Formen  hinge- 
führt werden  können.  Durch  ein,  dem  im  Art.  27  angewandten,  ganz 
ähnliches  Verfahren  vermeidet  man  die  besoodere  Berechnung  von  jT, 
und  kommt  auf  die  folgenden  Ausdrücke 

p  cos  n  sin  m  =  Vi  —  ^  .  sin  /J"  H —         sin  ^ 

p  cos  n  cos  m  =  cos  /?"  cos  A 

(59)  <    f>  sin  n  =  cos  ^'  sin  A 

cos  n  sin  g  =B  ~- 1  y"l  *— e^ .  sin  /?"  +  ^sin  /S'|  sin  A 

cos  n  cos  q  =  cos  A 

Nachdem  hiedurch  m,n,  q  berechnet  worden  sind,  wobei  die  Controlle 
statt  findet,  dass  die  beiden  Werthe  von  cosn,  die  aus  den  drei  ersten, 
und  den  beiden  letzten  hervorgehen,  miteinander  übereinstimmen  müs- 
sen, erhalt  man 

sin  ;^oSin  ao'  =  ^in  n 

sin  xo  cos  «o'         =  cos  n  sin  (B' —  m) 

(60)  .     .      <      sin;fosin  (y  +  q)  =  sin  ncos{B' — fw) 

sin  Xo  cos  (y  +  q)  ssz  sin  (jß' —  m) 

cos  Xo  =  cos  n  cos  {B' —  m) 

welche  «o',  y,  Xo  geben,  und  bei  deren  Anwendung  ausser  einer  der 
vorhin  genannten,  ähnlichen  Controlle,  auch  die  statt  findet,  dass  die 
erhaltenen  numerischen  Werthe  für  cos/o  und  sin;^o  einem  und  demsel- 
ben Bogen  angehören  müssen. 

Setzt  man  nun  den  Fall,  dass  s  klein  ist,  so  geben  die  Gleichungen 
(53)  und  (55),  nemlich 

a   ^=i  ad  —  -^  xd^ cos  ^ sin  cco'cos  «o'  —  -^ ^o^sin  /?'  cos  ß^ sin  ad 
«"  =  y     +  — ;fo^cos2/?'sinaocosao'  +-g^/o^sin/?'cos/?'sinao' 
«  =  ;fo  +  Ye^(l  +  -f  e^)/o  +  |^Zo^sin/?'cos/S''cosy 

—  ■^;fo'(<  — cos^sinV 

mit  aller  wünschenswerlhen  Genauigkeit  a,  a\  /»  worauf  die  (17), 
nachdem  ß^,  /i,  q!  berechnet  worden  sind,  s  giebt.    Hiemit  ist  also  in 


(61) 
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dem  Falle,  wo  s  klein  ist,  eine  directe  Auflösung  unserer  Aufgabe  erlangt, 
wie  oben  angekündigt  wurde.  Die  Gleichung  (17)  wird  weiter  unten 
auf  die  zur  Anwendung  geeigneteste  Form  gebracht  werden.  Die  Lo- 
garithmen der  Constanten  der  vorstehenden  Ausdrücke  sind 

log  l/T=^  =  9.9985458  ,  ^^Sz7=,  =  7.8258646—10 


log^  =  1.73183—10  ,  log 5^  =  5.8154  —20 

log^  =  2.03286—10  ,  log^  =  6.2925  —20 

Iogie2(l  +  Aß2^  =  7.52555—10  ,  log^  =  2.20895—10 

log  ^.  =  6:7185-20 

und  setzen  voraus,  dass  in  allen  Gliedern  der  Ausdrücke  (61 )  Xo  i^  S^" 
cunden  ausgedrückt  subslituirl  werde. 


53. 

Da  die  im  vor.  Art.  vorgetragene  Auflösung  unserer  Aufgabe  sich 
nur  auf  kleine  Werthe  von  s  erstreckt,  und  in  Folge  dessen  mehrere  Bö- 
gen der  Gleichungen  (39)  und  (60)  auch  klein  werden,  so  kann  man 
stau  der  strengen  Formeln  wieder  eine  Reihenentwickelung  anwenden, 
die  jetzt  abgeleitet  werden  soll. 

Durch  Zuziehung  der  Gleichungen  (46),  (47)  (48)  geben  die  (59) 

^5  COSil 

sin  n  =s  cos  {ßf'+  f)  sin  A 
tg?=  siü(^'+f)igX 

wo  wieder  r=  ßf' +  f  geselzi  worden  ist.  Setzt  man  ferner 

ä:=  |(ao'  +  y+9)  ;     L  =  -{ao'  —  y-q) 
80  bekommt  man  aus  den  (60) 

tg  V** 


tgL*  tg|ntg4-iV 

wenn  überdies  N  =  B' — m  gesetzt  wird. 
Sei  wieder 


»=/^^^-^+-;;=sW      •    •    .    (62) 
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wo  t  in  Secuoden  aaszudrttcken  ist,  und  daher 


yi__e^_  -1  —  _  689",4962  ;     «og-^  =  3,1402897 

wird.  Die  Gleichung  (51)  giebt  hierauf 

(63)     .     .     .       log  /*  =  log  •  i  sin  ßf'  cos  /?"  —  vi  sin  y 

logt'  =  4.32336 

womit  /* gegeben  ist.  Die  Gleichungen  fllr  n,  g,  m  können  ebenso  be- 
handelt werden  wie  die  des  Art.  28  für  Ö,  iy,  r.  Denn  verwandelt  man, 
nachdem  m=ßf'+f+g  gesetzt  worden  ist, 

bez.  in  n,    g,    90® — ^ — /*,    A,    q 

so  werden  die  ursprünglichen  Gleichungen  des  Art.  28  mit  den  obigen 
identisch.  Die  Ausdrtlcke  des  Art.  31  geben  daher  sogleich 

jo  =  AsinOS^'+f) 
Wo  =  kcos{^'+f) 


(6i) 


logg  =  loggo+i/iiio^  +  lia/t'V— 96^V9o^ 


logn  =  logn^  — 2/igo^— 8/iV— 96/tV?o^ 
yfo  Q,  (X,  (X  dieselben  Werthe  haben  wie  im  Art.  31.  Hierauf  wird 

Die  übrigen  Bögen  müssen  auf  andere  Art  entwickelt  werden.  Setzt  man 


(65)     .     .     . 
80  erhält  man 


h  =  ftn^ 


und  hierauf 


(66) 


worauf  sich 


logtgy»  =  logyn  +  h 
Iogtg|iV=log4-iV+ff 

logtgff  =  \og^+ h  —  H 
log  L  =  log-i-  (>'«iV  +  Ä  +  ff  —  SOfinW 


(67)     .     .     .       (xo'  —  K-i-L  ,     yzzzK—l  —  q 
ergiebt.  Zur  Entwickeiung  von  ^o  giebt  die  letzte  (60)  zuerst 


Geodätische  Untersuchungen.  73 

_  n  +i\  —Ji^   — T"-^^  12^^   ^880^  ^i4^^^    ^J4^^^    ^860^^ 

woraus  mit  hinreichender  Annäherung 

Xo'  =  n^  +  2nW  +  iV*  —  In^iV^  -^  |nW* 

hervorgehen.  Es  wird  daher 

Xo''  =  n2  +  iV^  —  i-n^iV^  —  ^nW2  —  ^wW^ 


Sei  nun 


wodurch 


(68) 


;(o*  =  «2  _  1  ^  sin  2r  COS  2r  —  4  <«  sin  «T  COS  «T 


8  45 

wird,  so  bekommt  man  leicht 

Iog;ro=log<-2^"-J^-16^'n^iV5-/(2^=^)'     .     (69) 


wo 


logu"  =  log10^  =  0.3622 


ist,  und  fi  und  /i  wieder  dieselben  sind  wie  im  Art.  31.  Hiemit  ist  die 
Eatvvickelung  ausgeführt.  Es  darf  nicht  befremden,  dass  hier  K  durch 
den  Quotienten  zweier  kleinen  Zahlen  bestimmt  wird,  da  mit  der  Natur 
der  Aufgabe  unzertrennlich  verbunden  ist,  dass  wenn  8  klein  ist,  eine 
kleine  Aenderung  in  If  oder  ß'  eine  grosse  Aenderung  der  Azimuthe 
nach  sich  zieht,  wenn  nicht  etwa  diese  auch  klein,  oder  nahe  gleich  1 80^ 
sind.  In  diesem  Falle  giebt  der  Ausdruck  für  K  diesen  Bogen  mit  der- 
selben Genauigkeit,  mit  welcher  die  anderen  Bögen  erhalten  werden, 
wenn  aber  diese  Bedingung  hinsichtlich  der  Azimuthe  nicht  statt  findet, 
so  muss  man,  um  K  eben  so  genau  zu  erhalten  wie  die  übrigen  Bögen, 
dafür  Logarithmen  von  einer  grösseren  Anzahl  von  Decimalen  anwenden. 


54. 

Wenn  s  beliebig  ist,  so  muss  das  eben  gegebene  Verfahren  eine 
Aenderung  erleiden,  weil  dann  nicht  angenommen  werden  kann,  dass 
die  Gleichungen  (52),  und  viel  weniger  die  (53)  oder  (61)  genaue  Werthe 
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der  Unterschiede  « — oo',  «" — /•  X'^Xo  geben.    Man  rechne  jetzt  aus 
den  Gleichungen 

p  cos  n  sin  m  =  Y  i  —  e^ .  sin  /f  +— 4==  sin  ^ 

p  cos  n  cos  m  =  cos  /?"  cos  A 
p  sfn  n  s=:  cos  (f  sin  A 

m  und  n,  und  dann  aus  den  folgenden 


(70) 


sin  xo  sin  oro  =  sin  n 

(71 )  .     .     .     {      sm  xq  cos  oo'  =s  cos  n  sin  (jB'  —  m) 

cos  ;fo  =  cos  n  cos  (ß'  —  w) 

«o'  und  Xo.  Die  Bögen  q  und  y,  so  wie  p,  werden  nicht  gebraucht,  und 
brauchen  daher  nicht  berechnet  zu  worden ,  will  man  aber  p  einestbeils 
aus  den  vorstehenden  Gleichungen  mit  berechnen,  und  anderntheils  aus 
der  (47),  die  zu  diesem  Zweck  wie  folgt  gestellt  werden  kann, 

(72)  .       p  =  Yi  —  e^smY  +  2eHmßfsmßf'+~sm^l3^ 

so  bekommt  man  eine  Controlle  der  Rechnung  mehr.  Ich  wiederhole  hier 

log  Vu^^r,  9.9985458  ,     log-^^  =  7.8258646 


55. 

Hierauf  sind  durch  die  Ausdrücke  (52)  genäherte  Werthe  von  a 
und  X  zu  berechnen,  die  ich  um  auszudrücken,  dass  sie  nicht  die  ge- 
nauen Werthe  sind,  mit  («')  und  {x)  bezeichnen  werde.  Ohne  den  Grad 
der  Genauigkeit  zu  verletzen  können  diese  Gleichungen  wie  folgt  ge- 
schrieben werden, 

(a)  =  ao'-4"''^^^^^/''^'""o'|cos/?'cosao'(i  -,r^)+6in/5'(^ 

(73){  {j()  :BXo'^Y^^^\^^^Xo^^o^Xo'^oosY8m^ao(^^-8inxoCOSxo) 

+  4sin2^sin;fosin2Y;fo+ 4sin/S'cos/?'cosao'cos;foSin^YXo| 
wo  wieder  r=206265*  ist.  Der  Logarithmus  der  Constante  ist  hier 

logyre^  =  2.83781 


(74) 
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56. 

Durch  Hülfe  der  eben  erhaltenen  Werthe  von  {a)  und  (x)  kann  man 
DOD  genäherte  Werthe  von  9',  /?o»  /^»  ^^  berechnen,  die  ich  wieder, 
um  anzudeuten,  dass  sie  nicht  genau  sind,  mit  den  in  Klammern  einge- 
schlossenen Buchstaben  bezeichnen  werde.  Dem  Vorhergehenden  zu- 
folge  erhält  man  jetzt 

sin  (ßo)  sin  {q>')  =  cos  ßf  cos  (a  ) 

sin  ißo)co8{q>')  =  sin  ßf 

cos  (ßo)  =  cos  ßf  sin  (a  ) 

log(^)  =  log(fcsin^o))— csin2(/?o)  +  c'sinVo)  — c'sinVo) 

wo  wie  im  Art.  22 

log  6  =7.2252588—10 

logc=  7.164073— 10;    logc'=  4.6002— 10  ;    log 0"=  2.198— 10 

und  darauf  der  Gleichung  (25)  analog 

{J<o)  =  fnE{x)cos{ßo)-E'cos{ßo)cosm(p')  +  {x))sm[x)       (75) 

*)  Man  erkennt  leicht,  dass  der  Fehler  in  (^w)  weit  kleiner  sein  muss 
wie  der  in  (a  ).  Um  Alles  beisammen  zu  haben  führe  ich  auch  hier  aus 
dem  Art.  23  die  Ausdrücke  der  CoefTicienten  an 

\ogE=-e{/4)-S{fif 

log  £'  =  log  rj  [(i) 
logm  =  7.5241068  —  10  ;     log«  =  9.3367543—10 
logf  =  9.2118—10  ;  log^  =  2.53678 

Hierauf  bekommt  man 

(w)  =  A  +  [Jta) 

und  es  werden  genauere  Werthe  von  a\  a,  %  durch  Anwendung  der 
Gleichungen  (50)  erlangt,  in  welche  ((o)  statt  a>  zu  setzen  ist. 

•  57. 

Durch  nochmalige  Anwendung  einer,  der  im  Art.  27  ausgeführten, 
analogen  Transformalion,  verändert  man  die  genannten  Gleichungen  in 
die  folgenden.  Nachdem  aus 

*)  Ich  habe  hier  J?  und  £'  statt  (E)  und  [Ef)  gesetzt,  weil  die  W^erlhe  dieser 
Grössen  sogleich  so  genau  erhalten  werden ,  dass  eine  Verbesserung  derselben  über- 
flussig wird. 
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cos  n  sin  m  =  sin  ^ 

cos  n  cos  tn  =  cos  ^  cos  (co) 

cos  fi'  sin  9'  :=  sin  ^  sin  (co) 

cos  n  cos  g  :=  cos  (oi) 

sin  n          .  =  cos  ^  sin  (©) 

die  Bögen  nt',  ^,  n'  berechnet  worden  sind,  geben  die  folgenden 

sin  X  ^^^  ^  =  sii^  ^ 

sin  X  cos  d  =s  cos  n  sin  [ß —  m') 

sin  ;f  sin  («*+  g*)  =  sin  n  cos  (/?' —  m  ) 
sin  ;f  cos  (a'+^O  =  sin  (/?* — m') 

cos  ;|r  =  cos  n  cos  (/f —  m' ) 

die  Bögen  «',  a*,  ;f ,  und  zwar  sind  die  Werlhe  dieser,  die  hieraus  her- 
vorgehen ,  schon  sehr  genau ,  und  können  überhaupt  nur  in  Folge  der 
Anwendung  von  (co)  statt  co  mit  einem  Fehler  behaftet  sein.  Da  dieser 
jedenfalls  sehr  klein  ist,  so  kann  er  durch  die  Anwendung  von  einfachen 
Differentialformeln  berichtigt  werden. 


58. 
Setzt  man 

da  =  a  —  («')  ;     0%  =  % -- ix)  \     etc. 
so  geben  die  Gleichungen  des  vorvor.  Art. 

dß,  =  -  siD  (9>v«' ;   V  =  - w*«' 

Die  Gleichung 

/i  =  y  6  sin  2/?o  +  .  .  . 

des  Art.  1 7  giebt  ferner  hinreichend  genau 

(nog/i  =  ^cotg(/?o)(^/yo 

wo  M  den  Modul  der  Briggischen  Logarithmen  bezeichnet,  und  daher 

log?^=  4,6244—10 

ist,  wenn  dß^  in  Secunden  ausgedrückt  wird.  Die  Gleichung 

jB  =  1  —  y  /t  +  .  .  .  . 
giebt  ausserdem 
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dE  =  —  i-c^sin  (/?o)  cos  (/?o)d/9o 

die  aber  nicht  beachtet  zu  werden  braucht,  da  sie  von  einer  höheren 
Ordnung  ist  wie  die  tlbrigen  Gleichungen ''^).  Die  Gleichung  für  {J(o) 
giebt  nach  diesem 

and  sollte  der  hieraus  hervorgehende  Werlh  von  d/:/ro  merklich  sein ,  so 
werden  die  Verbesserungen  der  durch  die  Gleichungen  des  vor.  Art. 
erhaltenen  Werthe  von  Xt  «' i  «'  die  folgenden 

^X   =  cos  ^  sin  adJto 


%*f ff 


>   u   __^   CO«  /?*  CO«  o'  *  V 

worauf  man  die  genauen  Werthe 

X  +  Jx  y     «'  +  ^^'  5     ^"  +  ^^^ 
erhält.    Die  Werthe  von  d(p'  und  d.\og fi  werden  zwar  hier  nicht  ge- 
braucht, aber  sie  finden  ihre  Anwendung  bei  der  Berechnung  von  8 
aus  jf.  9)',>. 


59. 

• 

Es  ist  hier  noch  eine  besondere  Klasse  von  Fällen  zu  betrachten. 
Das  Verfahren  des  Art.  52  u.  f.  kann  nur  bei  sehr  kleinen  Werthen  von 
9  angewandt  werden,  indem  die  Ausdrücke  (61)  bei  wachsendem  s  bald 
aufhören  die  Hunderttheile  von  Secunden  richtig  zu  geben.  Wenn  daher 
9  etwa  2^  tibersteigt,  so  verföhrt  man  sicherer,  wenn  man  sich  des  Ver- 
fahrens des  Art.  54  u.  f.  bedient.  Wenn  aber  8  die  eben  beiläufig  be- 
zeichnete Grenze  nicht  viel  tibersteigt,  so  kann  man  sich  statt  der  stren- 
gen Formeln  des  Art.  57  einer  Reihenentwickelung  derselben  bedienen, 
die  der  des  Art.  53  vollkommen  analog  ist,  und  ohne  Weiteres  durch 
Veränderung  der  Bezeichnungen  aus  dieser  erhalten  wird.  Da  jetzt 
/=0,  und  ß"  ftlr  F,  n  für  n,  u.  s.  w.  zu  setzen  ist,  so  fuhrt  die  Reihen- 
entwickelung der  Formeln  des  Art.  57  auf  die  folgenden  zu  berechnen- 
den Ausdrticke: 


*)  S.  die  Anmerkung  zu  Art.  56. 
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qq  =  (ö))  sin  /f 
no'  =  («)  cos  jf 
log  9  =  log  qo  +  4^no'2  + 1 1 2/iW  —  96  /^'fio^o^ 
'  logn  =  log«o'  — 2/i?o'^— 8/i'</o'*  — 96/i'no'2?o'' 
logj/'  =  logp'nY  +  /i9'2  +  iun'2+7^Y'~30^VV2  +  7/iV^ 
worauf 

wird.  Ferner 

Iogtg£'  =  logJ.+  A'-ff' 

log  L  =  log  I  (>'«'iV'  +  A'  +  //'  _  30 /i'n'W» 

worauf  sich 

a'  =  Ä'  +  L'  ;      a   ^K'  —  L  —  q' 

ergiebt.  Ferner 

<'  sin  T'  =  fi' 

«'  cos  T'  =5:  N' 

worauf  man 

wo 

log/i"  =  0.3622 

erhalt,  und  die  Entwickelung  ausgeführt  ist.  Die  Bemerkungen  die  der 
Entwickelung  im  Art.  53  hinzugefügt  wurden,  haben  hier  dieselbe  Gel- 
tung. Um  einer  Verwechselung  vorzubeugen  führe  ich  hier  wieder  an» 
dass  (f\  fA,  /i  dieselben  sind  wie  im  Art.  31. 


60. 

Betrachten  wir  jetzt  den  Fall  des  Art.  33  in  Bezug  auf  die  gegen- 
wärtige Aufgabe ,  nemlich  den  Fall ,  wo  bei  einem  grossen  Werthe  von 
8  die  Azimuthe  klein,  oder  nahe  gleich  1 80<^  sind.  Bei  den  jetzt  gegebe- 
nen Stacken  veird  sich  dieser  Fall  dadurch  zu  erkennen  geben,  dass  A 
klein,  und  die  Polhöhen  sehr  von  einander  verschieden  sind.  Obgleich 
jetzt  wieder  die  Methode  des  Art.  54  u.  f.  unverändert  angewandt  wer- 
den könnte ,  so  ist  doch  die  besondere  Betrachtung  dieses  Falles  von 
Interesse,  weil  in  demselben  Reihenentwickelungen  angewandt  werden 
können»  die  von  den  vorhergehenden  etwas  verschieden  sind.   Da  hier 
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lein  kleiner  Bogen  ist,  so  haben  zwar  die  betreffenden  Reihen  des 
Art  53  für  q,  n,  g  wieder  Geltung,  aber  da  q  jetzt  nicht  weiter  g^ 
braucht  wird  wie  zur  Berechnung  von  g ,  so  kann  man  die  Gleichung 
für  q  weglassen ,  und  im  Ausdruck  für  g  stall  q  die  Huirsgrösse  q^  ein- 
führen. Lässt  man  überdies  die  Glieder  sechster  Ordnung  weg,  die  hier 
nie  Merkliches  geben  können,  so  werden  diese  Formeln  einfach,  und 
die  anzuwendenden  Ausdrücke  werden  die  folgenden, 

log  /*  *=;  log .  t  sin  ^  cos  /S^  —  vi  sin  ^^ 

wo  i  und  V  dieselben  sind  wie  im  Art.  53.  Ferner 

qo^  Xsin  (/+[) 

ffo  =  A  cos  {/?•+ /•) 

log n  =  log no  —  if^qo^  —  8/iV  —  96^ W    }      .     (76) 
logg  «=  logQnq^  +  fiqo^+  5^n« 
N=B'-^-f-g 

Die  Entwickelung  der  Gleichungen  (60)  wird  jetzt  anders  wie  vorher, 
da  N  nicht  mehr  klein  ist.  Diese  Gleichungen  geben 

Setzt  man  nun  Xo^^N+u,  und  verwandeil  man  in  den  Gleichungen 

des  Art.  29 

CO  ,      ö  ,       ^ — rj  ,       V     bez.  in 

«o' ,     n,     90»  — iV,     u 

so  werden  zwei  derselben  mit  den  vorstehenden  identisch.  Man  be- 
kommt daher 


«0  = 

sinN 

fco=» 

n 
tgN 

logoo' 

s= 

logOo  — 

4^V 

+  11 

2a*V 

log« 

= 

log(>'«6o 

—  fia, 

'i 

2/iV 

X» 

SB 

N  +  u 

96  ^VV 


(77) 


61. 

Nachdem  nun  oq'  und  Xo  berechnet  worden  sind ,  müssen  wieder 
aus  den  Ausdrücken  (73)  (a )  und  (x)  berechnet  werden,  worauf  die 
Gleichungen  des  Art.  56  zur  Berechnung  von  {q>)^  (ß^),  (/i),  (^co)  ver- 
wandt werden  können,  Statt  dieser  ist  es  aber  angemessen,  die  betraf* 
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fenden  Reihenentwickelungen  des  Art.  33  zu  gebrauchen,  von  welchen 
die  fttr  log«'  jetzt  ausgeschlossen  werden  kann.  Schliesst  man  wieder 
die  Unbekannten  in  Klammern  ein,  um  anzudeuten,  dass  sie  nicht  die 
genauen  Werthe  sind,  so  ist  zu  berechnen, 

e^'  =  («')  sin  ß^ 

^  =  {a)cosß^ 


(78) 


1     log  (ö  =  log  5,  -  2/iV'  -  8/iV  -  ^Qf^W'So' 

I   logK)  = 


logp'(S)fo'  +  /iV^  +  5/i(S)2 
Ferner 

I  log  (ji)  =  log .  6  cos  2(f)  —  c  cos  2(f)  -I-  c  cos  \S)  —  c  cos  ®(S) 
(79)        {Jco)  =  mE{x)  sin (f)  +  ^'sin  (f)  cos  (2(/S'+  (tt'))  -  (;f))  sin  Of) 

I        (o))  =  A  +  (z/co) 

wo  die  Coeflicienten  6,  c,  rf,  E,  E'  die  früher  angegebenen  Werthe 
haben. 

62. 

Für  die  Gleichungen  des  Art.  57  ist  wieder  eine  Reihenentwicke- 
lung zulassig,  die  der  vorigen  ähnlich  ist,  und  von  welcher  ich  daher 
das  Resultat  ohne  Weiteres  sogleich  ansetzen  werde. 

?o'  =  («)  siQ  /?" 
n^'  =  (o))  cos/J" 

logg'  =  logj/o'+V<2+H2/i'V-96/i'<V' 

logn'  =  logito'— 2/i9o'^— 8^'5fo'*  — 96/i'no'V^ 

log/  =  log  Qqn+  fiq'^  + 1^^'^  +  '^f^q^  —  30  /^'jV^  +  Tfin'^ 

und  nachdem  y's=  a"  +  q,  und  ;f  i=  iV'H-  u'  gesetzt  worden  sind, 


(80) 


(81) 


n 


log  a'  =  log  ÜQ  —  4  ///o'^  +112  fiyo^  +  96  ^  yo'^  Oo'^ 


logy  =  logyo  — 2^yo'2— 2//ao'2+40/i'yo''+176/i'yo'W— 8/i'ao'^ 
log u  ^  log (>' »y  +  /u a ^  +  4 /uy *  —  4 lAa'^'^  +  7 ^'«'^ 

I^achdem  hieraus  a,  a",  ;(  berechnet  worden  sind ,  müssen  wo  nöthig 
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die  DiffereDÜalformelQ  des  Art.  58  angewandt  werden,  von  welchen  die 
ersten  jetzt  die  folgende  Form  annehmen, 

de  =  cos{ßf  +  7t')da   ;     dn  =  sin  {^  +  n')t^Cda 
d.\ogfi=-^lSCde 

d^a,  =  i^d;f  +  i^COtgfdf 

Der  Fall«  in  welchem  die  Azimuthe  nahe  =180^  sind,  braucht  hier 
nicht  besonders  betrachtet  zu  werden,  da  man  ihn  immer  dadurch  ver- 
meiden kann,  dass  man  von  den  beiden  gegebenen  Polhöhen  die  nörd- 
lichere mit  ff  bezeichnet. 


63. 

Der  Fall  As=0,  den  man  auch  damit  bezeichnen  kann ,  dass  die 
Lange  des  Meridianbogens  zu  bestimmen  ist ,  der  von  zwei  gegebenen 
Punkten,  deren  Polhöhe  ff  und  B"  sind,  eingeschlossen  ist,  und  der  den 
Gegensatz  zu  dem  im  Art.  34  betrachteten  Falle  bildet,  kann  kurz  erör- 
tert werden.  Es  wird  vor  Allem,  wie  a.  a.  0., 

log  fi  =  7.2238036 

and  da  auch  (o=0  ist,  so  geben  die  Gleichungen  des  Art.  34  sogleich 

wo  die  oberen  Zeichen  gelten  wenn  ^^^  und  die  unteren  wenn 

/S'</S'ist 

Aus  X  wird,  wie  vorher,  durch  die  weiter  unten  zu  entwickelnden 
Ausdrücke  a  berechnet. 


64. 

Der  specielle  Fall  der  vorhergehenden  Hauptaufgabe,  welcher  im 
Art.  35  behandelt  wurde,  bildet  in  seinem  Gegensatze  eine  besondere 
Aufgabe ,  deren  Auflösung  für  sich  betrachtet  werden  muss ,  und  die 
folgender  Maassen  ausgesprochen  werden  kann : 

»Die  Lage  irgend  eines  Punkts  auf  dem  Erdellipsoid  sei  durch  des- 
tsen  Polhöhe  und  Längenunterschied  von  einem  gewissen  anderen  Me- 
tridian ,  den  ich  den  ersten  Meridian  nennen  will ,  gegeben ;  man  (ragt 

AUwiidl.  d.  K.  8.  G«MUMh.  d.  WiueBtcb.  XHI.  6 
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»nach  der  geodätischeo  Linie,  die  durch  den  gegebenen  Punkt  geht  und 
»den  ersten  Meridian  unter  einem  rechten  Winkel  schneidet,  nach  der 
»Polhöhe,  unter  welcher  der  erste  Meridian  von  derselben  geschnitten 
»wird,  und  nach  dem  Azimuth  derselben  am  gegebenen  Punkt.« 

Die  gegebenen  Stücke  sind  hier  B  und  A,  wozu  die  Bedingungs- 
gleichung a'=90®  kommt.  Diese  letztere  bewirkt,  dass  y=90^  ein  ge- 
näherter Werth  von  y  ist,  nehmen  wir  zuerst  diesen  an,  und  bezeichnen 
die  Werthe  von  F  und  Xo »  die  daraus  hervorgehen,  mit  (F)  und  (;ifo),  so 
geben  die  Gleichungen  (45)  leicht 

Icos  {xo)  sin  (JT)  =  sin  B' 
cos  {xo)  cos  (jT)  =  cos  B  cos  k 
sin  {xo)  =  cos  B'  sin  X 

Diese  Gleichungen  geben  zu  erkennen ,  dass  die  vorliegende  Auf- 
gabe immer  zwei  Auflösungen  hat.  Da  B'  immer  zvyischen  den  Grenzen 
— 90®  und  +90®  liegt,  und  X  immer  zwischen  0  und  180®  angenommen 
werden  kann ,  so  zeigt  die  letzte  Gleichung ,  dass  (;^o)  auch  immer  zwi- 
schen 0  und  180®  liegt.  In  den  beiden  ersten  Gleichungen  kann  man 
aber  cos(xo)  sowohl  positiv  wie  negativ  nehmen,  und  da  beide  Annah- 
men immer  zulässig  sind ,  so  entstehen  immer  zwei  Auflösungen ,  eine 
in  welcher  {xo)  <  90®,  und  eine  andere ,  in  welcher  (xo)  >  90®  ist.  Bei 
der  einen  Auflösung  ergiebt  sich  (F)  innerhalb  seiner  natürlichen  Gren- 
zen —90®  und  +90®,  aber  bei  der  anderen  übersteigt  (JT)  diese  Gren- 
zen. Es  wird  hiedurch  angezeigt,  dass  die  geodätische  Linie  vom  gege*- 
benen  Punkt  aus  sich  auf  die  entgegengesetzte  Seite  des  Meridians  des- 
selben erstreckt,  und  der  Länge  A—  1 80®  vom  ersten  Meridian,  oder  der 
zweiten  Hälfte  desselben,  von  Pol  zu  Pol  gezählt,  eotspricht;  in  diesem 
Falle  ist  in  den  ferneren  Rechnungen  nicht  nur  180® — A,  sondern  auch 
1 80®— (r')  anzuwenden. 

Setzt  man  nun  in  jedem  Falle  y=90®+dy ,  so  wird  bis  auf  Grössen 
von  der  Ordnung  dy^ 

cos  y  =  —  dy  ;     sin  y  =  1  — -^dy^ 

und  die  Werthe  von  F  und  xo ,  die  diesem  Werthe  von  y  entsprechen, 
erhält  man  leicht  aus  den  (45)  in  folgender  Form, 

F={F)  +  ig(xo)dy 

(^^)    •    •    •    •    ^    ;^o  =  Uo)+-5-tg(,o)c^^ 
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die  ebenfalls  bis  auf  Grössen  von  der  Ordnung  dj^  genau  sind.  Die  Glei- 
chongen  (28)  geben  leicht,  wenn  man  a=90^  macht, 

cos  /?'  sin  a  =        cos  p 

cos  /J'  cos  a  =  —  sin  /J"  sin  ;f 

sin  ßf  =       sin  /f  cosx 

and  hiemit  werden  die  beiden  letzten  (52) 

y  =  90® +Ye^sin /J^'cos/?*'(x— 2cos;ftgY;f  j 
Xo  =^  X  —  Y  c^  I  ;f  cos  ^/S^ -f-  sin  x  cos  ;f  sin  ^/Sf  { 

Da  wir  nun  hier  ohne  den  Grad  der  Genauigkeit  zu  verletzen  {F)  statt 
/f ,  und  (xo)  statt  x  setzen  dürfen,  so  bekommen  wir 

<Jy  =  4-re^sin(r)cos(r)j^'-2cos0fo)tg-^0fo)j       .     (84) 

welcher  Ausdruck  zur  Anwendung  in  den  (83)  dient,  und  dafür  hinrei- 
chend genau  ist. 

■ 

65. 

Wegen  a's=s90®  wird  hier  /?"=/?o,  und  wenn  daher  /?o=Bir— /i  ge- 
setzt wird,  so  verwandelt  sich  die  Gleichung  (49)  in 

tgr=  /Tir^.tg(r-/ö)-i-^.j;% 

die  leicht  in  die  folgende  umgeformt  werden  kann, 
[A  —  {i—  VT=^)  cos  ^r\  sin  /;  = 
—  (1  —  K^l  — ^)  sin  jTcos  jTcos  /i  +    ._  ^sin  /S'  cos  jT 

Qbei^ht  man  nun  die  mit  e^  multiplicirten  Glieder,  so  erhält  man  hieraus 

log  /o  =  log .  io  sin  Tcos  r+  M (1  —  VT^^)  cos  ^r   .     (85) 
wo 

i,  =  _(i_/T^r^)+-^^    ....   (86) 

gesetzt  ist,  und  F  den  Bogen  bedeutet,  welcher  sich  aus  der  ersten  (83) 
ergiebt.  Hierauf  wird 

ißo)  =  r-^f, 

WO  ich  (/?o)  statt  ßo  geschrieben  habe,  weil  der  Werth  von  F  nicht 
strenge  genau  ist.  Da  die  GoefBcienten  des  Ausdrucks  für  i^  in  Secun- 
den  ausgedrückt  werden  müssen,  so  wird  wie  im  Art.  53 
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—  (1  _  |/i_e2)  _  _  689^,4962 

log-^iL=  =  3.1402897 
und  ausserdem 

(87)  .     .      log  M(1  —  y\—e^)  =  7.1 61 89— 1 0 

Den  im  vor.  Art.  erhaltenen  Ausdruck  für  xo  kann  man  nun  ohne 
den  Grad  der  Genauigkeit,  den  er  besitzt,  zu  verringern,  in  den  folgen- 
den abändern, 

(88)  .      (x)  =  ;ro  +  Y^^i?^^s2(^o)  +  sinxoCOSxosin2(^o)  j 

worin  der  aus  der  zweiten  Gleichung  (83)  folgende  Werth  von  xo  an- 
zuwenden ist.  Die  auf  diese  Art  erhaltenen  Werthe  von  (/%)  und  (x) 
werden  nur  mit  kleinen  Fehlern  behaftet  sein,  und  der  aus  denselben 
auf  die  im  Art.  56  angegebene  Weise  folgende  Werth  von  {Jco)  wird 
viel  genauer  sein.  Da  hier  (p"=:0  ist,  woraus  (p'=  —  x  ft>'g*>  so  wird 
der  letzt  erwähnte  Ausdruck  im  gegenwärtigen  Falle 

(89)  .       {Jg))  =  mE  ix)  cos  0?o)  —  -E '  cos  (ßo)  sin  (x)  cos  (x) 

wo  die  Coefficienten  durch  die  im  Art.  56  gegebenen  Ausdrücke  zu  be- 
rechnen sind,  und  wieder  (cö) = A  +  {Jm)  wird. 


66. 

Filhrl  man  nun  die  Bedingung  a^B£90^  in  die  Gleichungen  (50) 
ein,  so  ergiebt  sich  leicht 

cos  X  sin  ßo  =  sin  ß^ 

cos  ;f  cos  /?o  ==  cos  (f  cos  (w) 

cos ;( sin  a  =s  cos  (eo) 
cos  X  cos  a  =  —  sin  /?'  sin  (w) 

sin  X           =^  cos  ß>  sin  (co) 

und  die  Werthe  von  /%»  a,  x  ^^^  sich  hieraus  ergeben,  werden  kaum 
eine  Verbesserung  nöthig  haben ,  die ,  wenn  sie  nicht  unmericlicb  sein 
sollte,  wieder  durch  Anwendung  von  einfachen  Differentialformeln  be- 
wirkt werden  kann. 

Da  hier  beides 

dfto  ^ßo-{ßo)  und  dx  =  x-{x) 
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anmittelbar  gegeben  sind ,  so  kann  man  ohne  Vorbereitung  durch  die 
Ausdrucke  des  Art.  58  d.  log/u  und  dJto  berechnen,  und  hierauf  wird 

^X  =  cos  /?o  A^o> 
JßQ  =  sin  ßo  tg  xi^(o 

Ja'  =  '^dJ<o 
und  man  erhält  die  genauen  Werthe 

Der  Werth  von  d.  log fi  wird  wieder  bei  der  Berechnung  von  s  aus  x 
gebraucht,  aber  dql  ftillt  hier  ganz  weg. 

Es  ist  bei  dieser  Aufgabe  zu  bemerken,  dass  die  Unbekannten  mit 
geringerer  Genauigkeit  erhalten  werden,  wie  in  den  anderen  Fällen» 
wenn  A  nahe  =  90^  aber  dieses  ist  nicht  zu  vermeiden,  da  die  Aufgabe 
selbst  es  mit  sich  bringt.  Denn  wenn  A  =  90^  so  wird  auch  /;o=90^ 
und  a  =  0 ,  oder  die  gesuchte  geodätische  Linie  ist  der  Meridianbogen, 
welcher  sich  vom  Punkte  W  bis  zum  Pole  erstreckt. 


67. 

Die  in  der  vorhergehenden  Auflösung  der  zweiten  Hauptaufgabe 
vorbehaltene  Berechnung  von  s  aus  Xi  f^^V  soll  hier  vorgenommen  wer- 
den, und  es  wird  dazu ,  8  mag  gross  oder  klein  sein,  am  Zweckmässig- 
sten  der  Ausdruck  (17)  verwaadl,  nachdem  er  auf  die  für  diesen  Zweck 
angemessenste  Form  gebracht  sein  wird.     Diesem  zufolge  ist,  wenn 

wieder  a  =r— gesetzt  wird, 

(j  =  Ai  X  +  ^1  cos  {2(p  +  x)  sin  Z  —  Gl  cos  (49'+  2x)  sin  2x 

+  Dl  cos  (69)'+  3x)  sin  3;^     (90) 


wo 


Fuhrt  man  hier  fi  statt  k  durch  die  Gleichung  (19)  ein,  so  erhält  man 
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Setzt  man 

dann  wird 

(91)       a  =  x  +  Aix  —  Ai'x  +  Bi  cos  (2<p'  +  %)  sin  jr 

—  Ci  cos  2(29'  +  ;f)  sin  %%  +  ^i  cos  3(2?)'  + ;()  sin  3;^ 

in  welcher  Form  dieser  Ausdruck  sich  leichter  berechnen  Iftsst.    Gebt 
man  zu  den  Logarithmen  der  Coefficienten  über,  so  findet  man 

log.  nat  Ai  =  log.  nat  ^  K  1  —  c^  +  y  ^  +  —^^ 

log  nat  Bi  =  log. nat rfiY i  —  e^  +  fi^--fi^ 

log.  nat  Ci  =  log.  natj^^y  1  —  e*  +  /* 

log  Dl  =  log  ^ 
Fttr  die  B  r  i  g  g  i  sehen  Logarithmen  ergiebt  sich  hieraus 

(log  Ai  s=  log  a^  +  6/i  +  c(i^ 
log  fii  =  log  dfi+  fft  +  gf4? 
log  Gl  =  log  hfi^  +  kft 

wo 

loga  =r  9.9985458—10 

log  b  SS  9.73469     —10 

logc  =  8.9778       —10 

log  d  =s  5.31 29709 

log /•=  9.63778     —10 

log9  =  8.7347       —10 

log  A  =  4.40988 

log&  =  9.6378       —10 
und  ausserdem 

IogA,"  =  7.5241069—10 
ist.  Da  hier  die  genauen  Werthe  zu  substituiren  sind ,  so  sind  im  Sinne 
des  Art.  58 
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nebst  x-^^X  anzuwenden.  Für  die  Aufgabe  der  Artt.  60  u.  f.  geht  der 
obige  Ausdruck  für  o  in  den  folgenden  über 

0  =  X  H-  Axx  —  Axx  —  Äi  COS  {^ß  +  n)—  x)  sin  x 

—  d  cos  2(20?'+  ^')—x)  sin  ^x  —  Di  cos  3(2(/S'+  ^r')— x)  sio  3x     (93) 

WO  ebenfalls  n  =  [n)  +  dn\  etc.  zu  substituiren  sind.   Für  die  Aufgabe 
der  Arlt.  64  u.  f.  ergiebt  sich 

0=  x+^'x  — ^'';f  +  Y*isin2;f  — yCisin4;f  +  yDisin6;f      (94) 

wo  wieder  die  eben  bezeichneten  Werthe  von  x  und  log/w  zu  substi- 
tuiren sind.  Zum  Ueberfluss  bemerke  ich,  dass  hierauf  «  =  (j-^  wird. 

Hiemit  ist  die  zweite  Hauptaufgabe  vollständig  gelöst.  Will  man 
ausserdem  noch  den  elliptischen  Bogen  S  kennen  lernen,  so  dienen  dazu 
die  Ausdrücke  des  Art.  50,  es  kann  jedoch  kaum  je  ein  Interesse  haben 
diesen  kennen  zu  lernen,  dessen  Unterschied  von  s  nur  eine  Grösse  von 
der  Ordnung  e^  ist. 


68. 

Um  auch  die  eben  gelöste  Aufgabe  durch  einige  Beispiele  zu  er- 
läutern ,  will  ich  zuerst  die  geodätische  Linie,  nebst  den  Azimuthen  an 
ihren  Endpunkten ,  berechnen ,  die  Orsk  in  Russland  und  Valenlia  in  Ir- 
land mit  einander  verbindet.  Es  sind  diese  Oerter  bekanntlich  die  End- 
punkte der  grossen  Längengradmessung,  die  jetzt  in  Ausführung  begrif- 
fen ist.  Da  die  astronomischen  Positionen  dieser  beiden  Oerter  jetzt 
noch  nicht  endgültig  festgesetzt  sind,  so  muss  ich  mich  damit  begnügen 
sie  aus  einem  Verzeichniss  geographischer  Ortsbestimmungen  zu  ent- 
nehmen ,  und  werde  hiebei ,  eben  weil  diese  Angaben  nur  als  vorläufig 
zu  betrachten  sind,  die  Secunden  weglassen.  Ich  nehme  daher  an 

Orsk  Valenlia 

B  =  o1M2'  ;     D"  =  51^55'  ;     A  =  69^3' 

Aus  diesen  Werthen  von  B'  und  B"  ergab  sich  zuerst 

ßf  =  51«6'22'',60  ;  ßf'  =  51H9'24",54 

log  sin  ßf  =  9.891 1 537  ;         log  sin  ß/'  =  9.8954835 
log  cos  ßf  =  9.7978751  ;         log  cos  ß!'  =  9.791 0491 
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Hierauf  erhielt  ich  durch  die  (70) 

m  =«  74»  10'  iS\i  0  ,     n  =  35M  0'  24',84 

logp  =  0.0008820,  und  die  (72)  gab  diesen  Werth  von  logp  ohne 
Unterschied  wieder.  Die  (71)  gaben  hierauf 

ao  =  119<^9'7M6  ;     xo  =  41M6'ir,76 

Ich  habe  diese  Rechnungen  mit  Logarithmen  von  sieben  Decimaien  aus- 
geführt, allein  es  wäre  ausreichend  gewesen  dazu  Logarithmen  von  fünf 
Stellen  zu  verwenden.  Es  geben  hierauf  die  (73) 

(a')_ao'  =  +ir.04;     (x)- xo  =  +  T  ^3\iS 

und  folglich  wird 

(«')  =  H9«9'18",20  ;       {x)  =  41«23'54\94 

Hiemit  gaben  die  Gleichungen  (74)  mit  Anwendung  von  Logarithmen 
von  fünf  Decimaien 

{(p')  =  —  21^27' 21"  ;       log  sin  {ßo)  =  9.92234 

log  cos  (/?o)  =  9.73905 

log  (ji)  =  7.06893 
Ausserdem  wurden 

log£  =  —  0.00025  ;     log^'  =  9.6057 

gefunden,  worauf  durch  die  (75)  sich 

(^a>)  =  +  4'  32',86 
folglich 

(w)  =  690  7' 32", 86 

ergab.  Durch  Anwendung  von  Logarithmen  von  sieben  Stellen  geben 
nun  die  Gleichungen  des  Art.  57 


m'=  74«20'57",74 
</  =  64  7  18,07 
«'  =  119     9  18,20 


log  sin  n  =  9.7615657 
log  cos  n  =  9.9118913 

a"  =  62«  30'  57",27 
X  =  41<>23'57",33 

Die  Vergleichung  dieser  Werthe  von  a  und  x  ß^'t  denen  von  (« )  und  (je) 

giebt 

da'  =  0",00  ,       dx=  +  2;39 

und  die  Anwendung  der  Diffierentialformeln  des  Art.  58  hierauf  zeigt, 
dass  die  Verbesserungen  der  eben  erhaltenen  Werthe  weit  weniger  wie 
0'',01   betragen.    Die  eben  erhaltenen  Werthe  von  a,  a\  x  ^^^^  ^'^o 


GeODÄTISCHB  UüTBBSOCHUIfGBlf.  '  89 

schon  so  genau ,  wie  man  sie  durch  Anwendung  von  Logarithmen  von 
nicht  mehr  wie  sieben  Decimalen  erhalten  kann.  Da  da  Null  ist ,  so 
werden  auch  die  Verbesserungen  von  ß^^  (p\  /i,  gleich  Null,  und  es  kann 
zur  Berechnung  von  s  geschritten  werden. 

Bevor  ich  diese  vornehme,  will  ich  in  Betreff  der  Azimulhe  noch 
die  folgenden  Bemerkungen  einschalten.  Da  ich  in  der  vorstehenden 
Berechnung  Orsk  als  den  Anfangspunkt  betrachtet  habe,  und  Yalentia 
westlich  von  Orsk  liegt,  so  sind  die  erhaltenen  Azimuthe,  nemlich  a  an 
Orsk,  und  zufolge  des  Art.  10  iSO^+a  an  Yalentia  vom  Südpunkt  des 
Meridians  an  in  der  Richtung  nach  Westen  zu  zählen.  Hätte  ich  im  6e- 
gentheil  Yalentia  zum  Anfangspunkt  gewählt,  welches  ohne  Aenderung 
der  Formeln  auch  hätte  geschehen  können,  und  dabei  wieder  X  positiv 
angenommen ,  so  würde  die  Rechnung  die  Azimuthe  zwar  wieder  vom 
Südpunkt  des  Meridians  an,  aber  von  da  in  der  Richtung  nach  Osten 
gezählt,  gegeben  haben. 

Um  nach  den  Ausdrücken  des  Art.  67  die  geodätische  Linie  $  zp 
berechnen,  bekommt  man  zuerst  durch  die  (92) 

log  4/  =  7.06812  ;     logßi  =  2.38241 
log  Ci  =  8.5483 

worauf  der  Ausdruck  (91) 

a=  41^21' 12^90 

giebt,  aus  welchem  durch  Anwendung  des  im  Art.  23  angegebenen 

Werthes  von  a 

8  =  2361641,92  Toisen 

folgt. 

Yergleicht  man  das  im  Art.  36  gegebene  Beispiel  mit  dem  vorste- 
henden, so  sieht  man  sogleich,  dass  es  diesem  entnommen  ist.  Ausser 
dem  gegebenen  Stücke  B,  welches  beiden  Aufgaben  gemeinschaftlich 
ist,  habe  ich  dort  die  hier  durch  die  Rechnung  erhaltenen  Werthe  von 
a  und  s  als  gegeben  betrachtet,  und  daraus  die  hier  als  gegeben  be- 
trachteten Stücke  B"  und  A  nebst  a"  berechnet.  Die  Uebereinstimmung 
ist  so  gut,  wie  sie  durch  Anwendung  von  Logarithmen  von  nicht  mehr 
wie  sieben  Decimalen  erwartet  werden  darf. 
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69. 

Um  za  zeigen  in  wie  grosser  Ausdehnung  die  vorhergehende  Auf- 
lösung in  ihrer  ersten  Annäherung  immer  noch  die  Hunderttheile  von 
Secunden  richtig  giebt ,  habe  ich  auch  das  folgende  Beispiel  von  weil 
grösseren  Dimensionen  gerechnet.  Es  soll  die  geodätische  Linie  zwi- 
schen Moskau  und  Santiago  in  Chili ,  nebst  deren  Azimuthen  bestimmt 
werden.  Zufolge  der  Verzeichnisse  geographischer  Ortsbestimmungen 
nehme  ich  als  gegeben  an, 

Moskau  Santiago' 

ß*  =  55H5'  ;     ß*  =  —  33«  26'  ;     X=  108»  i  3' 
woraus  zuerst 

^  s:  56»  39'  38"49  ;  ^  —  —  33« 20'  42',63 

log  sin  ^  =  9.91 68283  ;        log  sin  ^  s:  9.7i0i  i  1 2n 
log  cos  /?  =  9.751 3505  ;        log  cos  /f  =  9.921 881 1 

folgt.  Man  erhält  nun  ebenso  wie  im  vor.  Art. 

m  =  244»  IT  13",  98  ;       log  sin  n  s»  9.9013043 

log  cos  n  =  9.7812898 
«o'  =    83»  34'  30'',28  ;  xo  —  ^  26«  42'  7".80 

(a*)  -  ao'  =  -  1 0'  29",70  ;  (x)  ^  Xo  =  +  23'  5',90 

(«')  =  83»  24'    0".58  ;  (x)  =  127«  5'  1 3",70 

{(p')  =  4»  29'  22",67  ;       log  sin  {ßo)  =  9.91 81 630 

log  cos  (/?o)  =  9.7484629 
log  {fi)  =  7.0605858 
logE=  —  0.0002499  ;  log  JE'  =  9.59737 

{Jto)  =    +    14' 16",  62 
(w)  =  1 08»  27  1 6,  62 


log  sin  n'  =  9.8989527 
log  cos  n'  =  9.7853175 
a  =  42»  7'  37",98 


fn'»244»18'3r,48 

q  ^  238  44  16,  19 

a'  s:     83  23  51,20 

;f  =  127»5'18',48 
Es  wird  femer 

da  =  -■9",38  ;       d^  =  +  4",78 

und  hiemit  geben  die  Ausdrücke  des  Art.  58 

dß„  =  +  0",73  ;       V  =  +  6",33 
d\ogf*=  +0.0000022 
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woraus  dJw^s^Ar  0^0044  ,  und 

^;f  =  +  0',0025  ;       Ja  =  +  0\0035  ;       Ja  =  ^  0',0004 

hervorgeheo.  Die  erste  Annäherung  hat  also  wieder  hier  die  Unbe- 
kannten schon  so  genau  gegeben ,  wie  man  sie  überhaupt  durch  An- 
wendung von  Logarithmen  von  nicht  mehr  wie  sieben  Decimalen  erbal- 
ten kann.    Für  die  Berechnung  von  o  durch  den  Ausdruck  (91)  wird 

nun 

log/i  =  7,0605800 

y'  =  40  29'  29\00 
und  hiemit  ergiebt  sich 

log  Ax  =  7.0597577  ;     log  B,  =  2.3740580  ;     logCi  =  8.53156 

a  =  126U6'18\17 

welchen  Werth  man  wie  oben  auf  ein  Linearmaass  hinführen  kann. 


70. 

Um  auch  ein  Beispiel  vom  Falle  zu  geben ,  wo  8  klein  ist,  will  ich 
nach  dem  Art.  37 

F  =  200  ;     B"  =  180 15' 18^,417  ;     A=  1o3'8",983 

als  gegeben  annehmen,  und  mich  der  Reihen  des  Art.  53  bedienen. 
Durch  die  Ausdrücke  (62)  und  (63)  bekommt  man  zuerst 

i  =  81 8",7757  ;     f=i'  2^8228 
worauf  die  (64) 

g  =  19'  47^671  ;       logn  =  3.5560673.1 
g  =        10,  3591  ;  iV  =  I0  43'  53\5821 

logiV=  3.7947376.6 

geben.  Um  die  Azimuthe  möglichst  genau  zu  erhalten,  habe  ich  in  die- 
sen Rechnungen  bei  den  Interpolationen  in  den  siebenstelligen  Tafeln 
die  achte  Stelle  mit  berücksichtigt;  ein  Verfahren,  welches  ich  in  an- 
deren Fällen  auch  angewandt  habe,  und  durch  welches  man  in  den 
Summen  und  Differenzen  mehrerer  Logarithmen  die  siebente  Stelle  ge- 
nauer erhält.  Durch  die  (65)  erhält  man  nun 

h  =  0.0000110.1 

//  =  0.0000330.5 
worauf  die  (66) 

K  =  29«  59'  32",90  ;     L  =  27\1 87 
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und  die  (67) 

«o'  =  30<>  0'  0',087  ;     y  =  29«  39'  1 8;041 

geben.  Die  (68)  und  (69)  geben  hierauf 

X^=  1«59'57".193 

Nachdem  ferner  durch  die  (61) 

a'  =  ao'—    0M07 

a"  =  Y    +    0,215 

X  =  Xo  +  24,  359 
gefunden  worden  war,  erhielt  ich 

a'  =  290  59'  59",980 
a   =  29  39  18,256 

;f  =    2     0  21,552 

Vergleicht  man  diese  Azimuthe  mit  denen  des  Beispiels  des  Art.  37,  so 
wird  man  finden,  dass  sie  0^02  kleiner  ausgefallen  sind,  aber  weiter 
kann  man  im  gegenwärtigen  Falle  die  Uebereinstimmung  nicht  zu  Wege 
bringen ,  wenn  man  nicht  Logarithmen  von  mehr  wie  sieben  Decimalen 
anwenden  will.  Der  Unterschied  der  Azimuthe  stimmt  weit  genauer  mit 
dem  des  Art.  37  ein,  und  entfernt  sich  nur  um  0^003  davon.  Diese  Er- 
gebnisse sind  mit  der  Natur  der  Aufgabe  aufs  Engste  verbunden,  und 
können  nicht  davon  getrennt  werden. 

Um  a  zu  erhalten  müssen  zuerst  durch  die  Ausdrucke  des  Art.  28 
(p  und  log fi  gerechnet  werden,  deren  Werthe  dieselben  werden  wie  im 
Art.  37,  nemlich, 

<p'  =  67o16'2r,24  ;     log^  =  7.1164109 

Aus  den  Ausdrücken  (92)  erhält  man 

log  Ai  =  7.1 1 496  ;     log  B,  =  2.42924 

log  Ci  =  8.642 

worauf  die  (91) 

0=  10  59' 59^,996 

giebl,  welcher  Werlh  von  dem  des  Art.  37  nur  um  0*,004  verschie- 
den ist. 

71. 

Für  die  Aufgabe  des  Art.  60  u.  f.  sollen  Ghristiania  in  Norwegen 
und  Palermo  als  Beispiel  dienen ,  da  diese  Punkte  in  der  mitteleuropäi- 
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sehen  Gradmessung  voraassichtHch  mit  za  den  wichtigeren  gehören 
werden.  Mit  Weglassung  der  Secunden  geben  die  Verzeichnisse 

Ghristiania  Palermo 

ff  =  59«  55' ;     ff"  =  38»  7' ;    A  b=  2»  38' 
woraus  zuerst 

/?■  =  590  50'  O'J  89  ;  /f  =  38M'  24",729 

log  sin  ^  =  9.9367990  ;         log  sin  ßT  =  9.7895703 
log  cos  /S'  =  9.701 1 501  ;         log  cos  ^  =:  9.8963928 

folgen.  Durch  die  Ausdrücke  (62)  und  (63)  des  Art.  52  ergab  sich  zuerst 

»  =  1 249',238  ;     /"  =:  +  1 0'  r,798 

worauf  die  Ausdrücke  des  Art.  60  u.  f.  in  Anwendung  gebracht  wur- 
den. Die  (76)  geben 

log  n  =  3.8721 438  ;    ^  »  1 '  45',91 5  ;    iV  =  21 » 41 '  44'.558 

und  die  (77) 

oo'  =  5«  34'  57*,09  ;     u  =  5'  37",41  ;     ;(o  =  21«  47'  2r.97 

Da  nun  die  (73) 

(«')  =  oo'  -  0-.97  ;     Of)  =  ;f,  +  5'  4M  0 

geben,  so  wurden 

(«')  s  5»  34'  56M2  ;     (x)  =  21»  52*  26",07 

welche  zur  Berechnung  von  (a>)  dienen.    Zu  diesem  Ende  geben  die 

(78)  zuerst 

(f)  «  2»  48'  6",68  ;    («')  =s  7'  5",494 

Die  erste  (79)  gab  nun 

log  in)  =  7.2227682 

worauf  die  Ausdrücke  des  Art.  23,  die  im  Art.  56  wiederholt  sind 

log  £  SB  —  0,0003632  ;    logF  =  9.754 

Dod  die  zweite  und  dritte  (79) 

(z/eo)  =  1 2',856  ;     (ro)  =  2»  38'  1 2'.856 

geben.  Aus  den  (80)  erhielt  ich  hierauf 

g'  =  1«  37'  30',022  ;     log  »'  =s  3.873731 5 
g'  =s        1  46,  050 
ond  aus  den  (81) 

a'  =  5»  34'  56M 20  ;    y'  =    5«  1 0'  67".442 

tt'  SS        5  38,  432 

a"  s=  3  33  27,  420  ;    x '^  S1   52  27,  842 
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Vergleicht  man  diese  Werthe  von  d  und  %  mit  denen  von  (a)  und  (jf), 

so  findet  man 

8a  =  0.00  ,     8%^  +r,772 
Hiemit  werden 

df=0,     (k'  =  0,     d.log^  =  0,     ^^cö  =+ 0^0003 

Dieser  Werth  von  dJ^  kann  die  eben  erhaltenen  Resultate  nicht  merklich 
ändern,  die  also  die  Endresultate  sind.  Für  a  geben  die  (92) 

log  Ai' =  7.2222206;    log  ßi  =  2.5364642 
log  Gl  =  8.8561 

worauf  man  durch  die  (93)  ohne  Weiteres 

a=  210  50'33",909 

erhalt.  Die  Daten  des  Beispiels  des  Art.  38  sind  aus  diesem  Beispiel 
entnommen,  und  die  Uebereinstimmung  der  Resultate  lässt  nichts  zu 
wünschen  übrig. 

72. 

Um  auch  die  Aufgabe  der  Artl«  64  u.  f.  durch  ein  Beispiel  zu  er- 
läutern, soll  von  Santiago  aus  eine  geodätische  Linie  senkrecht  auf  den 
Meridian  von  Moskau  gezogen  werden.  Die  gegebenen  Stücke  sind  hier 

ß'=  —  33<>26';    A=  108M3^ 

woraus  man  wie  im  Art.  69  zuerst 

/J'  =  —  33«  20'  42',63  ;    log  sin  /?  =  9.7401 1 1 2n 

log  cos /S*  =  9.9218811 
findet.  Es  sind  nun  zuerst  durch  die  Gleichungen  (82)  {F)  und  (xo)  zu 
berechnen,  und  nimmt  man  hiebei  zuerst  cos(;^ö)  positiv  an,  so  bekomm: 

man 

(D  =  244«  39'  44",78  ;     (^o)  =  52«  26'  1 9",43 

Nimmt  man  hingegen  cos(;fo)  negativ  an,  so  ergiebt  sich 

(r)  =  +  64«  39'  44',78  ;     O^o)  =  127«  33'  40^,57 

Für  die  erste  Auflösung,  die  zuerst  ausgeführt  werden  soll,  muss  zufolge 
des  Art.  64  geschrieben  werden, 

(D  =  —  64«  39'  44",78  ;     A  =  71«  47' 

und  sie  gehört  der  Hälfte  des  Moskauer  Meridians  an,  auf  welcher  Mos- 
kau nicht  liegt.  Hiemit  muss  der  Werth 

(;^o)*  62«26'19\43 
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verbunden  werden.  Die  nächste  Arbeit  ist  nun  aus  der  (84)  dy  zu  rech- 
nen, und  hiefür  findet  man 

dY=  —  r23^80 

welcher  Werth  in  die  (83)  gesetzt, 

r=  —  64H1'33^75 
X,=       52  26  19,45 

giebt-  Die  (86)  und  (85)  geben  hierauf 

io  =  +  150",38  ;     /o  =  —  58",15 
woraus  sich 

fo)  =  —  64^  40'  35',60 

ergiebt.  Aus  (88)  wird  jetzt 

ix)=X.  +  6'  27",05 
folglich 

(;f)  =  52^  32' 46",  50 

und  nachdem  durch  die  Ausdrticke  des  Art.  23  oder  56 

logOu)  =  7.1363172  ;     logE  =  —  0.0002975 
log  E'  —  9.6731 
gerechnet  worden  ist,  giebt  die  (89) 

[J(o)  =  +  4'  30",19  ;     (co)  =  71o  51'  30",19 

womit  alle  Vorbereitungen  zur  Anwendung  der  Gleichungen  des  Art.  66 
gemacht  sind.  Diese  Gleichungen  geben  nun 

/?,  =  —  64«  40'  35",84 

a  =        30  47  54,  04 

X^       52  32  47,  57 

and  vergleicht  man  diese  mit  den  obigen  Werthen  von  {ß^  und  (x)  i  ^^ 

findet  man 

dß,  =  -  0",24  ;     dx=  +  1",07 

Die  Differentialformeln  des  Art.  58  geben  hierauf 

d.log/i  =  +  0.0000005  ;     dJw  =  +  0'',0008 

welcher  letztere  durchaus  keinen  merklichen  Einfluss  auf  die  eben  ge*- 
fundenen  Werthe  von  /?ot  cc\  %  bat,  die  also  die  genauen  Endresultate 
sind. 

Aus  den  (92)  findet  man  nun 

logAi'  =  7.13561  ;     logfii  =  2.44988  ;     logCt  =  8.683 
und  hiemit  giebt  die  (94) 

a  =  62<>  28'  49\75 
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und  aus  d^m  obigen  Werthe  von  /$o  erhalt  man 

ß,  =  —  64»  45'  2",59 
womit  die  Auflösung  ausgeführt  ist. 

Nehmen  wir  nun  den  zweiten  Fall  vor,  nemlich 

(r)  =  +  64»  39'  44''78  ;     A  =  1 08»  i  3' 
Of.)  =      1 27  33  40,  57 

und^behandeln  ihn  genau  eben  so  wie  den  vorhergehenden,  so  bekommt 
man  nach  und  nach  die  folgenden  numerischen  Werthe, 

d^3=  +  20' 51  ".89 
r  =  64»  1 2'  36",9  ;        Xo  =  ^  27»  33'  35',63 
to  =  —  1 532',76  ;         /ö  =  —  1 0'  0".8 
0?o)  =  64«  22'  3r,7  ;        {x)  =  Xo  +  ^  6«,1 6 

(x)=«  127»33'5r,79 
log  ift)  =  7.1341608  ;     log£^  s  —  0.0002960 
logE'  =  9.6710 

{J(o)  =  1 1'  3*,50  ;  («)  =  1 08»  24'  3",50 

/?o=  64»22'17",72 
a'  =:  148  49  1,63 
X  =  127  33  54,  04 

Vergleicht  man  diese  mit  den  Werthen  von  (ß^  und  (x),  so  erhält  man 

«J^o  =  —  1 9',98  ;     dx=  +  2',25 

Hiemit  geben  die  Differentialformeln  des  Art.  58 

<f.log^  =  —  0.0000404  ;     dJm  =  +  0"1372 
und  aus  d^w  folgt  durch  die  des  Art.  66 

Jx—  +  0',06  ;     Jßo—  —  0',1 6  ;     Ja  =  —  0',20 
die  Endwerthe  werden  also 

/S-jSs  64»  22' 17',  56 
«'s  148  49  1.43 
X^  127  33  54,10 

Mit  dem  berichtigten  Werthe  von  fi ,  nemlich 

log/t  =  7.1341204 
geben  nun  die  (92) 

log^'sss  7.1334057;     log £i  «  2.4476828 

log  Ci  »  8.6787 

womit  die  (94) 

o  as  1 27»  1 6'  27'',86 
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giebt.  Aus  dem  obigen  Werthe  von  /?o  folgt 

Bo  =  64^  26'  46;61 
womit  die  Auflösung  ausgeführt  ist.  Man  erkennt  sogleich,  dass  die  bei- 
den Beispiele  des  Art.  39  aus  den  vorstehenden  entnommen  sind;  die 
Uebereinstimmung  der  Resultate  ist  so  gut,  wie  man  es  wünschen  kann. 


73. 

In  den  vorhergehenden  Beispielen  habe  ich  die  Hülfsgrössen  fast 
alle  mit  derselben  Genauigkeit  berechnet  wie  die  schliesslichen  Resul- 
tate, um  zu  zeigen  wie  klein  ihre  wahren  Unterschiede  sind,  allein  ich 
darf  nicht  unterlassen  anzuführen,  dass  diese  Genauigkeit  keines  Weges 
erforderlich  ist.  Wenn  man  die  Resultate  so  genau  erhalten  will  wie 
z«  B.  die  Anwendung  von  Logarithmen  von  sieben  Decimalen  gestattet, 
so  reicht  man  bei  der  Berechnung  der  Hülfsgrössen  (a )  mud  (x)»  oder 
bez.  (ßo)  und  {x)  mit  Logarithmen  von  fünf,  oder  gar  weniger  Decimalen 
aus.  Es  ist  blos  dafür  Sorge  zu  tragen,  dass  von  {a)  und  (x),  oder  bez. 
von  (ßo)  und  {x)  an ,  die  Rechnungen  möglichst  scharf  ausgeführt  wer- 
den. Ich  werde  dieses  am  zuletzt  aufgestellten  Beispiel  zeigen.  Statt 
der  im  vor.  Art.  erhaltenen  Werlhe  von  {ßo)  und  (x)  will  ich  annehmen, 

dass  man 

(ßo)  =  64<>  23'  0"  ;     Of)  =  1 27«  34'  20" 

darch  eine  vorangegangene,  minder  genau  ausgeführte  Rechnung  ge- 
fanden habe,  und  diese  der  weiteren  Berechnung  hier  zu  Grunde  legen. 
Man  bekommt  damit  durch  dieselben  Ausdrücke  wie  vorher 

log(^)  =  7.1342059  ;     log  £  =  —  0.0002961 
logJB'  =  9.6710 
(z/cö)  =  11'  3'',39  ;  (w)  =  1 08^  24'  3''39 

/?o=    64^22' 17",85 

a'  =  148  49     1,79 

X  =  127  33  53,  99 
and  es  werden  jetzt 

dßo  =  —  42M  5  ;     dx=  —  26\01 

Hiemit  geben  nun  die  Dififerentialformeln 

d. log  fi  =  —  0.0000851  ;     6J(o  =  +  0",2451 
Jx=  +  OMI  ;     Jßo=^  —  0",28  ;     Ja'  z=:  —  0",36 

and  folglich  werden  die  Endresultate 

Abhaadi.  d.  K.  S.  Geielbcb.  d.  WiM«Dtoh.  XIII.  7 
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/?o=  640  22'17',57 
a  =  148  49  1,  43 
;f  =  127  33  54,10 

mit  denen  des  vor.  Art.  übereinstimmend,  obgleich  ich  sehr  grosse 
Aenderangen  mit  den  Werthen  von  (ßo)  und  (j)  vorgenommen  habe. 
Der  hier  hervorgehende  Werth 

log^  =  7.1341208 

weicht  4  Einheiten  in  der  siebenten  Stelle  von  dem  des  vor.  Art.  ab, 
allein  dieser  Unterschied  ist  auf  den  daraus  folgenden  Werth  von  a  von 
so  geringer  Wirkung,  dass  er  weniger  wie  O'.OOI  ausmacht. 


74. 

Durch  die  Verbindung  der  Aufgaben  dieses  Abschnittes  mit  denen 
des  vorhergehenden  kann  man  eine  Anzahl  von  Aufgaben  der  sphsiroidi- 
sehen  Trigonometrie  lösen,  von  welchen  ich  jedoch,  um  diese  Abhand- 
lung nicht  allzuweit  auszudehnen,  nur  Eine  erklären  will. 

»In  irgend  einem  sphäroidischen  Dreiecke  seien  zwei  Seiten  nebst 
»ihren  Azimuthen  und  der  Polhöhe  ihres  Durchschnittspunkts  gege- 
»ben,  die  übrigen  Stücke  dieses  Dreiecks  zu  finden.« 

Man  begreift  sogleich,  dass  ein  sphäroidisches  Dreieck  nicht  durch 
blose  drei  Stücke,  wie  ein  sphärisches  Dreieck,  gegeben  ist,  sondern 
dass  zu  den  drei  Stücken ,  die  den  in  der  sphärischen  Trigonometrie 
verlangten  analog  sind,  auch  noch  die  Stücke  hinzukommen  müssen, 
die  die  Lage  des  Dreiecks  auf  dem  Ellipsoid  unzweideutig  festsetzen. 
Die  gegebenen  Stücke  der  vorstehenden  Aufgabe  erfüllen  diese  Bedin- 
gungen. Ebenfalls  ist  die  Auflösung  des  sphäroidischen  Dreiecks  damit 
nicht  vollständig  ausgeführt,  dass  man  blos  die  Seiten  und  Winkel  des- 
selben berechnet,  die  nicht  zu  den  gegebenen  Stücken  gehören»  es  muss 
vielmehr  ausserdem  auch  die  Lage  jeder  Ecke  auf  dem  Ellipsoid  be- 
stimmt werden.  In  der  vorstehenden  Aufgabe  sind  also  nicht  blos  die 
dritte  Seite  des  Dreiecks  und  die  beiden  anliegenden  Winkel ,  sondern 
auch  die  Polhöhe  einer  jeden  der  beiden  anderen  Ecken ,  und  die  Azi- 
muthe  der  Dreiecksseiten  an  diesen  beiden  Ecken  zu  bestimmen. 
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75. 

Die  vorliegende  Aufgabe  lässt  sich  unmittelbar  durch  das  Vorher- 
gehende lösen,  und  bedarf  keiner  neuen  Entwickelungen.  Durch  die 
Hauptaufgabe  des  ersten  Abschnittes  kann  man  abgesondert  das  Azi- 
muth ,  die  Polhöhe  und  den  Längenunterschied  der  Endpunkte  einer 
jeden  der  beiden  gegebenen  Dreiecksseiten  berechnen.  Da  hierauf  die 
Polhöhen  und  der  Längenunterschied  der  beiden  anderen  Ecken  des 
Dreiecks  gegeben  sind,  so  dient  die  zweite  Hauptaufgabe  dazu  um  dar- 
aus die  dritte  Dreiecksseite  und  deren  Azimuthe  zu  berechnen,  worauf 
alle  Stücke  des  sphäroidischen  Dreiecks  bekannt  sind. 

Zufolge  der  Ausdehnung,  die  im  Vorhergehenden  den  Entwicke- 
lungen gegeben  worden  ist,  kann  dieses  Verfahren  auf  möglichst  grosse 
sphäroidische  Dreiecke  angewandt  werden,  für  einen  davon  weiter  unten 
zu  machenden  Gebrauch  wrill  ich  jedoch  hier  nur  ein  Dreieck  von  massig 
grosser  Ausdehnung  als  Beispiel  wählen.  Gegeben  seien  in  Bogentheilen 
des  Aequators  die  eine  Dreiecksseite  =1 5^  mit  dem  Azimuth  =30^  und 
die  andere  Dreiecksseite  =17^  mit  dem  Azimuth  =108^  die  reducirte 
Breite  des  Durchschnitts-  oder  Anfangspunkts  dieser  beiden  Dreiecks- 
seiten, welchem  auch  die  Azimuthe  an^^ehören  sei  =  45^  Wendet  man 
DUO  hierauf  die  Auflösung  der  Hauptaufgalje  des  ersten  AbschniUs  an, 
so  ist  in  den  dort  angewandten  Bezeichnungen  gegeben, 

4)  ^  =  45«,     a'  =  30«,     o^lS« 

und  hiemit  findet  noan 

V'  =  40»53'36",21  ,      JÜ  =  67«47'32",43  ,     logsin/Jo  =  9.9710040 

]ogcos/?os=  9.5484550 
log/t  =  7.-1639930 
S  =  <5»1'41",68,    a;=  — 9",28,  y"=  55'>55'27M7,  Jm  =  i'3",9i 
a  =  24«31' 40",54  ,       Jl"  =  76*33' 0",04  ,       //  =  3r36'28",21 
X=    8o44'23",70,     Azimuth  des  Endpunkts       =  20 4» 31 '40". 5 4 

Es  ist  femer  gegeben 

2)  /J*  =  45» ,     «'  =  1 08« ,     o  =  17« 

und  hiemit  findet  man 

y'=  — 17">10''I9*,34,  J2'  =  — 24«40'44",62,  Iogsin/?„  =  9.8692895 

logcos/?,  SS  9.827691 3 
logju  s  6.9630399 
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S=    iV  2'28\855,  o?  =  +  52",946 

(p":=—Oo   8'43^43,  ^G>=2'17'\67 

a"  =    90«   9'  36\04  ,  J2"  =  —  0«  1  g'  58",34  ,     /?"  =  47«  44'  22\57 

k=    240  25'28\61  ,  Azimuth  des  Endpunkts     =  270' 9' 36^04 

Es  ist  hierauf  die  HauptauFgabe  dieses  Abschniltes  auf  die  folgenden, 
durch  die  vorhergehende  Rechnung  gegebenen,  Stücke  anzuwenden, 

^  =  31^36' 28^21  ,     ßT  =  47H4'22\57  ,     i=  15H1'4\91 

wo  A  der  Unterschied  aus  den  beiden  eben  gefundenen  Werthen  der- 
selben Grösse  ist.  Man  erhält  nun 

oo'  =  14705716"  ,  xo  =  20M'22'' 

{a)  —  ao  =  +  8"  ,  {x)  —  Xo  =  +  3' 25" 

{«')  =  1 47057'  24" ,  ix)  =  20H'  47" 

(ep'j  —  _  540 1'  13",1  ,       log  sin  (/?o)  =  9.950409 

log  cos  (/?o)  =  9.654999 
logOu)  =  7.124919 
{Jw)  =  1'49".11  ,  (w)  =  15H2'54",02 

a  =  1470  57'28".19  ,     a  =  1370  47' 15',63  ,     x  -  200  4'46",44 
AzioQuth  des  Endpunkts  =  3l7o4ri5",63 

Die  Unterschiede 

da'  =  +  4",19,     dx=—0\5Q 
geben 

Jx=Ja=Ja=0,     V=  — 1",3,     (Jlog^=  +  0.000007 

und  hiemit  wird  schliesslich 

a=  200  2'24",41 

womit  das  sphäroidische  Dreieck  vollständig  berechnet  ist. 


76. 

Wenn  man  die  eben  erhaltenen  Resultate  übersichtlich  zusammen 
stellen  will,  so  muss  man  eine  angemessene  Bezeichnung  einführen. 
Die  reducirten  Breiten  der  drei  Ecken  des  Dreiecks  sollen  ß^  ^,  (f,  die 
Winkel  desselben  bez.  n,  n,  n",  und  die  gegenüber  liegenden  Seiten 
(T,  a,  a  heissen.  Die  Azimuthe  von  a  und  a  in  n  sollen  mit  a  und  a", 
die  von  a  und  a"  in  n  mit  a  und  a",  die  von  a  und  a  in  n  mit  a  und 
a^,  endlich  der  Längenunterschied  von  n  und  n  mit  A",  der  von  n  und 
n"  mit  A'i  der  von  n  und  n"  mit  A  bezeichnet  werden,  und  hiemit  erhält 
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man  die  folgende  Zasammenstellung,  indem  selbstverständlich  diß  Drei- 
eckswinkel den  Unterschieden  der  bezüglichen  Azimuthe  gleich  sind, 

/?=    45»  /?'  =    31«36'28".21  ,  /f  =    47»4i'22",57 

«'  =r=    30  a°  =  204  31  40,  54  ,  a/  =  270     9  36,  04 

«'=108  «,=147  57  28,19,  J,  =  317  47  15,  63 

n=    78  »'  =    56  34  12.35,  n'=    47  37  39,59 

a=    20     2'24'.41,  </  =    17  a'=    15 

Ä  =    15  41     4, 91,  A'=    24  25  28.61,  r=      8  44  23,70 

Hiernach  kann  dieses  Dreieck  leicht  coDStruirt  werden. 


77. 

Im  soeben  berechneten  sphdroidischen  Dreieck  lagen  beide  gege- 
bene Seiten  auf  derselben  Seite  des  Meridians  ihres  Durchschniltspunkte, 
hier  soll  noch  ein  Beispiel  gegeben  werden,  in  welchem  diese  Dreiecks- 
seiten auf  verschiedenen  Seiten  des  genannten  Meridians  liegen,  um  auf 
die  Umstände  aufmerksam  zu  machen  die  in  diesem  Falle  vorkommen. 

Gegeben  seien  die  eine  Dreiecksseite  =  4^  mit  dem  Azimulh  =  1 0^ 
die  andere  Dreiecksseite  =3^30'  mit  dem  Azimuth  =300^  nebst  der 
reducirten  Breite  des  Durchschnittspunkts  =  30^ 

Mit  den  gegebenen  Stücken 

/?*  =  30\     a=10%     a=4« 

und  mit  Anwendung  von  höchstens  siebenstelligen  Logarithmen,  und 
den  Reihen  des  Art.  31  giebt  die  Aufgabe  des  ersten  Abschnittes 

^  =  26ö2'53",621  ,     a"  =  9^38'9",136  ,     X  =  0H&ii\0b8 

Im  zweiten  Theile  der  Rechnung  wende  ich  statt  des  Azimuths  selbst 
die  Ergänzung  desselben  zu  360^  an,  und  stelle  also  die  gegebenen 
Stücke  wie  folgt, 

^  =  30\     a'  =  60\     a  =  3«  30' 

womit  auf  dieselbe  Weise  wie  vorher  sich 

//  =  28M2'2^237  ,     «' =  58M9'20",909  ,    A  =  3ö26'21\377 

ergiebt.  Es  ist  nun  hiebei  zur  Verbindung  dieses  Resultats  mit  dem  des 
ersten  Theils  der  Rechnung  nichts  weiter  zu  bemerken  als  dass  man  die 
beiden  Azimuthe  und  den  Längenunterschied  als  negativ   betrachten 
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muss ;  9S  wird  daher  namentlich  das  wahre  Azimath  des  Endpunkts  der 
zweiten  geodätischen  Linie  nicht  1 80"+«".  sondern  1 80^ — a\  und  fiir 
den  dritten  Theil  der  Rechnung  müssen  die  beiden  Längenunterschiede 
addirt  werden.  Stellt  man  für  diesen  die  gegebenen  Stücke  wie  folgt, 

^  =  28M2'2;237  ,     (f  =  26«2'53",621  ,     A  =  4M2'42^435 

so  ist  X  positiv  zu  nehmen,  und  man  bekommt  die  Azimuthe  in  ihrer  ur- 
sprünglichen Richtung.  Die  Aufgabe  dieses  Abschnitts  giebt,  mit  An- 
wendung der  Reihen  des  Art.  59 

a'  =  61 M  0'  38^279  ,     a  =  59«  1  5^3^306  ,     a  =  4M  9' 9",248 

Um  den  Bogen  K'  des  eben  angeßlhrlen  Art.  möglichst  genau  zu  erhal- 
ten habe  ich  mich  bei  der  Berechnung  desselben  zchnstelliger  Logarith- 
men bedient.  Der  Unterschied  in  dem  Werthe  desselben,  welcher  durch 
Anwendung  von  siebenstelligen  Logarithmen  und  Durchführung  der 
achten  Stelle  in  den  Interpolationen  ergiebt,  beträgt  jedoch  nur  0",008. 
Die  Zusammenstellung  des  jetzt  berechneten  sphäroidischen  Drei- 
ecks in  der  oben  dafUr  eingeführten  Bezeichnung  giebt  nun 

/?=    28^12'  2^237,  /?*  =    30«                   ,  /?"  =    26<>  2'53^62^ 

«"=12140  39,091,  «=10                     ,  «^  =  189  38    9,136 

«'  =    6110  38,279,  a;=:300                     ,  «;  =  239  15    3,306 

n=    60  30    0,812,  n' =    70                     ,  n"  =    49  36  54,170 

a=      4                    ,  o=      4  19'9".248,  o"  =      3  30 

A=      0  46  21,058,  A' =      4  12  42,435,  A"  =      3  26  21,377 


Dritter  Absclmitt. 

78.  / 

Da  die  in  einem  Dreiecksnetz  beobachteten,  oder  gemessenen, 
Winkel,  wenngleich  mit  der  grössten  Sorgfalt  und  Umsicht  verfahren, 
und  die  besten  Instrumente  angewendet  worden  sind ,  dennoch  keine 
absolute  Genauigkeit  besitzen,  sondern  mit  kleinen  Fehlern  behaftet 
sind,  so  sind  vor  Allem  diese  Fehler  auf  eine  angemessene  Art  auszu- 
gleichen ,  und  dadurch  das  Dreiecksnetz  zu  weiterer  Verarbeitung  vor- 
zubereiten. Die  Grundsätze  nach  welchen  diese  Ausgleichung  erfolgen 
muss,  können  zufolge  des  jetzigen  Standes  der  Wissenschaft  nur  die 
folgenden  sein : 
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1)  müsseo  die  Winkel  so  ausgeglicheo  werden,  dass  allen  geome- 
trischen (oder  trigonometrischen)  Bedingungen,  die  im  Oreiecksnetze 
vorhanden  sind,  Gnüge  geleistet  werde,  und  ausserdem  muss 

2)  diese  Ausgleichung  so  beschaffen  sein,  dass  die  Summe  der  mit 
ihren  bez.  Gewichten  multiplicirten  Quadrate  der  Fehler  der  Winkel- 
messungen, die  hierauf  noch  übrig  bleiben,  ein  Minimum  werde. 

Diese  Aufgabe  ist  immer  bestimmt,  und  zuerst  von  Gauss  und 
B es  sei  fast  zu  gleicher  Zeit,  von  Gauss  jedoch  ausführlicher,  g^elöst. 
Es  ist  nicht  meine  Absicht  hier  näher  auf  die  Auflösung  dieser  Aufgabe 
einzugehen,  sondern  es  soll  nur  in  Betracht  gezogen  werden,  wie  ver- 
fahren werden  muss  um  den  trigonometrischen  Bedingungen  des  Drei- 
ecksnetzes mit  Sicherheit  zu  gnügen.  Da  die  Dreieckswinkel  auf  der 
Oberfläche  der  Erde  liegen,  und  die  Grundlinien,  die  man  misst  um  die 
absolute  Länge  der  Dreiecksseiten  zu  erhalten,  jedenfalls  als  geodätische 
Linien  betrachtet  werden  können,  so  besteht  jedes  durch  die  Messungen 
erhaltene  Dreiecksnetz  aus  sphäroidischen  Dreiecken ,  und  die  trigono- 
metrischen Bedingungen,  die  zur  Ausgleichung  erforderlich  sind,  müssen 
der  sphäroidischen  Trigonometrie  entnommen  werden. 

Hiebei  kommt  der  günstige  Umstand  in  Betracht,  dass  alle  Dreiecke, 
die  unmittelbar  gemessen  werden  können,  in  Bezug  auf  die  Erdober- 
fläche und  den  Umkreis  derselben  sehr  klein  sind,  und  daher  diese 
Dreiecksseiten  als  kleine  Grössen  erster  Ordnung  betrachtet  werden 
können.  Dieser  Umstand  veranlasst,  dass  alle  wirklich  gemessenen 
Dreiecke  auf  einfache  Weise  vom  Ellipsoid  auf  die  Kugel,  und  von  der 
Kugel  auf  die  Ebene  reducirt  werden  können.  Diese  Reduclionen  kön- 
nen auf  viele  verschiedene  Arten  ausgeführt  werden ,  z.  B.  durch  Pro- 
jectionen,  denen  irgend  ein  Gesetz  zu  Grunde  gelegt  worden  ist,  aber 
unter  allen  möglichen  Verfahrungsarten  verdient  dasjenige  bei  Weitem 
den  Vorzug,  welches  die  Seiten  der  sphäroidischen  Dreiecke  unver- 
ändert  lässt ,  und  alle  erforderlichen  Correctionsglieder  auf  die  Winkel 
überträgt. 

Im  Art.  40  wurde  gezeigt,  dass  man  die  geodätischen  Azimuthe 
oder  überhaupt  Winkel  nicht  unmittelbar  durch  die  Beobachtungen  er- 
hält, und  es  sind  daher  vor  Allem  die  unmittelbar  erhaltenen  astrono- 
mischen Azimuthe  und  Winkel  durch  die  erste  Gleichung  (53)  auf  die 
entsprechenden  geodätischen  hinzuführen.     Die  fernere  Reduction  vom 
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EIKpsoid  auf  die  Kugel ,  und  von  dieser  auf  die  Ebene  wird  in  diesem 
Abschnitte  entwickelt  werden. 

Nachdem  durch  dieses  Verfahren  die  Winkel  der  sphäroidischen 
Dreiecke  auf  die  Winkel  ebener  Dreiecke  hingeführt  worden  sind,  muss 
man  sich  zur  Aufstellung  und  Anwendung  der  Bedingungen  des  Drei- 
ecksnetzes der  ebenen  Trigonometrie  bedienen,  und  nach  ausgeführter 
Ausgleichung  bringt  man  durch  entgegengesetzte  Anwendung  der  vor- 
her schon  angebrachten  Correctionen  die  ausgeglichenen  Winkel  auf  die 
sphäroidischen,  oder  geodätischen  zurück. 

Die  Hinfuhrung  eines  kleinen  sphärischen  Dreiecks  auf  ein  ebenes 
von  gleichen  Seiten  ist  zuerst  in  ihrem  grössten  Theile  von  Legendre 
gegeben«  und  sein  Resultat  unter  dem  Namen  des  Legend re'schen 
Satzes  Jedem  bekannt.  Später  hat  man  diesen  Satz  weiter  ausgeführt, 
und  Glieder  höherer  Ordnung  desselben  entwickelt. 

Ein  Ausdruck  für  die  Reduction  eines  aus  geodätischen  Linien  ge- 
formten Dreieckes  auf  dem  Revolutionsellipsoid  auf  eins  von  gleichen 
Seiten  auf  der  Kugel  ist  von  Bosse I  aufgestellt"^),  aber  nie  von  ihm 
bewiesen  worden ;  wenigstens  habe  ich  in  seinen  Schriften  keinen  Be- 
weis davon  auffinden  können,  und  es  ist  mir  auch  nicht  bekannt,  dass 
ii^end  ein  Anderer  eine  Ableitung  desselben  veröffentlicht  hätte.  Dieser 
BesseTsche  Ausdruck,  welcher  tibrigens  durch  einige  Schreib-  oder 
Druckfehler  etwas  entstellt  ist,  betrachtet  die  Seiten  des  Dreiecks  nicht 
als  kleine  Grössen  der  ersten  Ordnung,  sondern  als  geodätische  Linien 
von  beliebiger  Länge,  tibrigens  enthält  er  nur  die  mit  e^  multiplicirten 
Glieder.  Die  zuletzt  genannte  Beschränkung  ist,  wie  man  weiter  unten 
sehen  wird,  für  die  Anwendung  von  geringem  Belang,  wenn  eine  übri- 
gens zweckmässige  Anwendung  davon  gemacht  wird ,  aber  der  Aus- 
druck ist  so  zusammengesetzt,  dass  man  ihn  schwerlich  wird  fortwäh- 
rend anwenden  können,  und  es  scheint  nicht,  dass  er  sich  ohne  Be- 
schränkung seiner  Ausdehnung  vereinfachen  lassen  könnte.  Bessel 
hat  a.  a.  0.  eine  Abkürzung  desselben  abgeleitet ,  die  für  Dreiecke  von 
kleinen  Seiten  gelten  soll,  und  ihn  sehr  vereinfacht,  aber  auch  kaum  eine 
sichere  Anwendung  zulässt.  Wäre  er  bei  dieser  Abkürzung  nur  Einen 
Schritt  weiter  gegangen,  und  hätte  auch  die  Glieder  fünfter  Ordnung 
berücksichtigt ,  während  er  nur  die  Glieder  vierter  Ordnung  aufnimmt, 


♦)  S.  Seh  um.  Aslr.  Nachr.  No.  6. 
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so  wäre  er  auf  einen  auch  einfachen  Ausdruck  von  sicherer  Anwend- 
barkeit gekommen;  dieses  ist  aber  von  ihm  nicht  geschehen.  Es  wer- 
den in  diesem  Abschnitt  drei  ähnh'che  Ausdrücke  abgeleitet,  und  daraus 
für  kleine  sphSroidische  Dreiecke  drei  einfache  Ausdrücke  erhalten,  die 
bis  auf  Grössen  sechster  Ordnung  richtig  sind. 

Die  Verschiedenheit  der  astronomischen  und  der  geodätischen  Azi- 
muthe  und  Winkel  überhaupt  ist  schon  längst  erkannt  worden ,  und  man 
hat  ihre  Unterschiede  mit  grösserer  oder  geringerer  Genauigkeit  ausge- 
drückt. Bessel  hat  dieselben  durch  einen  Ausdruck  angegeben "^j,  der 
mit  der  obigen  ersten  Gleichung  (52)  für  identisch  zu  erachten  ist,  und 
von  diesem  Ausdruck  hat  er  auch  später  eine  Ableitung  veröffentlicht''^). 
Die  zweite  und  dritte  der  Gleichungen  (52)  habe  ich  nirgends  abgeleitet, 
oder  angeführt  gefunden ,  und  dasselbe  muss  ich  auch  von  den  Funda- 
mentalgleichungen sagen,  aus  welchen  ich  sie  abgeleitet  habe. 

In  seiner  Theorie  der  krummen  Oberflächen***)  hat  Gauss  die 
Hinführung  eines  sphäroidischen  Dreiecks  auf  ein  ebenes,  dessen  Sei- 
ten dieselben  Längen  haben ,  mit  weit  grösserer  Allgemeinheit  ausge- 
führt, indem  er  zwar  annimmt,  dass  die  Dreiecksseiten  kleine  Grössen 
erster  Ordnung  seien,  aber  die  Oberfläche,  auf  welcher  das  sphäroi- 
dische  Dreieck  gebildet  ist,  gänzlich  unbestimmt  lässt,  so  dass  seine 
Auflösung  auf  jede  beliebige  Oberfläche  angewandt  werden  kann. 
Diese  Auflösung,  so  sinnreich  und  elegant  sie  auch  ist,  scheint  mir 
dennoch  etwas  zu  wünschen  übrig  zu  lassen.  Erstlich  ist  sie  etwas 
complicirt,  und  dabei  sind  die  Erklärungen  so  kurz  gehalten,  dass  man 
nicht  ohne  Mühe  zur  vollständigen  Einsicht  in  alle  Theile  derselben  ge- 
langt und  zweitens  möchte  man  wünschen,  dass  die  Reihen  weiter  ent- 
wickelt worden  wären,  damit  ihre  Anwendung  eine  ausgedehntere 
würde,  da  die  Gaussischen  Endformeln  doch  nur  auf  sehr  kleine 
Dreiecke  angewandt  werden  können.  Seine  Entwickelungen  gehen  frei- 
lich alle  eine  Ordnung  weiter  wie  seine  Endformeln ,  aber  wenn  man 
diese  Glieder  zuziehen  will,  so  stösst  man  drittens  auf  eine  Lücke,  denn 
man  bedarf  dazu  der  geometrischen  Bedeutung  der  Coefiicienten,  die  er 
mit  f^,  f\  f\  g^f  g\  h^  bezeichnet  hat,  und  diese  ist  in  der  Abhandlung 


•)  Scham.  Aslr.  Nachr.  No.  3. 
♦*)  Schum.  Aslr.  Nachr.  B.  XIV  No.  330. 
')  Gauss,  Disquisitiones  generales  circa  superficies  curvas.  GröUingae  I8t8. 
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nicht  gegeben ;  diese  Coefßcienten  werden  blos  als  die  der  Entwicke- 
lung  der  Function ,  die  er  mit  n  bezeichnet ,  nach  den  Potenzen  von 
p  und  q  definirt,  und  ihren  Zusammenhang  mit  der  Gleichung  der  Ober- 
fläche lasst  er  unerörtert. 

Durch  diese  Umstände  veranlasst  hielt  ich  nicht  für  überflüssig 
eine  neue  Herleitung  der  Ausdrücke ,  auf  welche  diese  Aufgabe  führt, 
zu  versuchen,  und  die  gefundene  diesem  Abschnitte  einzuverleiben. 
Sie  stellt  die  Endformeln  alle  durch  Functionen  dar,  deren  Coefßcienten 
man  unmittelbar  durch  gewisse  Diflerentiationcn  aus  der  Gleichung  der 
Oberfläche  erhält,  so  dass  die  Anwendung  auf  jede  beliebige  Oberfläche 
ohne  Weiteres  ausgeführt  werden  kann.  Die  Anwendung  meiner  End- 
formeln auf  das  Revolutionsellipsoid  von  kleiner  Excentricität  ist  beige- 
fügt, und  durch  Beispiele  erläutert. 

Der  Gang  meiner  Auflösung  ist  ein  ganz  anderer,  wie  der  der 
Gaussischeu.  Ich  wende  um  sie  zu  erhalten  keine  weiteren  Grund- 
gleichungen an,  wie  den  schon  im  ersten  Abschnitte  abgeleiteten  Aus- 
druck dh^  +  tn^dq^  des  Quadrats  des  Linearelements  auf  irgend  einer 
Oberfläche,  und  die  dazu  gehörige  Bedingungsgleichung  für  die  kürzeste 
Linie  auf  derselben  Oberfläche,  während  Gauss  zwei  solcher  Formen 
braucht,  nämlich  in  seinen  Bezeichnungen  dr'^  +  m^dqy^  und  n^dp^  +  dq^ 
nebst  den  dazu  gehörigen  Bedingungsgleichungen  der  kürzesten  Linie. 
Die  Einfllhrung  des  Krümmungsmaasses  der  Oberfläche,  in  dem  Sinne, 
in  welchem  es  Gauss  in  der  genannten  Abhandlung  zuerst  aufgestellt 
hat,  ist  auch  in  der  ausgedehnteren,  neuen  Auflösung  von  wesentlichem 
Nutzen  gewesen. 

Es  ist  noch  eines  wichtigen  Umstandes  zu  erwähnen ,  welcher  in 
dieser  Aufgabe,  wenigstens  bei  ihrer  Anwendung  auf  das  Ellipsoid  von 
kleiner  Excentricität,  und  wahrscheinlich  bei  jeder  Anwendung  dersel- 
ben mehr  oder  weniger,  eintritt.  Man  wird  weiter  unten  sehen,  dass  in 
den  hier  abgeleiteten  Endformeln  für  das  Revolutionsellipsoid  von  klei- 
ner Excentricität  nicht  nur  die  Glieder  vierter  und  fünfter,  sondern  auch 
zum  Theil  die  sechster  und  siebenter  Ordnung  nicht  von  einander  ge- 
trennt vorkommen,  sondern  in  einander  geflochten  sind,  indem  sie  sich 
auf  verwandte  Formen  hinführen  liessen.  Jede  dieser  beiden  Gruppen 
bilden  Glieder,  deren  Wertlie  in  der  Regel  bedeutend  abnehmen,  mit 
anderen  Worten,  die  Summe  der  Glieder  vierter  und  fünfter  Ordnung  ist 
gemeiniglich  weit  grösser  wie  die  Summe  der  Glieder  sechster  und  sie- 
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benter  Ordnung ,  und  es  kann  voraus  gesehen  werden ,  dass  dieses  bei 
den  Gliedern  höherer  Ordnungen  in  ähnlicher  Weise  staltfinden  wird, 
wenn  nur  nicht  Dreiecke  von  allzugrossen  Seiten  gewählt  werden. 
Anders  verhält  es  sich  aber  mit  den  Gliedern ,  aus  vyelcben  jede  dieser 
Gruppen  bestehen,  die  Glieder  fünfler  Ordnung  sind  nicht  unbedingt 
kleiner  yne  die  Glieder  vierter  Ordnung,  sie  können  vielmehr  grösser 
werden  wie  diese,  und  ebenso  können  die  Glieder  siebenler  Ordnung 
grösser  werden  wie  die  der  sechsten.  Besonders  bemerklich  ist,  dass 
diese  Glieder  selbst  wandelbare,  aber  ihre  Summen  feste,  Werthe  an- 
nehmen, und  man  kann  ganz  kleine  Dreiecke  angeben,  für  vCelche  dieses 
schon  der  Fall  ist.  Es  folgt  hieraus,  dass  die  Erweiterung  der  Gaussi- 
schen Endformeln,  die  bei  ihrer  Anwendung  auf  das  Revolutions- 
ellipsoid  von  kleiner  Excentricität  die  Glieder  der  vierten  und  der  fünf- 
ten Ordnung  enthalten  würden,  auf  Glieder  sechster  Ordnung  von  gar 
keinem  Nutzen  gewesen  wäre,  sondern  dass  es  nothwendig  auch  der 
Entwickelung  der  Glieder  siebenter  Ordnung  bedurfte  um  Formeln  zu 
erhalten,  die  wesentlich  grössere  Genauigkeit  gewähren.  Durch  Aus- 
dehnung der  Entwickelungen  bis  auf  diese  Grenze  gelangte  ich  zu  Aus- 
drücken, die  auf  die  Auflösung  von  sphäroidischen  Dreiecken  angewandt 
werden  können,  deren  Seilen  bis  20^  lang  sind. 

Den  vorstehenden  Erklärungen  zufolge  bin  ich  also  allenthalben 
in  dieser  Aufgabe  Eine  Ordnung  weiter  gegangen  wie  Gauss  im 
Allgemeinen,  und  zwei  Ordnungen  weiter  wie  Gauss  in  seinen  End- 
formeln. Meine  allgemeinen  Endformeln  sind  bis  auf  Grössen  der  sech- 
sten Ordnung  vollständig,  und  bei  der  Anwendung  derselben  auf  das 
Revolutionsellipsoid  von  kleiner  Excentricität  folgen  daraus  Endformeln, 
die  bis  auf  Grössen  achter  Ordnung  vollständig  sind. 


79. 

Nehmen  wir  zuerst  die  Reduction  des  sphärischen  Dreiecks  auf  ein 
ebenes  von  gleichen  Seiten  vor.  Die  Seiten  dieser  beiden  Dreiecke,  die 
wir  uns  vorläufig  in  Theilen  des  Kugelhalbmessers  ausgedrückt, denken 
wollen,  sollen  mit  a,  b,  c,  die  Winkel  des  sphärischen  Dreiecks  mit 
Ay  B^  C,  und  die  des  ebenen  Dreiecks  mit  A+^A,  B+z/B^  C+^C 
bezeichnet  werden.  Die  Trigonometrie  giebt  hierauf  die  beiden  folgen* 
den  Gleichungen 
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(95)     .     .       BinbsmccosA  =  cosa — cos&coso 

bccos{A+JA)  =  — -2-^^"*"T^^"*"T^ 

Die  Entwickelang  der  zweiten  in  Bezug  auf  ^A,  und  die  Yergleicbung 
derselben  mit  der  ersten  fuhrt  auf  die  folgende 

sinfcsincsinA.^il  -f-YsinfcsinccosA.^il^  =:  K 

wenn 

iii  ===  cosa-cos6cosc+(a2-62_c2)£l^|££ 

gesetzt  wird.  Aus  den  Reihen 

sina  =  a(l-|a2+^a^  +  .  .) 

cosa=  1— la^+la^  — ^a«  +  .  .. 
folgt  aber  leicht,  wenn  man  sie  auf  6  und  c  anwendet, 

cos  b  cos  C  =   1  —  Y  6^  —  Y  ^^  +  24  ^*  "^  T  ^^^^  "^  24  ^^ 

720^  48^  ^  48*^  ^  720*^ 

bc  —    ^  6  '^  6  ^   ^  1 20  ^   ^  36  ^  ^    ^  420  ^ 

woraus 

^  —  24^  12*^12*^^24'^  12^^^^  24^ 

-  4*'  +  2iö*'*'+7i«'*'^'+2lö*'^' 
860  ^   ^  860  '^  *^   ^  860  '^  ^         860  ^ 

folgt.  Die  Gleichung  (95)  giebt  aber 

sio  ^b  sin  ^c  sin  ^^1  =  1  —  cos  ^a  —  cos  ^b  — ^  cos  ^c  +  2  cos  a  cos  b  cos  c 
die  durch  die  Substitution  der  obigen  Reihen  in 

sin  ^6  sin  ^c  sin  ^A  =  —l.a'+^an^+Y^''^^—T^''^T^^^^—T^ 

^24^  24^^  24*^^   ^24^ 

tibergeht,  und  die  Division  des  vorstehenden  Ausdrucks  von  ÜT  durch 
diesen  giebt 

K  =  — ysin^ösin^csin^il  l^'^h^^'^Tö^^'^Tö^^] 

Da  nun  in  dem  mit  J'A^  raultiplicirten  Gliede  des  oben  für  ^A  erhal- 
tenen Ausdrucks  die  Substitution 
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siafrsioccosA  =  — ^^^'^T^^'^T^ 
•  ausreichend  genau  ist,  so  erhält  man 

sin6sincsinil.z/il  —  y  (a^ —  b^  —  c^)^A^ 

=  — -^sin^ösin^csin^AllH-  — a^H-  — 6^H-~c*| 
woraus  auf  bekannte  Art 

JA  =  — -J-sinfcsincsinAJl  +  ^a^  +  ^fc^^^c^j 
folgt. 


80. 

Um  den   eben  erhaltenen  Ausdruck  für  JA  von  der  Fläche  des 

sphärischen  Dreiecks  abhängig  zu  machen,  gehe  ich  von  der  bekannten 

Gleichung 

A  +  B  +  C=  180«+ A 

aus,  in  welcher  diese  Fläche  mit  A  bezeichnet  ist.  Setzt  man 

Ao  +  B-hC  =  ISO« 
so  wird  A  =  Ao  +  A  f  uöd 

sin  A  =  sin  Ao  -4-  A  cos  Ao  —  y  A^sinAo 

cos  A  =  cosAo  —  A  s>B  -^0  —  Y  ^^cosAq 

Die  trigonometrische  Gleichung 

cos&sinAsinC  =  cos  £  +  cos  A  cos  C 
wird  hiedurch 

cos  O  ^1 -f  ^  g.^ ^         ^  £X  J  —  1         ZI  sinc         «  ^    sin.4p8inC 

deren  Entwickelung  bis  auf  Grössen  sechster  Ordnung 

rosfc  —  i  —  A       ^'°^         I    ^    A2      co8^        ,.    A2  cos ^ sin B 

giebL  Es  wird  also  auch 

Sm  0  —  *Z\gin^gin(;  l'i         2  A  sinB         ^  sin^         2  ^  sinil^sinc) 

und  eliminirt  man  hieraus  A  innerhalb  der  Klammern  durch  die  bis  auf 
Grössen  vierter  Ordnung  richtigen  Gleichungen 

A  =  Yöcsmß  =  yOcsmAo  =  y  6  ~~^1 — 
und  cosB  nebst  cosAo  durch 
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accosB  a=       j-a^ — Ifcs^.^^ 

6c  cos  Ao=  —  yÄ^  +  T  ^^  +  Y  ^^ 

dann  ergiebt  sich 

und  ebenso,  oder  durch  blose  Yertauschung  der  Buchstaben  wird 

Diese  beiden  Gleichungen  geben 

sin  6  sine  sin  ily  =  2A  P"*"  T*^ — Y^^ — Y  ^^  I 
aber 

sin  6  sine  sin  il^  =  sin  6  sine  sin  A —  ^bc  cos  A^ 

=  sin6sincsinA  +  Y^(a^ — b^  —  c^ 
und  folglich  wird 

sin6sincsinA  =  2^  M  —  yo^  —  -Ifc^ — i.  ^2  j 

Hiemit  kann  man  A  in  den  im  vor.  Art.  erhaltenen  Ausdruck  für  ^A 
einführen,  und  durch  Vertauschung  der  Buchstaben  erhalt  man  hierauf 
ähnliche  Ausdrücke  für  JB  und  JC.  Nehmen  wir  jetzt  an,  dass  diese 
Ausdrücke  die  Winkelünderungen  in  Secunden  angeben  sollen,  so  rouss 
A  auch  in  Secunden  ausgedrückt  werden,  und  nimmt  man  ferner  an, 
dass  die  Dreiecksseiten  in  irgend  einem  Linearmaasse  ausgedrückt  seien, 
so  muss  man  sie  mit  dem  in  demselben  Maasse  auszudrückenden  Halb- 
messer der  Kugel,  den  ich  mit/2  bezeichnen  werde,  dividiren.  Die  Aus- 
drücke für  ^A,  ^B,  JC  werden  demnach  die  folgenden 

[    JA  =  -\^{\- 
(96)     .      j    ^fi=_-iAJl- 

"^^  ^^  T  ^  P  "^  60  fi*  "^  «0  Ä»  ~~  sTä« 

Lässt  man  hierin  die  Grössen  vierter  Ordnung  weg,  so  entsteht  daraus 

der  bekannte  Legen dre'sche  Satz,  und  ausserdem  bekommt  man  aus 

denselben 

z/A  +  ^ß  -4-  z/C  =  —  A 

welche  Gleichung  sich  von  selbst  versteht. 


80  Ä* 

+ 

6* 
60  fi« 

+ 

«OÄ« 

60  Ä* 

— 

6« 

30  Ä« 

+ 

c« 

60  fi* 

a« 

6* 

c« 
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81. 

Wenn  die  Dreiecke  nicht  grösser  sind,  als  dass  man  in  den  Aus- 
drucken (96)  noit  den  Gliedern  niedrigster  (zweiter)  Ordnung  ausreicht, 
so  ist  es  auch  ausreichend 

A  =  r^^sinA,  oder  =  r^,sinfi  ,  oder  =  r^sinC 

zu  setzen,  wo  wieder  r  =  206265'  ist,  sind  aber  die  Dreiecke  so  gross, 
dass  die  Glieder  vierter  Ordnung  der  Ausdrücke  (96)  merklich  werden, 
so  muss  A«  u^  die  zu  erreichende  Genauigkeit  nicht  illusorisch  zu 
machen,  genauer  berechnet  werden. 

Ich  will  hievon  Gelegenheit  nehmen  die  einfachen  und  strengen 
Ausdrücke  fUr  den  sphärischen  Ueberschuss,  die  man  immer  noch  selten 
in  den  Handbüchern  findet,  auf  kurze  Weise  abzuleiten.  Nehmen  wir 
wieder  die  Gleichung 

A  -h  B  -h  €=  180»  +  A 

vor,  dann  kann  man  die  allbekannten  Gleichungen,  die  dazu  dienen  um 
aus  den  gegebenen  Winkeln  eines  sphärischen  Dreiecks  die  Seiten  zu 
erhalten,  wie  folgt  stellen, 

sin  Y  A  cosY(A-4-ß — C)  =  sinAsinÄsin^yC 
sinyAcos  j-(A  —  B+C)  =  sinAsinCsin^^fe 

sinfisinCeos-j^a  =  cosY(A-f-fi— C)cosy(A— ß+C) 

Molliplicirt  man  diese  drei  Gleichungen,  Seite  fUr  Seite,  mit  einander, 
so  erhalt  man ,  nach  Ausziehung  der  Quadratwurzel  aus  dem  Produkt 
sogleich 

cosyasiny  A  =  sin  — ftsinjcsinA      .     .     .     (97) 

die  nach  der  Division  durch  cosya  schon  eine  einfache  und  strenge 

Formel  zur  Berechnung  des  sphärischen  Ueberschusses  wird.  Sie  ist 
indes  nicht  allgemein  anwendbar,  da  sie  in  den  Fällen,  in  welchen  sich 
A  nicht  sehr  weit  von  1 80^  entfernt,  nur  wenig  genaue  Resultate  geben 
kann.  Man  kann  sie  aber  durch  die  folgende  Umformung  auf  alle  Fälle 
anwendbar  machen.  Sie  giebt  zuerst 

cos^YOCOS^yA  =  cos^yÄ — siu^  yfc  sin^ycsin  ^A 


fU'fMi  ffAhifr  ^^ite  /lofch  ZnzifrhiiDff  der  Glfichung 

t/Hk  a  ^  c/>$i  &  CO»  c  +  äio  6  äio  c  cos  A 

'/ff  AifM^m  vollk^mim#!n';n  Quadrat  gemacht  werden  kann.  Diese  letztere 
v^rwArMMt  »lan  If^icht  in 

/?o»  ^  \u  ^  co»^  ^  /;  r:OM  ^  j  (J  H-  «in  ^  ^  6  sin^  Y  c 

+  28inj6cos-  sinft yccosyccosii 

und  nlintinirt  niiin  hiomit  can^  ^a  aus  der  rechten  Seite  der  vorher- 
gnhondon,  wo  urf^iidit  hwU  nach  der  Auszicimng  der  Quadratwurzel 

(WN)      roü  j  (icoH  ^  A  ■■  ^<>H  2  fccoK^  c4-  slnyfcsin  yCCosA 
llit«  Ulvinlon  dnr  (97)  (hiirh  dirso  giobt 


^  +  iK  -  6  tg  Y  c  CO»  il 

dio  ui  ullon  FulhM)  oin  aU»}<lichs(  genaues  Resultat  gewahrt,  und  sich 
Uliortiion  iut^im\  \u\v\\  oinont  sohr  einfachen  Gesetz  fortschreitende  Reihe 
muIIOmmi  IHksI,  von  wolohor  jodtH^h  hier  abgesehen  werden  soll.  Es 
^loM  ^iH'r  iKH'h  oiuo  oinftirhoro  Ft^rniol  (Ur  die  Berechnung  von  A«  die 
«(U'h  4IU«  don  vorhoi^Kohondon  auf  folgende  Weise  ableiten  Iftsst. 

KUiuittirt  lUAU  .4  iius  \)or  ^1)7^  durch  die  folgenden  bekannten  Glei- 

>KM  «  MB  *  ^4>^>^**''  i«t«  SO  orjstobi  sich 

4^!)M^«  ^^  WIM  **f  j^^iHK'&e  Wotse  4 weit  A  Att$  Ar  9>  .  »  wini 


'«Vis   ^    *   '♦^   ,\^    ^       i-^,       3S    J0,*8?        >  *'*-^  ^     *— ^■ 
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1  : 


-j-A  = 4 4 cosY«cosy(Ä  — a) 


cosyacos^ 

cos  -^  b  008  -s-  C 


Es  sind  aber  auch 

cos  Y  0         cos  Y  c  =  Y  cos  y  (^+c)  +  Y  cos  Y  (*— c) 

sinY«         sin  Y  («—«)=*  Y^^*T^         "*  T^^^t(*"**^) 
cos  Y  («— ft)  cos  Y  («— c)  =  Y  cos  Y  «^         "^  T  ^^^  T  iy~^) 

identische  Gleichungen ,  und  vergleicht  man  diese  mit  dem  vorstehen- 
den Ausdruck  für  cos  y^  cos^  y  A  »  so  wird  man  ohne  Weiteres  ge- 
wahr, dass  daraus 

^  ^  COS—S  cos  Y  ('-«)  cosy  ('-^)  co»  y  ('-c) 

cosyöcos^yA  =*= i 4 

C08  -r  6  cos  -—  c 

2  2 

folgt.  Dividirt  man  die  (99)  mit  dieser,  so  ergiebt  sich  schh'esslich  durch 
eine  einfache  Reduction 


die  auch  stets  sicher  angewandt  werden  kann. 


82. 

In  der  Geodäsie  wird  man  wohl  selten  in  die  Noth wendigkeit  ver- 
setzt werden,  von  den  eben  abgeleiteten  Formeln  zur  Berechnung  des 
sphärischen  Ueberschusses  Gebrauch  machen  zu  müssen,  sondern  sich 
io  den  Fällen,  in  welchen  die  zu  Anfang  des  vor.  Art.  angeführten  Nähe- 
nioggformeln  nicht  ausreichend  befunden  werden  solltet],  mit  eineiii 
Ausdruck  begnügen  können ,  welcher  denselben  Grad  der  Genauigkeit 
besitzt,  wie  die  Ausdrücke  (96),  mit  anderen  Worten,  welcher  bis  auf 
Grössen  sechster  Ordnung  richtig  ist.  Einen  solchen  kann  man  leicht 
aus  der  Gleichung  (97)  ableiten,  und  es  macht  wenig  Mühe  in  demsel- 
ben auch  die  Glieder  sechsler  Ordnung  mit  aufzunehmeni  weshalb  dieses 
hier  geschehen  soll.  Bekannte  Reihen  sind 

Abhaadl.  d.  K.  S.  Gesellsch    d.  Wisseoicb.   Xllt.  8 
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sin 
sin 


cosya=  1--a2  +  _a^ 

wenn  mao  der  Kürze  wegen  den  Divisor  R  und  dessen  Potenzeo  weg- 
lässt,  die  schliesslich  leicht  hinzugeftlgt  \yerden  können.  MuUiplicirt 
man  die  beiden  ersten  Reihen  mit  einander,  und  dividirt  das  Produkt 
mit  der  dritten,  so  bekommt  man  in  Folge  der  (97) 

siü-j- A=T*csin  A|  1 -4- j  02  —  ^  6*  _  J.  ^2 

^  884^  492**  ^  492**  ^    ^  4920*'   ^  576*^  *^   ^  4liÖ^) 

Aber  mit  hier  hinreichender  Genauigkeit  ist 

sinYA=TA— iiA' 
und 

A'  =  y  6 Vsin* A  =  y  6c  sin  A  (jbc  sin  aV 

EHminirt  man  hier  die  Function  innerhalb  der  Klammern  durch  die 

Gleichung 

26ccosA  =  62-|-c2_^2 

so  wird 

Die  Substitution  dieser  Ausdrücke  in  den  fttr  sin  y  A  >  und  die  Ergän- 
zung der  oben  ausgelassenen  Divisoren  giebt  sogleich 

A=Y6csinAJl  H.^_^-|L_^ 


■    96Ä*  480Ä*    ■     444Ä*  480Ä* 

> 

woraus  durch  die  Vertausch ung  der  Buchstaben  die  folgenden  hervor- 
gehen : 

A  =  yacsmÄjl  -j^  +  ^-^j^ 

480Ä*  "*"  96Ä*  "*"  444Ä*         480Ä*  ) 

A  =  Y^S^^^h  ~irÄ*~ä?Ä»-»-8^ 


480Ä*  480Ä*  ^^  444A*  ^    96Ä* 
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Diese  Ausdrücke  sind  bis  auf  Grössen  achler  Ordnung  genau,  und  es 
ist  in  denselben  vorausgesetzt  dass  ^  in  demselben  Linearmaasse  aus- 
gedrückt werde  wie  die  Dreiecksseiten. 


83. 

Hit  Uebergehung  der  Glieder  sechster  Ordnung  lässt  sich  hieraus 
noch  ein  Ausdruck  für  ^  ableiten,  welcher  sich  besonders ' zur  An- 
wendung eignet.  Setzt  man  zur  Abkürzung,  und  um  A  iQ  Secunden 
ausgedrückt  zu  erhalten 

(Aö)  =  5^,  6c  sin  A 

und  nimmt  auf  die  folgenden  Ausdrücke,  die  bis  auf  Grössen  vierter 
Ordnung  richtig  sind,  Bedacht 

o»    %{^a)s\nA  .     J^  >(Ao)  sinB  .     ^ >(Ao)8inC 

W         rsioBsioC  »      Ä»  rsinAsmC  '      Ä*  rstiiilsiaB 

SO  wird  der  erste  der  Ausdrücke  flir  A  ^^s  vor.  Art. 

A  — vA«;  "t-    42r     •  sin il sin B sin C 

Da  aber  jetzt  in  den  Gliedern  vierter  Ordnung 

A  H-fi-f.  C=  180« 
gesetzt  werden  darf,  so  wird,  wie  leicht  zu  beweisen  ist, 

sin^A  — sin^fi  — sin2C=  —  2cosAsinfisifiC 
nnd  man  bekommt  folglich 

A— ^Z\öj-t-     e^     slnBsinC  6r    ^^^8  ^ 

zur  Anwendung  in  den  Ausdrücken  (96)  hinreichend  genau,  da  er  bis 
auf  Grössen  sechster  Ordnung  richtig  ist.  Durch  die  Vertauschung  der 
Buchstaben  erhält  man  hieraus  die  folgenden 

(A^)  =  j^ac  sin  B 

L^         \L^   J  ^^    Sr     siQiisinC  «r  ° 

und 

A  /  A    \    .    (Ac)»      Sin  C  (Ac)»  „^.     f, 

Unler  diesen  drei  Systemen  von  Formeln  kann  man  in  der  Anwendung 

bellebie  wählen. 

8* 
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84. 


Die  ähnliche  Reduction  des  sphäroidischen  Dreiecks  auf  dem  Re- 
volutionseltipsoid  auf  das  sphärische  lässt  sich  nicht  so  einfach  aus- 
fuhren, obgleich  das  Resultat  derselben,  wenigstens  bis  auf  Grössen 
sechster  Ordnung,  sehr  einfach  ist,  und  in  der  Form  Aehnlichkeit  mit 
dem  vorhergehenden  hat. 


In  der  vorstehenden  Figur  sei  P  der  Nordpol  des  Ellipsoids,  PA, 
PB,  PC  drei  Meridiane,  auf  welchen  die  Ecken  des  allgemeinen  sphä- 
roidischen Dreiecks  DEF  liegen.  Die  reducirten  Breiten  dieser  Ecken 
und  die  Längenunterschiede  derselben  seien 

PD  ~  90«  —  /?  ,  APB  a»  X' 
PE  =  90<>  ~  ß' ,  BPC  «t  X 
PF  uz  90<>  — /y\   APC^X" 

Die  Dreiecksseiten  und  Winkel  seien 

FE  =  a  .  FDE  =  n 
DF^o\  DEF  =x  «' 
DE^c\    DFE  =  n 

und  es  wird  angenommen,  dass  diese  Seiten  in  Bogentheilen  des  Aequa- 
tOrs  ausgedrückt  seien.  Die  Azimuthe  sollen  wieder  alle  vom  Südpunkt 
des  Horizonts  in  einer  und  derselben  Richtung  durch  den  ganzen  Um- 
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kreis  gezählt  werden,  wendet  man  dahßr  auch  in  Bezu^  auf  diese  die 
im  Art.  76  eingeführte  Bezeichnung  an,  so  wird 


ADF  =  «',  BFEmza  ,   FEP 

ADE^a,  DFP+ISOOss«',  DEP 

Man  erkennt  hierauf  leicht  aus  der  Figur  dass 


180< 


a 


1 80<»  s=a 


n 


=  a 


a 


n 


II 


a 


II 


a 


a 


a 


n 


SO  wie 


A"  =  ;l  +  X 


Die  im  Vorgehenden  eingeführten  Hulfsbögen  %  und  o)  sollen  auf  die«- 
selbe  Weise  theils  ohne  Striche,  theils  mit  einem,  theils  mit  zwei  Strichen 
bezeichnet  werden.  Auch  wird  jetzt 


a> 

= 

X 

Hh 

^w 

(0 

» 

A' 

-H 

^Cö' 

II 

5a 

X' 

+ 

z/w" 

85. 

Bildet  man  nun  für  je  zwei  der  Dreieckspunkte  DEF  das  im  Art.  27 
eingeführte  sphärische  Dreieck,  so  wird  man  drei  sphärische  Dreiecke 
erhallen,  in  welchen  die  Seiten  und  die  gegenüber  h'egenden  Winkel 
die  folgenden  sind. 


zu  FPE  gehörig 


zu  DPF  gehörig 


zu  BPE  gehörig 


900 -./S",      900-/?',  ;j 

800  H-  a    .    1 800  —  a  ,  «) 

90    -  /?   ,      90   -  /?"  ,  ;f' 

a  ,  CO 


--  1 80«  +  a  ' ,    1 800  — 


900  —  /?■  ,  900 

i  800  __  a" ,    _  1 800 


/»  II 


Von  den   in  diesen  Dreiecken  statt  findenden  Relationen  werden  für 
UQjsern  Zweck  die  folgenden  gebraucht. 


1*18 
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sin  %  sin  a  =ss  cos  /J^  s 
sin/cosa  =  — cos/J  s 
sinx'sina'ss  cos/?'s 
8in;f"cosa"=  — cos/J  s 
cos/  =       sin/9  s 

cosjf"  =       sin/Js 

cos;^  =       sin/?'s 


noD 

n  /?"  -f-  sin  /J  cos/J''  cos  w 

ncö" 

n  /J'  -f-  sin  /ff  cos  ß  cos  w" 

n  /?"  -4-  cos  /J  cos  /?"  cos  <»' 

n/S'  -f- cos/J  cos /?*  coscö" 

n  /J"  -+•  cos  /J*  cos  /?"  cos  « 


aus  welchen,  wegen   n  =  a"  —  a    leicht 

cos/cosx'+sin/  sin;f"cosn  =  cos;f-4-  cos/J'cos/J"{cos(a)" — w ) — cosooj 

folgt.    Sei  nun 

80  ergiebt  die  oben  erhaltene  Gleichung 

cos (<j'  —  Jo) cos (a"  —  Jq)  -4-  sin  ((/  —  Jo) sin (a"  —  Jo) cosn 
=  cos  (a  — Jq)  -4-  cos/J' cos/J"  jcos  (A  -4-  z/w*  —  /:/w')  —  cos (Ä  -4-  ^co)} 

welches  eine  strenge  Relation  im  allgemeinen  sphäroidischen  Dreieck  ist. 
Nehmen  wir  nun  ein  sphärisches  Dreieck  an,  welches  dieselben  Seiten 
wie  das  sphäroidische,  aber  die  Winkel  n  -f-  Jn,  n  +  Jn  ^  n'  -f-  Jfi' 
hat,  so  giebt  dieses  die  Gleichung 

cos  a  cos  a  -4-  sin  a  sin  a  cos  (n  -4-  Jn)  =  cos  a 

und  aus  diesen  beiden  Gleichungen  muss  der  Ausdruck  von  Jn  er- 
mittelt werden. 


86. 

Entwickelt  man  die  beiden  eben  gefundenen  Gleichungen  indem 
man  blos  auf  die  erste  Potenz  der  mit  vorgesetztem  J  bezeichneten 
Incremente  Rücksicht  nimmt,  so  wird  die  Gleichung  des  sphäroidischen 
Dreiecks 

cos  G  cos  a  -f-  sin  a  sin  o  cos  n 

-4- jsin/^os/ — cos;f' sin/cosn  \Ja'\-  \  cos^'sin/ — sin;if' cos/cosnj^o" 

=  cos  0  -f-  sin x^o  -4-  cos/J' cos /J" sin  co  { Jta  -4-  z/co'  —  //m" } 

da  man  wegen  der  Uebergehung  der  Quadraleder  Incremente  x^  X^X^  0), 
bez.  statt  a,  a\  o\  k  setzen ,  und  überhaupt  die  Coefßcienten  der  Incre- 
mente, so  behandeln  darf,  als  gehörten  sie  dem  sphärischen  Dreieck  an. 
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welches  die  Seiten  y*  X  >  /  und  die  Winkel  n,  n,  n  hat.    Dieses  Drei- 
eck giebt  aber 


I M  /       • 


sin;ircosn  ss  sin;;  cos;;  —  cos;;  sm;;  cosn 
sin  %  cos  n'  =  cos ;;'  sin  /  —  sin  %  cos  /  cos  n 

und  folglich  geht  die  vorstehende  Gleichung  in  die  folgende  über, 

cos  0  cos  o"  -f-  sin  a  sin  a  cos  n  -f-  sin ;;  cos  n  Ja  -f-  sin  %  cos  n  ^o" 
sss coso  -4-  sin;; ^0  -4-  cosß^cosßf  [Jio  -4-  ^o)'  —  ^w"} 

Die  Gleichung  des  vor.  Art.  für  das  correspondirende  sphttrische  Drei- 
eck wird  durch  ein  einfaches  Verfahren 

cos  a  cos  <j"  -+•  sin  a  sin  o"  cos  n  — ^  sin ;;'  sin/ sin  nJn  =  cos  <j 

and  wenn  man  erwögt,  dass  in  dem  jetzt  eingeführten  sphärischen  Drei- 
eck die  Relationen 


»f 


8in/  siny  8in/ 

sinn  """  BiQti    "~  siDti 


Statt  finden ,  so  erhalt  man  aus  dem  Unterschied  der  beiden  eben  ent- 
wickelten Gleichungen 

^n  =  -1 — F-: — frjsmn-: Sinn  cosn  -. — » —  cosn  smn  -r— ^^ 

sinn  sinn    (  sin/  sid/  »»ny 

.    cos /9' cos  Ä"  sin  w  (     >       .       >   '  v   ") 

sin/  sio/"sinn  (  ) 

Auf  dieselbe  Art  bekommt  man  ausserdem 

Jn  = -^ : — ^{smn-r— ;  —  cosnsmn  -r— r.  —  smncosn  -: — | 

sinnsion"  (  sm/'  sin/"  siu/ ) 

co8^cos/S"sinQi'(     V       .       V  r  j   ») 

sm/siD/'sinn"  (  ) 

j  n  4  (    .      //  ^o"  .  t  Ja  »       I  Ja'  ) 

^n  =  —• : — r-\  Sinn  -. — j.  —  smn  cosn- cosn  smn  - — >j 

sin  n  sm  n     (  sm/"  sin/  »>n/ ) 

cos/9cos/9'sino)"(    >      .       v   »  ^   « 

sin/   sin/" smn ( 

Ich  bemerke  hiezu,  dass  die  dritte  dieser  Gleichungen  aus  den 
beiden  andern  deshalb  nicht  durch  die  Yertauschung  der  Buchstaben 
erhalten  werden  kann,  weil  die  Gleichung  r  =  A  -H  A'  die  betreffende 
Yertauschung  nicht  zulässt. 


87. 

Die  Reductionen,  die  zur  Entwickelung  der  eben  erhaltenen  Glei- 
chungen erforderlich  sind,  führen  sich  weit  leichter  aus,  wenn  man  statt 
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des  bis  jetzt  betrachteten  allgemeinen  sphäroidiscben  Dreiecks  das  be- 
sondere Dreieck  betrachtet,  in  welchem  die  eine  Seite  ein  Meridianbogen 
ist.  Der  Uebergang  vom  besonderen  zum  allgemeinen  Dreieck  ist  nach 
dem  Schlüsse  der  Entwickelungen  leicht  zu  bewerksteihgen. 

Man  verlängere  die  Dreiecksseite  FE  der  Figur  de3  Art.  84  bis  in 
6,  wo  sie  den  Meridian  PA  schoeidet  und  bezeichne  die  reducirte 
Breite  dieses  Durchschnittspunkts  mit  w,  so  wie  den  Winkel  PGE  mit  m. 
Hiemit  hat  man  das  besondere  sphäroidische  Dreieck  EDG  erhalten,  in 
welchem,  ausser  den  schon  eingeführten  Beziehungen  die  Seiten 

EG  =  S  ,   Da=  S' 

gesetzt  werden  sollen.  Die  zu  S'  und  S'  gehörigen,  dem  Bogen  x  ana- 
logen, Bögen  sollen  g)  und  (p  genannt  werden.  Da  nun  ausserdem  der 
Dreiecks  Winkel  n  in  a  übergeht,  so  verwandelt  sich  die  Gleichung  des 
vor.  Art.  für  Jn  in  die  folgende, 

(101)    Ja' »  ,i^J,i,^(6in  a'^f-  -  sinn  cosm^-g^  cosnsinnij^  j 

.    eo8/9'cosu;sinQi  /  ^  ^  "\ 

-♦-    ♦        i — jT-' — }  ('^(O  —  -^w  ) 
sio^sinysinn'^  ' 

indem  jetzt  Jta'  s  0  ist»  da  die  Punkte  D  und  G  in  Einem  Meridian 
liegen. 


88. 

Nehmen  wir  die  Gleichung  (17)  vor,  die  mit  Uebergehung  der  mit 
^  und  e^  multiplicirten  Glieder  folgender  Maassen  gestellt  werden  kann, 

und  in  welcher,  der  genannten  Uebergehungen  wegen,  fc  =  e  sin  ßo  an- 
genommen werden  darf.  Eliminirt  man  hieraus  /So  und  q>  durch  die 
Gleichungen  (4  5),  so  nimmt  sie  die  folgende  Form  an, 

a  =(l  —  J  e^  — y  e^  cosy  sin^ «')  ;f +-ie'(siny  —  cosy  cos^a*)  si^^ 

— l-e^sin/J'cos/S'cosa  sin^;f 

wo  den  Bezeichnungen  des  ersten  Abschnittes  gemäss  ß^  und  a  dem 
Anfangspunkt  von  a  angehören.  Aendert  man  nun  diese  Bezeichnungen 
in  die  hier  eingeführten  ab,  und  bedenkt  dass  £'  ein  Meridianbogen  ist, 
so  findet  man  leicht  dass 


8iu 
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Dm  JS  zu  erhalten 

flixiw^  «in  180®  —  m,   t'\xx^> 

um  JS'  zu  erhalten 

^  \n  ß  j   a  in  0  ,   x'vMp 

um  ^a"  zu  erhallen 

p  m  ß,    am«,    ;f  in  ;f 

verwandelt  werden  müssen.    Man  bekommt  daher  die  folgenden  Aus^ 
drücke,  J^:^  =  _  ^  e«  ( 1  +  cos  hv  sin  2m)-.5L- 

♦  8ID9)  4        ^  '  %\n<f 

+  -j-e^(1  — cos^(2 — sin  2/w))  cos  g) 
+  Y  ß^  ßin  w  cos  u;  cos  m  sin  9 

^__J-e2-^,-  +  lß2(<_2cos2/?)co8(»'      . 

lu  tf'  4         610  ^'  4        ^  r/  ^  • 

—  yß^sin^cos/ysin^'    .     .     .     (102) 
-^=_±e2(<  ^.eos^/JsinVO;jf^ 

4.1^2(1  _cos2/?(2  — sin20)cosx'' 

—  Y  «2  sin /?  cos /?  cos  a"  sin  / (^03) 

Da  nun  hier 

w  SS  ß  —  q/ 

wird,  so  erhält  man 

cos  ^  =  cos  ^/?  +  2  sin  ß  cos  ß  sin  tp  cos  (p'  -4-  sin  ^g>'  —  2  cos  ^ß  sin  V 

sinfi?cosu;=sio/Jcos/JH-sin9COS9' — 2cos2/?ßiny'cos9 — 2siD/?cos/?sin  V 

Eliminirt  man  hiemit  w  aus  dem  vorstehenden  Ausdruck  für  ^^,  und 
nimmt  auf  die  Gleichungen 

cos  a  sin  /  =  cos  (p  sin  tp'  —  sin  g)  cos  tp'  cos  m 

cos  X '  =  cos  q>  cos  9'  -4-  sin  qp  sin  qp  cos  m 
Rücksicht,  so  bekommt  man  sehr  leicht  den  folgenden  Ausdruck 
L=  _ i. e^(H.sin%,sinV)£,^ -  ie^cosV (< -2 sinV) sin%.,-|^  (t 04) 

— -  e^  sin/? cos/?sin %i  sin  cp'  cos cp'-r^ 

-k-je^  jcosy  +  sin %i cos 9) sin '^cp  —  2  cosa'sin  ^^'sin/j 

-^j  ekos^ß\2cosq>-8inhncos(pi-2sinhncos(psin^(p'--  icosa'sinqp'sin/j 

-4-  j  e^sin/?cos/?  |cosmsin  q> — 2  sin9)'cos/+sin%i  cosysin  (p'co&q>'\ 
der  hiemit  zur  Substitution  in  (101)  vorbereitet  ist. 


Bin< 
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89. 

Die  Gleichung  (20)  wird  nach  der  Elimination  von  /^o «  und  wenn 
man  nur  das  mit  e^  multiplicirte  Glied  beibehält, 

•  J(o  =  Y  c'  cos  ß!  sin  d  .  % 

wo  die  Bezeichnungen  wieder  die  des  ersten  Abschnittes  sind.  Durch 
Einführung  der  hier  festgesetzten  Bezeichnungen  ergiebt  sich  aus  diesem 
Ausdruck 

J(ä  =:  Y  c^  cos  te;  sin  m  .  9) 

J(o  =  Y  e'  cos  /?  sm  a   .  % 

also  nachdem  w  durch  die  Gleichung 

cos  w  =:  cos  ß  cos  q>  +  sin  ß  sin  q> 
eliminirt  worden  ist, 

.^w  — z/(»''==~Yc2cos/Jsina  sin/j-ji^  —  ST^^^^v' j 

+  Ye^sin^sina  smy  sm;^  ^ 

wenn  man  auf  die  jetzt  statt  findenden  Relationen 

sin  (p  sin  tp*    _^    sin^f' 

sin  a^*   ""    «in  n'    ""    sin  m 

Rucksicht  nimmt.    Da  ferner 

cos  z?'  sin  Q)  =s  sin  m  sin  9 
ist,  so  bekommt  man 

cos/9'cosu;sina>  ^___    cosw 
sin^siny  sinn'    """  sin<p' 

und  wenn  wieder  w  eliminirt  wird, 

cos/f'cosu^sinQf  ^.      ^     _     ^^^  ^  cos  a>' 

-r-^—-. — -jT-' T    5^    Sm    /S    +    cos  p  TiTTf 

Sin ^sioy  Sinn  ^  ^    sin  y' 

Die  Multiplication  giebt  hierauf 

ti{\vt\  cos /J* cos «;  sin w  /   a  j   "\         ^   >.2^:-    ''«c     '«:«    "    V 

^         ^   sin^siny  sinn'^  '         %  ^         "'   sinfj 


P 


4    o        4/»(sina"sinm  '(    y"  <iP  r)  .      »   •       r  •      //  v '    ) 

— ye»sin/?cos/?jsina"sin/j-^,— 5^cos(;p'j-sma''cos9'sin/jj^} 

womit  die  Aasdrücke  aller  aus  (101)  fortzuschaffenden  Functionen  er- 
langt sind. 
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90. 

Die  Subslitution  der  Aasdrücke  (102),  (103),  (404),  (405)  in  (104) 
giebt  nuD  Ja  in  folgender  Form, 

—  «•  —  «*  cos  */? 

^«"=sirlnäiniii0)  +  (4)l+itirii^l(2)  +  {ö)l   •    -006) 

+  inr;rss7rl(3)  +  (6)  { 

und  wenn  man  die  Ausdrücke  der  Coefficienten  so  iheilt,  dass  (1),  (2), 

(3)  die  Bögen  9),  9)',  /  enthalten,  die  (4),  (5),  (6)  hingegen  davon  unab- 
hängig werden,  so  findet  man 

(4)  ==  —  sina  (1  ~ sin^msin V) jT^  +  sinn'cosm jt|!^^ 

(2)  = -^  2 sin a" sin 2m cos 9)'  \JL JE-cos©  1 

—  smasin^m—^ — l-sm^a  cosnsmm-^^, 

sin«/)  %mx 

(3)  =  —  sin  a  sin  n  sin  m  sin  /  j  X:_  _  ^  cos  q> 

\%\nx'        siny  ^ 

(4)  =  sin  a  cos  qp  —  sin  n  cos  m  cos  tp  —  cos  n  sin  m  cos  x ' 
H-  sin  a  sin  %i  cos  qp  sin  ^tp  —  2  sin  a  cos  a '  sin  qp'  sin  % 

(5)  =  —  2  sin  a^cos  qp  +  2  sinn  cosmcos^)'  +  2  cos  n  sin m cos  % 

H-  sin  a'sin  ^mcosy  —  2  sin  a'sin  %cos  y  sin  V 

—  sin  V  cos n  sin  m  cos  /  +  4  sin  a  cos  a  sin  qp'  sin  / 

(6)  =  sin  a' cos  m  sin  9)  H-  sinn  cos  m  sin  9)'  +  cos  a' cos  n'  sinnt  sin/ 
+  sin  a"  sin  ^m  cos  9)  sin  9)' cos  9)'  — 2  sin  «"sin  9)' cos/ 

die  noch  auf  ihre  einfachste  Form  hinzuführen  sind. 


91. 

Zur  Reduction  des  Goefßcienten  (1)  bemerke  ich,  dass  die  sphä- 
rische Trigonometrie  die  Gleichung 

sin  a  cos  q!  =  cos  n  sin  m  +  sin  ri  cos  m  cos  9) 

giebt,  und  dass  identisch 

1  —  sin  %!  sin  ^tp  =  cos  ^9)'  +  cos  %i  sin^  9)' 

ist.    Hiemit  erhalt  man  leicht 
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sin  a"  ( 1  —  sin  hn  sin^y')  cos  y'=  cos  n  sin  m  cos  ^cp'  +  cos n'sin  m  coshn  sin^g> 

+  sin  n  cos  m  cos  9;  (1  —  sin  hn  sin  ^g)*) 

Aber  die  Trigonometrie  giebt  auch 

cos  (p  =:  cos  q>'  cos  ;^"  +  sin  q>  sin  ;if*'  cos  a 
cosa'  =5  «—  cos n  cosm  +  sinn  sin m cos q) 
woraus 

cos9)(1  — sin^sin  V)  =  cosy'cos/  —  cosn  cosmsiny'sin/ 

folgt.    Setzt  man  diesen  Ausdruck  in  das  letzte  Glied  der  vorstehenden 
Gleichung,  so  wird  alsbald 

(1 07)    sina" (1  —  sin %> sin ^(p) as cosn'sinm cos q>  +  sinn  cosmcos/ 

womit 

erhallen  wird. 

Den  Ausdruck  des  Coefficienten  (2)  bringt  man  zuerst  leicht  auf 
die  folgende  Form 

(2)  =  —  sin  a^sin^m  cos  (p  ^^^^^coscp'  j  -  sin  «sin  n  sinmsiny'sin/J52- 
^-sina''sinm{sina''cosn' —  sinmcosg)'|-jj^, 

und  wendet  man  hierauf  die  trigonometrische  Gleichung 

sin m cos  q)'  »s  sin  a  cos n'  +  cos  a  sin  n  cos %* 
an,  so  ergiebt  sich 

(2)  =  -  sina'sin^mcoscjp'  j^,  -  jjf^cosy' 

—  sin  a"  cos  a  sin  n  sin  nij^,  —  sin  a  sin n  sin  m  sin  op'  sin /  -r^ 

Der  Coefficient  (3)  hat  oben  schon  seine  einfachste  Form.  Ftlr  den  Coef- 
ficienten  (4)  nehme  ich  die  Gleichung  (107)  vor,  die  ich  wie  folgt  stelle, 

sin  a   =  cos  n  sin  m  cos  9  +  sin  n  cos  m  cos  /  +  sin  « '  sin  hn  sin  ^qp' 

und  eliminire  damit  das  Glied  sina" cos cp  des  Ausdrucks  für  (4),  wodurch 

(4)  =  — sinncosm(cos9-^cos9)COs/) — cosn'sinm(cos/ — cos  9)  cos  (jp') 
+  2  sin  a  sin  %i  cos  qp  sin  V  —  2  sin  a  cos  «sin  qp'sin  / 

entsteht.  Aber  die  Trigonometrie  giebt  auch 

cosq>  =  cos  9)  cos/  +  sin  qp  sin/ cos  n 
cos  X  =  cos  (p  cos  (p'  +  sin  (psintp  cos  m 
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Durch  Hülfe  dieser»  so  wie  der  Relationen  zwischen  den  Sinussen  der 
Seiten  und  denen  der  Winkel  geht  der  vorstehende  Äusdrucic  in  den 
folgenden  über, 

(4)  =  — 2sina''sin9)'sin;^''jcosa''H-cosn'co6m— sinn'sinmcosqpl 

=  0 
da  auch 

cos  a  =  —  cos  ri  cos  m  +  sin  ri  sin  m  cos  9 

ist.  Diese  letzte  Reduction  hat  uns  auf  die  folgende  Gleichung  geführt, 

sin  a  cos  qp  —  sin  n  cos  m  cos  9'  —  cos  n  sin  m  cos  % 
=  —  sina'sin%icos9)sin^9)'  +  2sina"cosa"sin9)'sin;^" 

und  benutzt  man  diese  um  die  drei  ersten  Glieder  des  Ausdrucks  von 
(5)  fortzuschaffen,  so  wird  sogleich 

(5)  =  sina'sinw  jsinmcosqp  —  sina"cosn'cos;^"j 


=  sin  a '  cos  a"  sinn' sin  m 


/i     •         r     _        •         »I        _     #  tt 


iodero  die  Trigonometrie  auch 

sin  m  cos  y  =  cos  a  sm  n  +  sm  a  cos  n  cos  % 
giebt.  Vermittelst  der  Anwendung  der  Gleichungen 


n  _  /  _•         #» // 


COS  m  sm  9  «b  sm  tf  cos  %  —  cos  9  sm  %  cos  a 
cos  m  sin  9)'  =  sinqpcos;^"  —  cos  9  sin  ;^"  cos  n 
cosa'sin%"  =  cos  9)  sin  y'  —  sin  9)  cos  9)' cos  m 

auf  die  drei  ersten  Glieder  des  Ausdrucks  von  (6).  erhält  man  ohne  Mühe 

(6)  =  — sina"cos9)'6in;^"}cosa"H-cosn  cosm  —  sinn  sin m cos qpl 
=  0 

womit  die  Reductionen  ausgeführt  sind. 


92. 

Substituirt  man  jetzt  die  im  vor.  Art.  erhaltenen  Ausdrücke  der 
Coefficienlen  (1)  bis  (6)  in  (106),  so  ergiebt  sich,  wenn  man  zur  leich- 
teren Uebersicht  die  Bezeichnungen 
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A   =S    j-r^-w r^COSCpi  COlffn    +    j-r^ ^  COS  v" {cOtff  11» 


/»  .   .      »/ 


B  :ss  —    {^^-n  — r^—COSOp  } : — j —  COS© 

(sm/  siny         ^  )       sinn  ^ 

—  tK^I^''*"  ^^"  — sin    ^'^"  sinysm^ 
C  =  —  Irf-"  — r^cos©  I  sin  a" sin y" 

(sin/  sin<f>  '   )  ^ 

einfuhrt, 

Ja"  =  -J-eU  +  ya^cos^/J.fi  +  ye^sin/Jcos/J.C 

Es  ist  hiebei  zu  bemerken ,  dass  wenn  man  die  Seiten  des  sphdroidi- 
schen  Dreiecks  als  kleine  Grössen  erster  Ordnung  betrachtet,  die  beiden 
ersten  Glieder  dieses  Ausdrucks  fur  Ja"  von  der  vierten,  das  dritte 
Glied  aber  von  der  fünften  Ordnung  sind. 


93. 

Es  wird  von  Nutzen  sein  auch  die  Ausdrucke  der  beiden  andern 
Winkel  unsers  Dreiecks  in  Function  derselben  reducirten  Breite  ß  zu 
entwickeln.  Zu  dem  Ende  giebt  der  Ausdruck  des  Art.  86  für  Jn\ 
wenn  man  ihn  auf  das  besondere,  jetzt  in  Betracht  stehende  sphäroidi- 
sche  Dreieck  anwendet, 

Jm  =  -: — n-. — «{smm-^ — n  —  smce  cosn cos«  smn  -: — ?[ 

sin«  sinn  (  sin/  sin  <//  sin^  ) 

CW  ß  cos  B^  %\tk  O}"  f   ^  J    *>\ 
:     ^    '        ^^    •..     AJ(Xi Jm    ) 

sin^  sin/  sin  et    ^  ' 

Da  cos/?'sinco"  =  sina'sin/  ist,  so  wird  sogleich 

cos /J cos /S' sin w"  _^    cos^    ^_^    cos /9 sinm 
sin ^' sin/' sin a"   ""    sin</>'    ""  sin /" sin n' 

Die  Mulliplication  mit  dem  Ausdruck  für  Jia — z/w"  des  Art.  89  giebt 
daher 

C08j5co8j5'sin  w"/  ^  >   //N  <   ^^ ^^8inft''sinm(   /"  y    ^^ '  \ 

sinysin/  sma   ^  '  *  «^       sinn       (sin/  siny  ^   ) 

+  Y  e^  sin  /Scos  /Jsin  a'sin  /  ^ 
Setzt  man  nun  mit  der  nemlichen  Bedingung  wie  oben 

4  4  "1 

--  ^  —e*  cos'/?  --  «"sin/Scos^ 

(108)    ^m  =inii^iüSi'l(^)-^(*)!*si;;?wK2)-^(5)l-^4n^7n^ 


II     (p 
sm(p 
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und  substituirt  ausser  dem  eben  entwickelten  Ausdruck  die  (102),  (103), 

(104),  so  ergeben  sich  die  folgenden  Ausdrücke  der  GoefBcienten, 

»  // 

(1)  =  sina'cosn -T^H-cosa''sinn-;^~sinm-T^ 

V  /  sm  ip  sin  fp  sin  x 

+  sin  a  cos  n  sin  %>  sin  V'  -^ 

'   8in  y 

(2)  =  sina'cosn  (1 — 2sin  V)s'o%i^j^  — sinVsinm^j^ 

+  2sinV'sinm  j-r^— -r^coscp'l 

(3)  =  sm  a  cos  n  sm  m  sin  w  cos  cp  -7^ sm  ^a  sm  n  sm  y  -r^— 

\  /  ^  T'  sin  y  '^    8in  y 

(4)  :=  —  sina'cosn'cosf)  —  cosa'sinn'cosy  H-sinmcos/ 

—  sin  «"cos  n'sin  %j  cos  q>  sin  V  +  2  sin  a 'cos  a 'cos  n'sin  9  sin  % 

(5)  =  2sina"cosn'cos9)H-2casa"sinn'coS9)' — 2  sin  m  cos  ;^" 

—  sin  a '  cos  n' sin  %icos9  + 2  sina'cosn' sin  %i  cos  9>  sin  V 

—  4  sin  a"  cos  a"  cos  n  sin  y  sin  %  +  sin  V  sin  m  cos  % 

(6)  =  —  sin  «"cos n'cos m sin  9  + cos  a"  sinn' sin 9 — cosa"sinmsin;f" 

+  2  sin  a  cos  n'sin  y'cos /' —  sin  a'cosn' sin %i cos  ysin  9  cos  y 

die  auf  ihre  einfachste  Form  hinzuführen  sind. 


M #     . tf     * f  ^^^     fr 


94. 

Bliminirt  man  vermittelst  der  Gleichung 

sin  m  cos  (p  =  sin  a"  cos  n  +  cos  a  sm  n  cos  x 

den  Factor  sina'cosn'  des  ersten  Gliedes  im  Ausdruck  fUr  (1),  so  er 
giebt  sich  sogleich 

(1)  =  — sinm  l"^, r^cosqp'l  +  cos a" sin n' j -7^ r^cosy" 

+  sin  a"  cos  n'  sin  %n  sin  V  r]~-    - 

^  sin  y 

Addirt  und  subtrahirt  man  die  Function  sinVsinmcosqp'  auf  der  rech 
ten  Seite  des  Ausdrucks  für  (2),  und  berücksichtigt  die  Gleichung 

sin  a"cos  (p  =  cos  n'  sin  m  +  sin  n  cos  m  cos  9 
so  wird 

(2)  =  sin Vsinm  |^,  -  sr^^^^V  1 

—  sin  a"sinn' sinm  cos  w  cos  cp^^ 

'Sin  fp 

—  2sina"sinn'cosn'sinmsin^'sin;("  ^ 


sing) 
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Durch  dieselbe,  eben  angewandte,  Hulfsgleichung  bringt  man  den  Aus- 
druck für  (3)  ohne  Mtthe  auf  die  folgende  Form 

(3)  =  — sina'sinn  sinmcosnicosysiny  cosy -T^ 

—  sm^a  smw  sm^cp  smy  --^— 

'  '*'   sin  fp 

Die  Gleichung  (107)  giebt  durch  die  Versetzung  der  Buchstaben 
sinm  =  cosa'sinncosqpH-sina'cosn'cosy'  +  sinVsinmsin^y 

f 

Eliminirt  man  hierait  sinm  im  dritten  Gliede  des  Ausdrucks  des  Coeffi- 
cienten  (4),  und  verfährt  übrigens  eben  so  wie  oben  bei  der  Reduction 
des  gleichbenannten  CoefQcienten,  so  wird 

(4)  =  sin a ' sin m sin  V  {sin  a 'cos/' — cosn'sinwcosqpj 
=  sin  a '  sin  n' sinm  cos  m  sin  V 
da  die  Trigonometrie 

sin  a'cos  x"  =  sin  n'  cos  m  +  cos  n'  sin  m  cos  (p 

giebt.  Hiemit  haben  wir  die  Gleichung 

sin  «"cos n' cos  qpH- cos a 'sinn  cos  9 —  sinm  cos ;f" 
=  —  sina"cosn'sin%cosysinV  +  2sina'cosa"cosn'siny  sin/' 
—  sin  a'sin  ti  sin  m  cos  m  sin  V 

erhalten,  und  eliminirt  man  damit  die  drei  ersten  Glieder  des  Ausdrucks 
von  (5),  dann  ergiebt  sich  sogleich 

(5)  5=  sin  a'sin  m|  sin  a'cos/'  —  cos  n' sinm  cos  9} 

—  2sina"sinn'8inmcosmsin  V 

a=  sin  a 'sin  n  sin  m  cos  m  —  2  sin  a"  sin  n'  sin  m  cos  m sin  ^q) 

Die  Anwendung  der  Gleichungen 

cosn'  sinqp  =  cos qp' sin/'  —  sin qp' cos/' cos a" 
cos  a"  sin  (p  =  cos  9  sin  /'  —  sin  qp  cos /'  cos n' 
cos a" sin/'  =  cosy  sin  qf  —  sinqp  cos q)' cos m 

auf  die  drei  ersten  Glieder  des  Ausdrucks  für  (6)  giebt  zuerst 

(6)  =  sin  a"sin  y'cos  /'(cos  n  +  cos  a'cos m) 

—  sina'cosn'sin^co8  9?sing)'cos9)' 

und  da 

cos n  sss  '^  cos a"cos m  +  sin  a'sin m cos (p 

ist,  so  folgt  hieraus 
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(6)  =  sin  a 'sin  m  sin  9  cos  (f  \ sin  a 'cos  %  —  cos  n'sin  m  cos  ff  \ 
=:  sin  a 'sin  n' sin  m  cos  m  sin  ^' cos  9)' 

womit  die  Reductionen  ausgeführt  sind. 


95. 

Substituirt  man  nun  die  eben  erhaltenen  Ausdrücke  der  Goefficien- 
ten  (1)  bis  (6)  in  (108),  und  setzt  zur  leichtern  Uebersicbt 

+  -X-  sin  ri  cos  ti  sin  V'  +  sin  m  cos  m  sin  V 

Ff          ix!*             (p              /  )  sin  a"sin  m    .    (  i  </>  )     • 

=  l-^-yr—z^cosw         .    , h  H  — ;~-cosg)|  smmcosm 
( sin  jjf'        ein  y         ^    J      sm  n'  (  sin  ^  '  ) 

—  2  -T^  sinn' cos n' sin  V'  —  2 sin m cos m sin  V 

810  (p  ^  ' 

C"  =  M r^  COS  o)  {  sin m cos m sin cp' cos qp' ^  sin a'sin  V sin x" 

(  sin  y  '  )  '  '  sin  y  -r         a 

SO  wird  schliesslich 

Auch  hier  zeigt  sich  auf  den  ersten  Blick,  dass  die  beiden  ersten  Glie- 
der dieses  Ausdrucks  von  der  vierten  Ordnung  sind,  während  das  drille 
von  der  fünften  ist,  wenn  die  Dreiecksseiten  als  kleine  Grössen  erster 
Ordnung  betrachtet  werden. 


96. 

Nehmen  wir  jetzt  die  Gleichung  für  ^ti  des  Art.  86  vor,  und 
weoden  sie  auf  das  in  Betracht  stehende  besondere  sphäroidische  Drei- 
eck an,  so  geht  sie  wegen  0)'=  0  in  die  folgende  über, 

Jn  = -: — ftt::  sinw -7--T — cosasmm^r--^  —  sma  cosm-^ — 

sin.a"sinm(  siny'  sin;|r'  8in<^ 

Setzt  man  wieder  hiefür 

4  4  4 

und  substituirt  wieder  die  Ausdrücke  (102),  (103],  (104),  so  bekommt 
man  zuerst 

AblMudl.  d.  K.  8.  Getell«ch.  d.  WiMeotcb    XUI.  9 
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+  sin  a 'sin  %i  cos  m  sin  V  ^-^ 

(2)  =  sina'sin^icosin^T^ — h  sinVcosw'sinm^—p 

—  2  sin  a 'sin  hn  cos  m  sin  V  -^^^ 

'    81D  <p 

(3)  =s  sina"sin%icosinsing)'cosy'^^^ 

(4)  =  —  sin  a'cos  m  cos  qp  +  sin  ri  cos  y  —  cos  a''sin  m  cos  x' 

—  sin  «"sin %i  cos  m cos  qp sin  V  +  2  sin  a'cos a'cosw  sin  (p  sin  x 

(5)  a±  26intx"oosmcos9)  —  2 sin n'cos y  +  2 cos a'sin •» cos /' 

—  sina  sin^ncosmcos^)  —  sin  Vcosa'sinincos;^" 

+  2  sin  a*sin  %  cos  m  cos  y  sin  V  —  4  sin  a'cos  a'cosmsin  y'sin  / 

(6)  =  >—  sin  tt^cos  %i  sin  9  —  sin  n'  sin  q>  +  cos  Vsin  m  sin  / 

—  sin  a'sin  %i cos  m  cos  9  sin  9'  cos  9)'  +  2  sin  a^'cos  m  sin  9  cos  / 

deren  Reduction  fast  ebenso  ausgeführt  werden  kann,  wie  die  der  vor 
hergehenden  Goeficienten. 


rr 


»     • 


97. 

Bliininirt  man  dnrch 

sinn' cos ;^'  as  sin  a'cos  m  +  cos a  sin  m cos 9 

den  Factor  sin  a' cos  m  des  ersten  Gliedes  des  Ausdrucks  von  (1),  so 
wird  sogleich 

(1)  =  cosa^sinml-r^  —  rr^coscpM  — sinn'j-r^ :^rCOsy*| 

+  sih  a'sin  hn  cos  tn  sin  V  ^^ 

Die  GoefBcienten  (2)  und  (3)  sind  keiner  weiteren  Reduction  ftihig.  Für 
die  Reduction  des  Ausdrucks  für  (4)  giebt  die  Gleichung  (107)  durch 
die  Versetzung  der  Buchslafoen 

(HO)     sin n  =  sin  a'cos m cos /  +  cos a'sin m cos qp  +  sin Vsia n'sin y 

und  eliminirt  man  damit  sinn  aus  dem  zweiten  Gliededes  obigen  Aus- 
drucks für  (4),  so  bekommt  man  auf  ähnliche  Art  wie  oben 

(4)  a=  sina'sinn  sinVjsina'cosy — sinfi'cosmcos9>| 
:=  sin  a'sin  neos  n  sin  m  sin  V 

indem  die  Trigonometrie 
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sinacosf)  s=  cosn  smin  +  smn  cosmcos^) 
giebt.  Vermittelst  der  Gleichung 

sin  a*cos  m  cos  g>  —  sin  n  cos  (p  +  cos  a'^sin  m  cos  x" 
SS  —  ^asinhncosmco8q)8m^''^2sinaco8a(X)8m8\nfpB\nx' 
—  sin  a'sin  n'  cos  n'  sin  m  sin  V 

die  sich  durch  die  eben  ausgeführte  Reduction  ergiebt ,  eliminire  man 
die  drei  ersten  Glieder  des  Ausdrucks  von  (5),  wodurch  auf  einfache 
Weise 

(5)  =  —  sina'sin%icosmcos9)  —  sin  Vcosa^sinmcosjf" 
—  2  sin  a" sin  n'  cos  n  sm  m  sin  V 

erhalten  wird.  Zur  Reduction  des  Ausdrucks  für  (6)  wende  ich  die  Glei- 
chungen 

cosm  simp  exe  ^n  qp'cos/ — cos qp' sin  ;f''cosa'' 
cos a' sin/  =  cos^  sin 9' -^  sin  tp  cos (p  cosm 

nebst  der  oben  erhaltenen  (1 1 0)  an,  und  bekomme  damit 

(6)  =  —  sina'sin^icosineosqpsinqp'cosy' 
—  sin  V  sin  m  sin  ^9)' sin/ 

womit  auch  diese  Reductionen  ausgeführt  sind. 


98. 
Setzt  man  nun  aus  demselben  Grunde  wie  oben 

A'=    (-^--^COSyMcOtgC.--!-;^--^ 

( 8in  y         sin  y  T  j       "^  I  sin  ip'        sin  ^         ^    )  sin  «"  sn 

H-  -T^  sin  m  cos  m  sin  V  +  sin  n  cos  n  sin  V 

sin  ff  ^  ^ 

ff  =  i-~-77  —  cos/i  sina^cosa^H-  \-^ cosa^i  sinmcosm 

f  sin  y  '*'   )  ( sin  y  ^  J 


sinm 


—  2  -r^  sin  m cos  m  sin  V  —  2  sin  n  cos  n  sin  V 

Sin  ff  '  ^ 


C  =  I  ^ cos  qp  I  sin  m  cos  m  sin  9)'  cos  cp'  —  sin  a  sin  ^qp'  sin  / 

dann  ei^iebt  sich  schliesslich 

Jn'  =  |eU'  +  |e^cos2/j.F  +  ye2sin/Jcos/?.C' 

Auch  hier  sieht  man  sogleich,  dass  die  Ordnungen  der  Glieder  dieselben 

sind  wie  bei  den  vorher  entwickelten  Ausdrücken. 

9* 
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Die  obigen  Ausdrucke  der  Dreiecksfläcbe  geben  ferner 

Sin  m  COS  m  Sin  V  =  2F — r—jf — 
sm  n  cos  n  sin  2;^    =  2  F — ^^^„ 

Hieraus  wird  sogleich  die  Summe  der  beiden  letzten  Glieder  des  Aus- 
drucks für  £=  —  4F,  und  folglich  ergiebt  sich 

bis  auf  Grössen  vierter  Ordnung  genau. 


101. 

Das  erste  Glied  des  Ausdrucks  für  L  wird  dem  Vorhergehenden 
zufolge  sofort 

—  —    ^  F  i  i  ^^  cos  g^^  sin  m 
""  8        f  tinn' 

und  ausserdem  findet  man  leicht 

I  ^  0~T&")  ~(^*&''""^^^'  )l  S'^^'^^s«"  =  y/^sina'cosa" 

~    S  ^       aioil' 

Die  Summe  der  zwei  ersten  Glieder  von  L  wird  also 


=  —  i-F— 2F 


cos  ff"  sin  m 


S  sinn' 

Damit  der  hier  erforderlichen  Genauigkeit  auch  SFsssina'sin^sinx" 
ist,  so  wird 

—  3  -r^sina^sinop'sin/  =  —  6F 

glü  <p  TA 

femer  wird 

—  (^  +  5^)  (^  — cosy)sinmcosm  =  —  (p^sinmcosm 

~         ^^       sin«' 

und  das  letzte  Glied  von  L  wird  zufolge  des  vor.  Art.  sssSF.    Die  Ad- 
dition dieser  Glieder  giebt  nun 

ebenfalls  bis  auf  Grössen  vierter  Ordnung  genau. 
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102. 
Filr  M  bekommt  man  iq  Folge  des  Vorhergebenden  sogleich 

s=  —  xt  \ — : +cosa  smy  i 

2  «sin  a"  cos  m.^     #   ,    iE»«:-.     ' 
r  — jT^^j; —  sm  9  +  4 1<  sin  g> 

=  _  2Fp+      3.^^.     [smy-2F     ^.^^,     smy+iFsmy 
=  0 

Glieder  der  dritten  Ordnung  in  den  Goefficienten  sind  also  nicht  vor- 
banden, und  folglich  sind  auch  in  der  entwickelten  Function  die  Glieder 
fünfler  Ordnung  gleich  Null,  wie  im  Art.  99  angeführt  wurde. 

103. 

Stellen  wir  nun  die  erhaltenen  Entwickelungen  zusammen,  so  ha- 
ben wir  erhalten 

3  Ja—  Jn—Jm=z^'^  cos  2/S 

and  um  von  hier  zum  allgemeinen  Dreieck  über  zu  gehen ,  betrachten 
wir  auch  das  besondere  Dreieck  DFG  der  oft  angezogenen  Figur,  in 
welchem  der  Winkel  FDG  =  a,  und  der  Winkel  DFGs180<^— n'  ist. 
Der  eben  erhaltene  Ausdruck  giebt  sogleich  für  dieses  Dreieck 

3  Ja  +Jn'^Jm='^  ^'cos  2ß 

wenn  die  Fläche  desselben  mit  F'  bezeichnet  wird.  Nennt  man  aber  A 
die  Fläche  des  allgemeinen  sphäroidischen  Dreiecks  Di^F,  dann  ist 

^  =F^F' 

und  ausserdem  ist  Jn  =  Ja —  Ju\  der  Unterschied  der  obigen  Glei- 
chungen giebt  also 

%Jn  —  Jn  —  Jn  =  —  ^cosiß 

bis  auf  Grössen  sechster  Ordnung  genau.  Da  diese  Gleichung  durch  die' 
Verlauschung  der  Buchstaben 

3Jn  —  Jn  ^Jn=—  ^cos  2/?' 
3Jn  —Jn—Jn=  —  ?^cos  ißT 

giebt,  so  erhält  man  durch  eine  leichte  Gombinalion  dieser  drei  Glei- 
chungen schliesslich 
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Jn 

=: 

— 

|2cos2/?  + 

cos  S/?'  + 

cos  2/5^' 

Jn 

= 

— 

42 

{   C0S2/J+ 

2  cos  2/?^  + 

cos2|«''i 

Jn' 

::^ 

— - 

e'A 

42 

cos  2/?+ 

cos  2/?^  +  i 

2cos2/S'' 

die  auch  bis  auf  Grössen  sechsler  Ordnung  genau  sind.   Man  bekommt 
überdies  hieraus 

^n+z/n+z/n"  =  —  ^  { cos  2/?  +  cos  2/?' +  cos  2/*^' } 
mit  derselben  Genauigkeit. 


104. 

Bei  der  Beurlheilung  der  Ausdehnung,  in  welcher  die  eben  ab- 
geleiteten Ausdrücke  Resultate  von  ausreichender  Genauigkeit  geben, 
kommt  vor  Allem  die  Grösse  der  Dreiecksfläche  in  Betracht ,  aber  diese 
ist  nicht  das  alleinige  Crilerion  dafür.  Man  kann  sich  Dreiecke  von  sehr 
kleiner  Fläche  denken,  die  sehr  grosse  Seiten  haben,  und  es  liegt  an  der 
Hand ,  dass  man  von  den  vorstehenden  Ausdrücken  kein  genaues  Re- 
sultat erwarten  darf,  wenn  die  Seiten  des  Dreiecks  so  gross  sind,  dass  sie 
nicht  als  kleine  Grössen  erster  Ordnung  angesehen  werden  können.  Zur 
Beurtheilung  der  Grenzen  der  Anwendbarkeit  dieser  Ausdrücke  könnte 
die  Entwickelung  der  hier  übergangenen  Glieder  sechster  und  höherer 
Ordnungen  dienen,  allein  diese  scheinen  sich  durch  das  vorhergehende 
Verfahren  nur  schwer  in  ihrer  einfachsten  Form  angeben  zu  lassen ,  sie 
werden  hingegen  mit  weit  grösserer  Leichtigkeit,  und  in  einer  nicht 
minder  eleganten  Form  wie  die  vorhergehenden,  durch  das  Verfahren 
erhalten  welches  jetzt  entwickelt  werden  soll,  und  man  kann  durch  die- 
ses mit  Leichtigkeit  nicht  nur  die  Glieder  sechster  Ordnung  sondern 
auch  die  der  siebenten  erhalten,  die  mit  denen  der  sechsten  Ordnung  in 
ähnlicher  Verbindung  stehen,  wie  dem  Vorhergehenden  zufolge  die  Glie- 
der der  fünften  mit  denen  der  vierten  Ordnung. 


105. 

Von  (lein  im  Vorhergehenden  behandelten  Falle,  welcher  sich 
speciel  auf  das  Revolutionsellipsoid  bezieht,  möchte  es  sowohl  aus  den 
ipot  vor.  Art.,  wie  aus  den  im  Art.  78  angeführten  Gründen  angemessen 
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erscheinen  auf  den  aligomeinen  Fall  über  zu  gehen,  und  die  Reduction 
eines  Dreiecks  von  kleinen  Seilen,  die  kürzeste  Linien  auf  irgend  einer 
beliebigen  Oberfläche  sind,  auf  ein  sphärisches  Dreieck  von  denselben 
Seiten  abzuleiten,  und  hiebei  eine  Ordnung  und  bez.  zwei  Ordnungen 
weiter  zu  gehen,  wie  von  Gauss  geschehen  ist. 

Wenn  man  in  den  Gleichungen  (3),  (4),  (5)  des  ersten  Abschnittes 
a  statt  A,  h  statt  «,  cp  statt  g,  und  \p  statt  a  schreibt,  so  werden  sie 

dh^  =  d<j^  +  mM(p^        (113) 

da  =  dh  cos  xp 
fnd(p  =  dhsin  xp      \^        ....     (114) 

Zuerst  ist  hier  zu  bemerken ,  dass  wie  auch  die  Oberfläche,  auf 
welcher  die  Linien  h  und  a  liegen  sollen,  und  die  Linie  h  selbst,  be- 
schaffen seien,  a  immer  eine  kürzeste  Linie  ist.  Denn  macht  man  ctqpssO, 
wodurch  A=:a  wird ,  so  sind  die  Gleichungen  (114),  von  welchen  die 
letzte  die  Bedingungsgleichung  des  Minimums  von  h  ist,  von  selbst  er- 
füllt. Diese  Eigenschaft  der  Gleichung  (1 13),  welche  im  Art.  7  in  Bezug 
auf  das  Revolutionsellipsoid  hervorgehoben  wurde,  findet  also  für  jede 
Oberflache  statt.  Es  wird  weiler  ujiten  von  diesem  wichtigen  Satze  ein 
zweiter  Beweis  erlangt  werden. 

106. 

Das  Integral  der  Gleichung  (113)  kann  ,  auch  wenn  man  von  den 
(114)  absieht,  auf  folgende  Weise  construirt  werden.  Jedenfalls  muss 
aber  irgend  eine  reelle  Relation  zwischen  a  und  qp  angenommen  wer- 
den, denn  wenn  eine  solche  nicht  vorhanden  ist,  so  kann  jede  beliebige 
stetige  oder  unstetige  Linie  ohne  Fortschrei tungsgesetz  als  das  Integral 
der  (1 1 3)  betrachtet  werden. 

Von  einem  beliebigen  Punkt  auf  einer  beliebigen  Oberfläche,  den 
ich  mit  A  bezeichnen  will,  anfangend  ziehe  man  eine  beliebige  kürzeste 
Linie,  die  als  diejenige  a  belrachtet  werden  soll,  für  welche  qpsrO  ist. 
Auf  der  Seite  dieser  Linie,  auf  welcher  man  q)  wachsend  annehmen  will, 
ziehe  man  ausserdem ,  so  nahe  an  einander  wie  möglich ,  auch  von  A 
anfangend  eine  beliebige  Anzahl  kürzester  Linien  a,  und  nenne  den 
Winkel,  den  das  erste  Element  einer  jeden  derselben  mit  dem  ersten 
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Element  der  ersten  Linie  a  macht  (p,  so  dass  sich  alle  diese  Linien  nur 
durch  den  Werlh  von  (p,  der  einer  jeden  derselben  zukommt,  unter- 
scheiden. Es  ist  nun  klar,  dass  durch  die  zwischen  er  und  ip  angenom- 
mene Relation  die  Lsinge  einer  jeden  der  Linien  <r  gegeben  ist,  trägt 
man  diese  Längen  auf,  und  zieht  durch  (^ie  Endpunkte  aller  a  eine  Linie, 
so  ist  die  Länge  dieser  ssA. 

Das  Produkt  fnd(p  ist  das  erste  Element  der  durch  den  Endpunkt 
irgend  einer  der  Linien  a  auf  der  Oberfläche  gelegten  senkrechten  Linie, 
welches  mit  einem,  mit  dem  Halbmesser  m  beschriebenen,  unendlich 
kleinen  Kreisbogen  zusammen  fällt.  Durch  die  Gleichungen  (2) ,  und 
durch  die  Verbindung,  in  welcher  die  darin  vorkommenden  Coefficienten 
£,  F,  G  mit  den  rechtwinklichen  Coordinaten  der  Oberfläche  stehen, 
kann  man  m  in  Function  von  a  und  (p  ausdrücken ,  auch  giebt  es  dazu 
noch  ein  anderes  Mittel,  wie  man  weiter  unten  sehen  wird. 

Wenn  die  zwischen  a  und  q)  angenommen^  Relation  so  beschaffen 
ist,  dass  immer  einem  reellen  Werth  von  g>  nur  Ein  reeller  Werth  von 
ö  entspricht,  so  besteht  das  Integral  nur  aus  Einer  Linie  h,  wenn  aber 
Einem  reellen  Werthe  von  cp  mehrere  reelle  Werthe  von  <f  entsprechen, 
so  wird  das  Integral  aus  mehreren  Linien  h  bestehen.  Ist  die  zwischen 
(p  und  ö  angenommene  Relation  mit  der  letzten  Gleichung  (114)  iden- 
tisch ,  so  ist  die  durch  die  Endpunkte  der  Linien  a  gezogene  Linie  h 
nicht  minder  wie  jene  eine  kürzeste  Linie  auf  der  Oberfläche. 

Es  folgt  hieraus,  dass  man  durch  die  Integration  der  Gleichungen 
(113)  und  (114),  oder  vielmehr  blos  durch  die  der  (114),  die  schon  die 
Gleichimg  (113)  in  sich  schliessen,  auf  jeder  beliebigen  Oberfläche  ein 
beliebiges  Dreieck  bilden  kann,  dessen  Seiten  kürzeste  Linien  sind. 
Dieses  Dreieck  soll  im  Folgenden  zur  Abkürzung  schlechtweg  ein  sphä- 
roidisches  Dreieck  genannt  werden,  und  in  demselben  sind  die  zwei 
Seiten  die  Linien  a,  die  den  Werthen  9>=0  und  (pss^p  angehören;  die 
dritte  Seite  ist  die  Linie  h.  Der  Winkel  zwischen  den  beiden  Seiten,  die 
von  den  zwei  Linien  a  gebildet  werden  ist  (p ,  und  da  zufolge  des  Art.  3 
yj  der  Winkel  ist,  unter  welchem  die  Linie  h  in  irgend  einem  Punkt  von 
der  betreffenden  Linie  a  geschnitten  wird,  so  sind  die  beiden  anderen 
Winkel  unsers  sphäroidischen  Dreiecks  die  Werthe  von  tp  für  ^ssO  und 
(p  =  (p. 
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107. 

UiD  die  Integration  der  (1 1  &)  analytisch  auszuführen  muss  vor  Allem 
in  in  Function  von  a  und  9  dargestellt  werden,  und  dieses  kunn,  da 
beides  a  und  h  als  kleine  Grössen  erster  Ordnung  betrachtet  werden 
sollen»  durch  Zuziehung  von  unendlichen  Reihen  geschehen,  die  stets 
schnell  convergiren  werden,  wenn  a  und  h  nicht  allzugross  angenommen 
werden.  Um  den  Ausdruck  von  m  durch  a  und  qp  zu  erhallen  werde  ich 
ein  anderes  Verfahren  wie  das  eben  angedeutete  anwenden ,  und  mich 
des  Krümmungsmaasses  der  Oberfläche  in  dem  Sinne,  in  welchem 
Gauss  es  in  die  Wissenschaft  eingeführt  hat,  bedienen.  Es  wird  da- 
durch ^ine  grössere  Einfachheit  und  Regelmässigkeit  in  den  Entwicke- 
Inngen  erlangt  werden ,  da  die  Relation  zwischen  m  und  dem  Krtlm- 
mungsmaasse  der  Oberfläche  so  sehr  einfach  ist. 

»Das  Krtlramungsmaass  irgend  eines  Punkts  einer  Oberfläche  wird 
•ausgedrückt  durch  einen  Bruch,  dessen  Zähler  Eins  ist,  und  dessen 
»Nenner  aus  dem  Produkt  der  beiden  HauptkrUmmungshalbmesser  die- 
»ses  Punkts  besteht.« 

Aus  der  Theorie  der  Oberflächen  weiss  man,  dass  die  beiden 
HauptkrUmmungshalbmesser  irgend  eines  Punkts  derselben  sich  als  die 
Wurzeln  Einer  quadratischen  Gleichung  darstellen  lassen,  deren  letztes 
Glied,  wenn  man  den  CoefGcienten  des  ersten  Gliedes  gleich  Eins  macht, 
den  folgenden  Ausdruck  hat, 

wenn  man  die  Oberfläche  auf  die  rechtwinklichen  Coordinaten  x,  y,  % 
bezieht,  z  als  Function  von  x  und  y  betrachtet,  und  wie  gewöhnlich 

P  =  (S  '       9  =  (I) 

^  =  (5?)  '        *  =  (d^j  '        ^  =  (dTV 
setzt*).  Der  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen  zufolge  ist  dieser 
Ausdruck  das  Produkt  der  beiden  in  Rede  stehenden  HauptkrUmmungs- 
halbmesser, und  es  hat  daher  allgemein  das  Krümmungsmaass,  wenn 
es  mit  %  bezeichnet  wird. 


*)  Man  findet  diese  quadratische  Gleichung  in  vielen  HaDdbüchem,  siehe  u.  a. 
Cournot,  Theorie  der  Functionen,  p.  292  der  Uebers.  von  Schnuse* 
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(115)     .../..     it=   n/p'-h^V 

zum  Ausdruck.  Wählt  man  die  Lage  der  Coordinaten  so,  dass  ihr  An- 
fangspunkt in  dem  betrachteten  Punkt  A  der  Oberfläche  liegt,  die  Ebene 
der  xy  mit  der  BerUhrungsebene  im  Punkt  A  zusammen  fiillt,  und  die 
Achse  der  x  in  einer  der  beiden  HauplkrUmmungsebenen,  die  durch  A 
gehen,  liegt,  dann  ist  bekanntlich 

p  =  0,       g  =  0,      «  =  0 
und  der  vorstehende  Ausdruck  giebt 

mit  der  obigen  Definition  des  KrUmmungsmaasses  übereinstimmend,  da 
bei  dieser  Lage  der  Coordinatenachsen  die  Hauptkrttmmungshalbmesser 

des  Punkts  A  —  und  j  zum  Ausdruck  haben. 


108. 

Man  erhält  die  Relation  zwischen  x  und  m  durch  die  folgende  Ana- 
lyse,  die  von  der  Ganssischen  wesentlich  verschieden  ist.  Die  Form 
(1 1 3)  des  Ausdrucks  des  Quadrats  irgend  eines  Linearelements  auf  ir- 
gend einer  Oberfläche,  die  mit  der  (3)  des  Art.  3  identisch  ist,  kann  als 
unmittelbar  aus  der  Gleichung  (1)  hervorgegangen  betrachtet  werden, 
wenn  man  die  sechs  Coeflicienten  ij,  6^  [i,i{^  d\  fi  in  demselben  Sinne 
wie  dort  aufnimmt,  aber  die  Bedingungsgleichungen 


(116) 


riri  +  00'  +  (AfA  =  0 


einführt,  und 


r(t  +  ö'2  +  fjit  —  nit 

setzt.  Da  nun  in  den  hier  angewandten  Bezeichnungen 

(     dx  =,  tida  -f-  rfdip 
(147)     ...     .  dy  =  eda+e'd(p 

\      dz  =  [xdo  +  [idq> 

ist,  so  erhalten  wir  durch  die  Elimination  aus  diesen  Gleichungen 

0  =  Adx-k-Bdy-^Cdz 
wenn 
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C  =t]'d  —  tjd' 

gesetzt  wird.  Hieraus  folgt  sogleich 

P  —  -ii        9  —  —  ^       ....     (119) 
und 

C»(1+p2+  j2)  SS  A^  +  Ä^  +  C* 

Erhebt  man  die  (1 1 8)  ins  Quadrat  und  addirt,  so  ergiebt  sich  zuerst 

A»  +  fi2  +  (?  =  ö'V  —  266'fifi  ■+■  öV» 

Die  zweite  (116)  giebt  aber 

tirj'ee'  +  ö'ö'*  +  ee'nfi  =  o 

also 

und  addirt  man  diese  zur  vorstehenden,  so  wird  sogleich 

A»  +  Ä»  +  c*  =  jyj  (,'2  +  e"*  +  ^'*) 

+  ö*  {ri^  +  Ö'*  +  /w'») 

+  ^*(j?'*  +  e'»  +  /tt'») 

also  in  Folge  der  ersten  und  dritten  (1 1 6) 

C»(1+p2+gi)   s-m* 


109. 

Um  die  Ausdrücke  für  r,  «,  <,  zu  erhalten,  nehme  ich  zuerst  die 
vollständigen  Differentiale  der  Gleichungen  (119).  Diese  sind,  wenn 
man  für  einen  Augenblick 

setzt, 

CHp  =  Pda  +  Pdq:  ;        Cdq  =  Qda  +Q'd(p 

Die  GleichuDgen  (117)  geben  aber  durch  die  Eliuiinalioa 


ue 
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Cda  3»  —  6'dx  -4-  tj'dy 
Cd(p  =       64a)  —  lyc/y 

und  da  -^  =  r,   -^  =  -^  =s  «,    -^  =  ^  ist,  so  geben  die  eben  er- 
hallenen  Gleichungen  nach  der  Elimination  von  da  und  dtp,    , 

Or  =  —  e'P  +  dP 

Os  =       rj'P  —  ijP=  —  O'Q  +  eQ' 

(?t  =        r(Q  -  tjQ' 

woraus  mit  Berücksichtigung  der  dritten  (1 1 8) 

C*  (rt  —  «*)  =  PQ  —  PQ' 

und  nach  der  Substitution  der  obigen  Ausdrucke  für  P,  P,  Q,  Q, 

folgt.     Man   kann  diesem  Ausdruck  noch  eine  andere  Form  geben, 
nemlich 


(120) 

wenn  zur  Abkürzung 

R  = 


0{H  —  g>)  =  R  —  S 


S^ 


^(^) 


'©- 


'im 


•  fdB\ 


da) 


»/'dB\ 


ffdC\ 


-  "im 

-"im 
-'xm 
-"Xm 

-'■(f)i 


gesetzt  wird.  Die  Identität  dieses  Ausdrucks  mit  dem  vorhergehenden 
ist  leicht  nachzuweisen,  und  beruht  wieder  auf  die  Gleichungen  (118); 
er  ist  dem  Aeusserh  nach  zwar  weniger  einfach  wie  jener,  eignet  sich 
aber  besser  zu  den  noch  auszuftihrenden  Entwickelungen. 
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HS 


110. 


Da  jetzt  die  zweiten  Diflerentialquotienten  der  Coordinaten  x,  y,  z 
in  Bezug  auf  a  und  q>  eintreten  werden,  so  sollen  zur  Abkürzung  die 
folgenden  Bezeichnungen  angewandt  werden, 


m 


m 


II 


a 


=  ^ 


II 


=  r 


Differenliirt  man  hierauf  die  drei  Gleichungen  (116)  theils  nach  a,  theils 
nach  (p,  so  erhält  man 


rja 
rj'a 

9      t 


liy  =0 
fiy  =  0 
ft'y  =  0 


eß  H 

ffß  - 

oßT  +  fi/  +  Ti'a  +  e'ß 


fir  —  0 


I     u 

tja 


{m) 


aus  welchen  die  in  der  Gleichung  (1 20)  enthaltenen  Facloren  leicht  ge- 
bildet werden  können.  Durch  einfache  Eliminationen,  und  mit  Zu- 
ziehung der  (1 1 8)  findet  man  aus  diesen  Gleichungen  zuerst  die  folgen- 
den drei  Gruppen, 

rB  —  ßC  =0 
aC  —  rA  =0 
ßA  —  aB   —  0 

yB  -ßC^^m  (S) 

aC  -r'A^em  (5) 

ßfA  -  aB  =  f.m (g) 

ß-A  -a"B^(m  (^)  +  ^'m  ($) 


^ 


ue 
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Cda  ^  —d'dx-h  fidy 
CtUp  Ä        ßdx  —  fidy 

und  da  -^  =  r,   -^  =  -^  =  «,    ^  z=s  t  ist,  so  geben  die  eben  er- 
hallenen  Gleichungea  nach  der  Elimination  von  da  und  d<p,    , 

Ch-  =  —  e'P  +  eF 

(?8  =      Ti'P  —  riP^  —  e'Q  -¥■  eQ' 

(?t  z=        rj'Q  —  TiQ' 
woraus  mit  Berücksichtigung  der  dritten  (1 1 8) 

O  {rt  —  s^^PQ  —  PQ- 
und  nach  der  Substitution  der  obigen  Ausdrucke  für  P,  P,  Q,  Q', 

folgt.     Man   kann  diesem  Ausdruck  noch  eine  andere  Form  geben, 
nemlich 


(120) 

wenn  zur  Abkürzung 


C*  {rt  —  »')  =  Ä  —  S 


R^ 


S  = 


*(f)- 


'(©11 

*  im  i 
"(©11 


)- 


"im 


»fdB\ 
>  fdC\, 


■<©! 

'im 
"■(fi 


gesetzt  wird.  Die  Identität  dieses  Ausdrucks  mit  dem  vorhergehenden 
ist  leicht  nachzuweisen,  und  beruht  wieder  auf  die  Gleichungen  (118); 
er  ist  dem  Aeusserti  nach  zwar  weniger  einfach  wie  jener,  eignet  sich 
aber  besser  zu  den  noch  auszuftihrenden  Enlwickelungen. 


GsoDÄnsGHS  Uhtbrsochungrn. 


HS 


HO. 

Da  jetzt  die  zweiten  Diflerentialquotienten  der  Coordioaten  x,  y,  z 
in  Bezug  auf  a  und  9  eintreten  werden,  so  sollen  zur  Abkürzung  die 
folgenden  Bezeichnungen  angewandt  werden, 


=  y 


m 


m 


II 


a 
Y 


Differenliirt  man  hierauf  die  drei  Gleichungen  (116)  theils  nach  a,  theils 
nach  ^>,  so  erhält  man 


fja 


(AY  =0 
fiy  =  0 
[xy  =  0 
[ly   '¥'  ria 


6ß   H 
0ß  - 


//y   =  0 


1^  a 


I  II 


(421) 


aus  welchen  die  in  der  Gleichung  (1 20)  enthaltenen  Factoren  leicht  ge- 
bildet werden  können.  Durch  einfache  Eliminationen,  und  mit  Zu- 
ziehung der  (1 1 8)  findet  man  aus  diesen  Gleichungen  zuerst  die  folgen- 
den drei  Gruppen, 

yB  —  ßC  =B  0 
aC  —  yA  =0 
ßA  —  aB   —  0 

r'B  -ßC^^m  (S) 

«c  -r'A^em  (5) 

ßfA  -  aB  =  f.m (^) 

/B  -frC  =  nm  (^)  +  V  m  (^) 
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Die  erste  dieser  Gruppen  erhält  man ,  wenn  man  nach  einander  a,  ß,  y 
aus  der  ersten  und  dritten  (121)  elinoinirt,  die  zweite  Gruppe  eben  so 
aus  der  zweiten  und  fünften  (121),  und  die  dritte  Gruppe  eben  so  aus 
der  vierten  und  sechsten  mit  Zuziehung  der  fünften. 

Mit  Berücksichtigung  der  (116)  geben  ferner  die  (118)  die  folgen- 
den zwei  Gruppen  von  Gleichungen, 

eC  —  [xB  =  ri 
fiA  —  TjC  =  ö' 
f]B  —  OA  =  II 

[xB  —  ffC  =s  ^i»2 
riC  —  [xA  =  Om^ 
O'A  —  Ti'B  =:  fxm^ 

deren  Ableitung  sich  durch  die  Zusammensetzung  der  linken  Seiten 
von  selbst  zu  erkennen  giebt.  Differentiirt  man  nun  diese  theils  nach  a, 
theils  nach  9,  so  erhält  man  in  Folge  der  vorhergehenden  drei  Gruppen 
von  Gleichungen  die  folgenden, 


»©-"'"'="■ 


m 


'•  (^)  -  f  (§)  -  /^ 

'  (^)  ~  "  ($)  =  r   +1««  (S) 

A''(^)-«'(f)  =  «»"+V-»($)-V«.(5) 

•/(lf)-/.'(^)=^".'H-*.e) -«•»(£) 

*(^)-V(^)=/-»'  +  .-»(0)-X».(^) 
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Die  linken  Seiten  dieser  Gleichungen  sind  die  Factoren,  aus  welchen  die 
Ausdrücke  für  R  und  S  des  vor.  Art.  bestehen,  substituirl  naan  sie  und 
berücksichtigt  die  (121)  und  (116),  so  wird  sogleich 

S  =  {a^  +  /J'^  +  /^)  m^  -  m^  [^J 
folglich 

Die  Differentiation  der  dritten  und  fünften  der  (121)  giebt  aber 

'  (s) +*■  (^) +"' (I) +««■+'"»■+»•■- « 

und  da 

sind,  indem  beide  hier  einander  gieichgescizle  Functionen  bez.  \-t^\  . 
iMf)  •    (^)  «"«**'^*=''«">  «°  «^8'«*^^  sich 

h  ßtr  +  y/  -  «"^  -  ^''  -  i'  =  - »»  (S*)  -  {ty 

womit 

wird.  Setzt  man  nun  sowohl  diesen  Ausdruck  wie  den  am  Ende  des 
Art.  108  erhaltenen  in  (115),  so  wird  der  allgemeine  Ausdruck  des 
Krümmungsmaasses 

»=-MS) «'«) 

welcher  voraussetzt,  dass  die  renhl winklichen  Coordinalen  der  Ober- 
fläche in  Function  der  unabhängigen  Veränderlichen  a  und  y  darge- 
stellt werden. 


111. 


Um  X  in  eine  nach  den  Potenzen  von  o  fortschreitende  Reihe  zu  ent- 
wickeln bedienen  wir  uns  am  Einfachsten  des  Ausdrucks  (115).  Be- 
zeichnen wir  mit  x„,  (^)o '    (S)o '    ^^^'  ^'®  Werthe  dieser  Funclio- 

Abbandl.  d.  K.  S.  Ge««lUcli.  d.  Wissenach.  XIII.  10 
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nen  für  den  Punkt  A,  in  welchem  d  ^s:  0  ist,  so  wird  in  Folge  eines 
bekanntet!  Satzes 

m    .  =  ».  +  (^).«  +  t(S)«'+.t(S).«-+-- 

Um  die  Ausdrücke  der  in  dieser  Gleichung  vorkommenden  Diffe- 
rentialquotienten erhalten  zu  können,  müssen  wir  die  Relationen  kennen 
lernen,  die  zwischen  den  Differentialen  der  rechtwinklichen  Coordina- 
ien  X,  y,  z  der  Oberfläche  in  Bezug  auf  er  statt  finden,  und  diese  er- 
geben sich  leicht  aus  den  vorhergehenden  Entwickeinngen.  Zufolge 
der  Bedeutung  der  im  Art.  110  eingeführten  Functionen  a,  /?,  y,  etc. 
können  die  erste  und  die  dritte  der  (1S1)  wie  folgt  geschrieben  werden, 

^(S)-»(S!) +/.($)  =  » 

V  (S)  - «- (S)  + /.■  (S)  =  0 

eliminirt  man  hieraus  wechselsweise  (^)  und  (^)  ,    so  ergeben  sich 

ivä-  -  n'e)  ©)  +  {w  -  ni^  (S)  -  o 

die  wenn  man  z  als  Function  von  x  und  y  betrachtet,  in  Folge  der  (1 1 8) 
und  (1 1 9)  in  die  folgenden  Übergehen, 

welche  die  gesuchten  Relationen  sind. 


112. 

Die  eben  erhaltenen  Relationen  (124)  enthalten  zunächst  den  im 
Art.  105  angekündigten  zweiten  Beweis  des  dort  erhaltenen  Satzes, 
denn  sie  geben  sich  in  Bezug  auf  die  Linie  a  als  die  bekannten  Bedin- 
gungsgleichungen der  kürzesten  Linie  auf  einer  beliebigen  Oberflache 
zu  erkennen,  von  deren  Coordinaten  man  z  als  Function  von  x  und  y 
betrachtet,  und  sind  hier  ohne  die  Bedingung  des  Minimums  einzuführen 
erhalten  worden."*^)    Sie  haben  sich  als  nothwendige  Folge  der  beiden 


*)   Die  Variation  der  Gleichung  <?  —  /  }^f/.T*  -♦-  dy^  -♦-  dz^  ist 
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ersten  (1 1 6),  die  die  Form  der  (1 1 3)  bedingen ,  und  von  welchen  die 

ersle  und  dritte  der  (121)  die  Differentiale  nach  o  sind,  gezeigt.    Der 

Satz  selbst,  der  den  Schlüssel  zu  manchen  Sätzen  der  angezogenen 

GaussischeD  Abhandlung  enthält,  kann  nun  wie  folgt  ausgesprochen 

werden : 

»Wenn  man  die  rechtwinkiichen  Coordinaten  irgend  einer  Ober- 

»fläche  dergestalt  in  Function  von  zwei  neuen,  unabhängigen  Veränder- 

»lichen  er  und  (p  ausdrückt,  dass  dadurch  der  Ausdruck  des  Quadrats  des 

»Elements  dh  irgend  einer  auf  dieser  Oberfläche  gezogenen  Linie  h  die 

»Form 

dh^  =  da^  -f-  m^dip^ 

»annimmt,  so  ist  nothwendig  a  eine  kürzeste  Linie  auf  dieser  Ober- 

»fläche,  wie  auch  die  Linie  h  beschaffen  sci.«^) 


*«=/t(§)*fc+(*)*%+(f)*b! 

-/j*«'(S)+«"'(l)+'W.(i)j 

Die  Gleichung  der  Oberfläche  giebt  aber,  wenn  z  als  Function  von  x  und  y  betrachtet 
wird, 

dz  =  pdsD  -f-  qdy 

Bliminirt  man  hiemil  dz  unter  dem  Integralzeichen  des  Ausdrucks  der  Variation  da, 
und  setzt  hierauf  die  CoefTicienten  von  dx  und  dy,  jeden  für  sich ,  gleich  Null,  so  er- 
giebt  sich 

-<•  m  +?"•  (it) = « ■  -<■  m + «''■  m  - » 

oder,  da  hier  da  als  constant  betrachtet  werden  darf, 

(&)+?($)=<•.  (^)-»(Ä)-« 

welche  die  durch  die  Bedingung  des  Minimums  von  a  abgeleiteten  Bedingungs- 
gleichungen, und  mit  den  (4  24)  identisch  sind. 

*)  Die  bekannte  Diflereutialgleicbung  für  die  Recti6cation  von  ebenen,  auf  Polar- 
coordinaten  bezogenen  Linien,  nemlich 

stellt  sich  hiemit  um  so  mehr  als  ein  specieller  Fall  der  obigen  allgemeinen  Difle- 
rttDlialgieichung  dar.  Denn  hier  ist  nicht  nur  der  Radius  Yector  a  ein  specieller  Werth 
von  m,  sondern  auch  eine  gerade  Linie,  mit  anderen  Worten  eine  kürzeste  Linie  auf 
der  hier  in  Betrachl  kommenden  Oberfläche,  nemlich  der  Ebene. 

Dntersiicht  man  das  Entgegengesetzte  des  im  Text  bewiesenen  Satzes ,  so  findet 
man,  dass  nicht  blos  bei  der  obigen  Form  von  dh^  sondern  auch  bei  unz'ählich  vielen 
anderen,  a  eine  kürzeste  Linie  ist.    Obgleich  ich  für  diesen  entgegengesetzten  Satz 

\0*  ' 
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Geben  wir  nun  zur  Eniwickelung  der  Coefßcienten  des  Ausdrucks 
(123)  über,  so  wird  diese  am  Einrachsten  durchgeführt,  wenn  man  den 


keine  Anwendung  im  Sinne  habe,  so  halte  ich  doch  für  angemessen  ihn  zu  beweisen. 
Sei  daher  hier 

dh^  =  Eda^  +  2  Fdad(p  +  Gdq^' 

wo  wieder 


E 

=s 

V' 

•¥■ 

fl» 

•h 

/*' 

F 

= 

nn 

-1- 

eaf 

+ 

ftft 

G 

= 

n' 

+ 

ß'i 

+ 

t^' 

sind.  Wenn  man  nun  nach  den  Bedingungen  fragt,  unter  weichen  in  dieser  Form  von 
dh  die  Linie  a  eine  kürzeste  auf  der  Oberfläche  ist,  so  müssen  vor  Allem  die  Glei- 
chungen (124)  statt  finden,  und  von  diesen  gelangt  man  auf  die  entgegengesetzte  Art, 
wie  im  Text,  auf  die  Bedingungsgleichangen 

Die  vorstehenden  Ausdrücke  für  B  und  P  geben  aber  durch  die  Differentiation 

2  \dif>)        '  \dad(f)  "*"  ^ \dadfp)  "*"  f^  \dad(p) 

"*"  ^  \dad(fj  "*"  ^  \dadffj  "*"  '^  \dad(p) 
also  in  Folge  der  vorstehenden  Bedingungsgleichungen 

(f )  - » 

/ dF\   _    i_  /dE\ 
\do)   —    2    \dtf) 

Die  Integrale  dieser  beiden  partiellen  Differentialgleichungen  sind 

WO  fg>  und  f'q>  zwei  wUlkührliche  Functionen  von  g>  bezeichnen,  die  kein  a  enthalten 
dürfen.  Also  jedes  Mal,  wenn  E  und  F  diesen  beiden  Gleichungen  gnügen,  ist  a  eine 
kürzeste  Linie  auf  der  Oberfläche,  und  die  Fälle,  wo  dieses  statt  findet,  sind  wegen 
der  willkührlichen  Functionen  von  q>  unzählich.  Der  im  Satze  des  Textes  vorkommende 
Fall  ist  ein  specieller  dieses  allgemeinen,  welcher  dadurch  herbeigeführt  wird ,  dass 
man  /Ipssl,  und  ff  as  0  setzt. 
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Coordinalcn  x,  y,  z  eine  solche  Lage  giebt,  dass  sie  im  Punkt  A  an* 
fangen,  die  Ebene  der  on/  mit  der  Berilhrungsebene  in  A  zusammen  fällt, 
und  die  x  Achse  in  einer  der  beiden  Ilauptkrümmungsebenen  des  Punkts 
A  liegt.  Hieraus  folgt  zunächst 

Po  =  0  ,     ^0  =  0  ,    «0=0 

und  nennt  man  den  Winkel,  den  das  erste  Element  der  Linie  a  mit  dem 
positiven  Theil  der  x  Achse  macht  x^  dann  wird  ausserdem 

Die  Gleichungen  (124)  geben  hierauf 

und  differentiirt  man  dieselben,  nebst  der  Gleichung 

dz  =  pdx  +  qdy 

der  OberflUche,  so  bekommt  man  nach  Einführung  der  obigen  Bedin- 
gungsgleichungen 

(S")o  =  ~  ^^»  ^^^  ^^  ~  ^«^  ^*°  ^^  ^^^  ^ 

Weiter  brauchen  wir  diese  DiflFerentiale  nicht  fortzusetzen.  Um  die 
Gleichung  (1 1 5)  auf  möglichst  einfache  Art  zu  differentiiren  setze  ich 

A  =i  rl  —  8^  ;     B  ssi  p^  +  q^ 
wodurch 

_        A 

*  ~    (4  +  B)» 

erhalten  wird.  Differentiirt  man  nun  diese  Ausdrücke  für  A  und  B  drei 
Mal,  und  beillcksichtigt  die  vorsiehenden  Bedingungsgleichungen,  wozu 
auch  die  für  die  zweiten  und  dritten  Differentiale  von  x  und  y  in  Bezug 
auf  a  erhaltenen,  auf  den  Punkt  A  bezogenen.  Ausdrücke  gehören,  so 
ei^iebt  sich 

Ao  =  Toto 
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X  cos  ^x 
^xcoex 


m.= » 


(^,='ir^'«>s'x  +  it,'si«'l 


und  differentiirt  man  auch  den  Ausdruck  für  x,  so  erhält  man  durch 
Zuziehung  der  Bedingungsgleicbungen, 

V  d<j  /O       \da  Jo 

(dS^jo—  (d?")o~  ^  ( d?")o ( d?")o~  *  "*«  (d?")o 

Vor  der  Substitution  dieser  Ausdrücke  ist  (p,  welcher  Winkel  von  einem 
beliebigen  Anfangspunkt  zu  zählen  ist,  statt  x^  welcher  einen  bestimmten 
Anfangspunkt  hat,  einzuführen.  Sei  v  der  Winkel,  den  das  erste  Element 
derjenigen  kürzesten  Linie  0,  flir  welche  ^  =  0  sein  soll,  mit  der 
Hauptkrümmungsebene,  in  welcher  die  x  Achse  liegt,  nach  der  positiven 
Seite  der  x  macht,  dann  wird,  wenn  man  v  und  q>  in  derselben  Rich- 
tung wachsen  lässt, 

Führt  man  diesen  Werth  von  x  in  die  obigen  Ausdrücke  ein,  setzt  zur 
Abkürzung 

^  ^  \  dx  h'  Vdy/0 

^  ~  \dxdyJo  \dy)Q\dx)o 


Geodätische  UifTBRScGHCNGEii.  154 


'•■=(^)-^{i):-^r>^ 


-8r...(-g.X-  tr.v(^).-U..(^).-|r.^(4^X 

^■■-  (^X-  «  (Ä). (^)  -  «*  ••. V (I-)  -  < 3  V  {i^l 

und  ferner 

^  =s  i/cosv  +  if'sint; 

ö'  =y'cost;  —  ysinv 

;i  =  Trcos^  +  äTr'sinvcosv  +  jy'sin^ 

X  =  tt'  cos  V  +  [n — n)  sin  v  cos  t;  —  tt'  sin  h) 

X"  =  TT^cos^  —  2  TT*  sin  r  cos  v  +  TT  sin  ^ 

^  =:(icos^  +  3(>'sinvcos^  +  3()"sin*^cosi;  +  (^"'sin^ 

/i'  =  p'  cos  ^  +  (2  ()"  —  p)  sin  r  cos  '^  +  {(/"  —  2(>')  sin  ^  cos  v  —  p"  sin  ^i; 

fi"  =  /cos ^  +  (()"' —  2  (/')  sin  V  cos  ^  +  (p  —  2  p")  sin  ^  cos  t;  +  p'  sin  h 

^"'=()"'cos^  —  3()"sint;cos^H-  3()'sin^t;cost;  —  ()sin^ 

dann  giebt  die  Substitution 

jc  =iy  +  öacos9)  +  d'osin9)  + YAa^cosV"*"^'^sing)COS9)4- yXVsin^y 

H-y/^a^os'^()pH-Y^'cr*sing)COS^g)H-Y/iVsin^g)COS9)4-y/u.''Vsin*g)  (1 25) 
wodurch  x  in  Function  von  a  und  9)  dargestellt  ist, 


114. 

Um  auch  m  in  Function  derselben  Grössen  darzustellen,  dient  die 
Gleichung  (122),  in  welcher  zu  diesem  Zweck  a  als  unabhängige  Ver- 
änderliche, und  g>  als  eine  Constante  betrachtet  werden  dürfen.  Sei 
demgemäss  zur  Abkürzung  statt  der  (125) 

dann  ist,  um  den  Ausdruck  für  m  zu  erhalten  der  Gleipt^ung 
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GnUge  zu  leisten.  Da  m  und  a  zugleich  Null  werden  müssen,  der  Coef- 
fictiont  von  a  im  Ausdruck  von  m  nothwendig  =  1  werden  muss,  und 
uucli  leicht  erkannt  werden  kann,  dass  in  m  kein  mit  a^  mullipiicirtes 
(iliod  vorkommen  wird,  so  kann  gesetzt  werden 

wo  u,  ft.  etc.  unbeslimmte  GoefGcienten  sind.  Die  Subsütuüon  dieses 
Ansdrurks  in  die  vorstehende  Diflcrentialgleicbung  fuhrt  auf  die  folgen* 
den  Bodingungsgloichungen, 

()  =  (>«  +  !/  ;     0  =  12/J+i4 
woraus 

rol}:t     Die  Sul^tilulion  der  Werthe  von  .4.  B,  C  giebl  bieraof 
^l4tV  mssti-.  *  »y— j^Ö<r*coS9^  — ^öVsiny 

—  ^^A<y^co$Tf —  -  iVsiny  cosy  —  -iVsiD^  +  i±#^^ 

—  —  H<^  co^^f  —  —  f#V  siD  f^  cos  V  —  ^  11 V  sin  ^  cos  f 

'I^j5i^#«*cwv'l-f^^*c*sinv 

\H\¥hirvii  AMcti  m  in  Fundioii  von  <?  und  f  dargcslel!!  t<l.  Es  venücnt 
KMM^>ril  m  \\xMr\tcn.  ttes^  die  vodK^rpe^icntle  AnaK  se  k^rlu  zn  etfcewieii 
ot>K?.  djiss?  ftir  die  Ebene  ji"V  Coelficienten  r .  #,  #\l.  eie.  eic-  Null 

x\e<r\lcm.  )ftnd  \U;^$  «Mm  Asr  ibe  Ki»e4 ,  denni  Iblbne^siin'  K  isl«  Y  ^=^  ]p 

e'''to»s  xxii«r\H(Hi  4100  iibrwe«  l\>SßvnMi:en  wiedtr  Nst^  wwxIml  Fnr  die 
r>%M>^  x\i^  ji^^  «  s£  «     \\A*^>>  jiwi:  Mb^  jknJene«  Gl  im  Jen  ber- 


•     .t         • 


im*^»^^  t«i«^  iii»r  ultr  ijM*«i;*T<i   Hiiiiti.^K'u  r^iiMti«   iatii   a*au  ••filssäa^ilic  •«> 
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m  =  /i  sin  -|- 

und  es  ist  hier  o  ein  Bogen  irgend  eines  grössten  Kreises  auf  dieser 
Kugel. 

115. 

Wir  kommen  jetzt  zur  Integration  der  Gleichungen  (114),  die  auch 
durch  die  Methode  der  unbestimmten  CoefTicicnten  ausgeführt  werden 
soll.  Um  im  Voraus  auf  die  Form  der  Unbekannten  schliessen  zu  kön- 
nen, und  die  Bedeutung  der  willkührlichen  Constanten  kennen  zu  lernen 
soll  die  Integration  zuerst  mit  bloscr  Berücksichtigung  des  ersten  Glie- 
des von  m  ausgeführt  werden.  In  diesem  Falle,  welchem  die  Bedeutung 
unterliegt,  dass  die  Oberfläche  eine  Ebene  ist,  können  die  (114)  direkt 
integrirt  werden,  und  es  lässt  sich  vom  Integral  im  Voraus  angeben, 
dass  h  eine  grade  Linie  werden  muss.  Die  Linien  a  sind ,  da  sie  auch 
kürzeste  Linien  sind,  in  diesem  Falle  auch  grade  Linien.  Setzt  man 
m=ia,  so  werden  die  (1 1 4) 

da  =  dh  cos  xp 
odtp  =  dh  sin  \p 

d(p  =  —  d\p 

und  das  Integral  der  dritten  Gleichung  wird 

<p  -1-  t/;  =  c 

wenn  c  die  willkührliche  Constante  bezeichnet.  Eliminirt  man  d(p  durch 
die  dritte  Gleichung  aus  der  zweiten,  so  sind  noch  zu  inlegriren 

da  =  dh  cos  %p 
—  adxp  =  dh  sin  \p 

Formt  man  diese  auf  bekannte  Weise  in  die  folgenden  um, 

0  =  (/a  sin  xp  +  adxp  cos  xp 
dh  =  da  cos  xp  —  adxp  sin  xp 
so  erkennt  man  sogleich  dass 

/  =  a  sin  ^ 

h  =  acos  t/;  H-  /' 

die  Integrale  derselben  sind,  in  welchen  /  und  /'  die  willkührlichen  Con- 
slanten  bezeichnen.  Die  drei  Integrale,  die  wir  erhalten  haben,  gehören 
einem  gradlinigten  Dreieck  an,  denn  setzt  man 

c=180»  — c',       l=ksmc\       l'  =  kcosc 
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asin  (p  :=(i+(»)Ä  +  bh'^  Hf-  ch^  +  ehl^ 

o  cos  9)  =  an-  6'A2  +  c'h^  +  e  A^  +  fh' 

und  dass  die  Coefficienten  a,  h ,  c,  e  von  der  zweiten,  alle  übrigen  aber 
von  der  ersten  Ordnung  in  Bezug  auf  die  andere  Gathete  unsers  Drei- 
ecks sein  mttssen.  Sei 

z  =  iA  +  /A^  +  mh?  +  »A* 

dann  wird  i/;=90® — [(p — z) ,  und 

sin  \p  =  cos  9  +  z  sin  q>  —  y  z^  cos  9  -4-  .  .  . 

cos  1/;  =  sin  9  —  z  cos  (f  —  -jz^  sin  9  H 


•  •  • 


Die  Substitution  der  obigen  Ausdrücke  in  diese  giebt  bis  auf  Grössen 
siebenter  Ordnung 

a  sin  t/;  =  a  +  ( 6'+ 1  +  ai  —  y  ai^  )  A^  +  (c'+  /  +  a/  +  6i  —  a i/)  A^ 

+  (ß+m)A*  +  (/'+n)A^ 

(3  COS  V;  s=  (1  Hf-  a  —  ai)  h  +  {b  —  a7)A^  +  (c —  am —  b'i  —  y  *^  ) ä^ 

+  (ß_rf'n  — 67  — et  — tZ)A* 

wodurch  der  Zusammenhang  zwischen  (p  und  t//  gegeben  ist.  Entweder 
aus  der  Summe  der  Quadrate  der  Ausdrücke  für  os'inxp  und  acosi^, 
oder  auf  dieselbe  Weise  aus  den  für  asin 9  und  ocostp  ergiebt  sich  bis 
auf  Grössen  achter  Ordnung, 

a2  =  a2  +  (1  +  2a  +  a2  +  2a'6')A2+2(6  +  a6  +  aV)A3 

+  {2c  +  b'^  +  2ae)h'+2{e  +  af'+b'c)h^ 

Da  ferner  identisch 

a^d(p  =  0 cos  q)d.a  sin  (p  —  a sin  ^ d .  a  cos  (p 

ist,  so  geben  die  obigen  Reihen 

(127)         <J^$  =  a+aa  +  2abh  —  {b'+ab'—3ac)h\ 

—  (2c  +  2ac  — 4a'ß)A3— 3eA^— 4fA5 
und  hieraus  bekommt  man 

0»  g  cos  v;  =  (a  +  2  aa  —  a'H  )h  +  {3ab  —  a'H)  A^  —  b'h^  —  2  ch' 

CT»  g  sin  v;  =  (a'2  +  a'^a)  +  2  a'm  +  aW  +  {a'l  —  de  )  A« 

Die  Gleichung  (1 26)  giebt 
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Hh  Y  ^0^008^9  Hh  -j-  A'c^sin  9)  cos  9  +  y  AVsin^y  —  —  ij  V 

Hh  j^/ua^osV+  jj  iw  Vsinycos^?)-!-  ^^Vsin2yC0S9)+  ij^'Vsin^y 

und  macht  man  diese  vermittelsl  der  vorhergehenden  Ausdrücke  zu 
Functionen  von  ä,  so  werden  sie 

+  (I OV  +  «)  + 1  A'a'+  ,V«''-  i'/ö'a'^)  A 

Durch  die  SubslilulioD  der  nun  entwickelten  Ausdrucke  in  die  Difieren- 
lialgleicliungen  des  vor.  Art.  ergaben  sich  die  folgenden  Bedingungs- 
gleichungen 

a — di  =  —  yj;(o'*Hha'^a)  —  y  ö(o'*+o''o)  —  tä^'* 

Sc— 3dm— 3b' i—  li^  =  —  I  jyo't  -  -i.ö(a'26'+o'2»)  -  ^^AV^ 


1  «in'S  _  1 ,/«'»  j.  ±  «fl/.'J 


4c— 4a'« — 467 — 4c't — 4t/ =:  — y »/(«'/ — de) — —O'di — ^itt  d'^-^^tjO'd^ 
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5/"  +  5n  -  -* \t]c  -{¥b'  +  ^, A«y  —  ^i?«'«' 

t  *  4    wf  #    -     4      •/   #  4       ^/   / 

in  xs  —  »je  — yö6  +55A*  «  — iö'yöa 
und  aus  diesen  Gleichungen  findet  man  leicht 

I  4    /»/   #  7    •/   /«  4       #    /•  4  9      a/    !• 

f  4<|ffl  4«!  4w/n  4^«A 

i  I  4         •#    r  4        ,/    I 


^  'A     -      4  7       /i   r « 

3 


1    — 

860' 60'/-^ 

• 

8  7**^^T""    ^^s'*'**     ^^24^"     ^^ 

/  = 

4       yi'      »      »         4      «r      /*       .         4           '      »«>      ,         87           r,'      ' 

m  =«! 

»♦^0  +,4'?'«  +30^«     -+•7*0'/'^« 

n  = 

4             ff/      f       .        48          yi'      » 

Der  Goefficient  a    bleibt  unbestimmt ,  und  bildet  die  zum  Integral  der 
zweiten  Differentialgleichung  hinzuzufügende  Gonstante.    Nehmen  wir 
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die  obeo  eingeführte  Bestimmung  wieder  auf,  zufolge  welcher  der  Werth 
von  a,  welcher  der  Bedingung  y)=0,  woraus  A:=0  folgt,  entspricht 
mit  k  bezeichnet  werden  soll ,  so  bekommt  man  a  =  k.  Hiemit  ist  die 
Integralion  unserer  Differentialgleichungen  vollständig  ausgeführt. 


118. 

Die  Substitution  der  eben  erhaltenen  Werthe  der  CoefBcienten  a,  6, 
etc.  in  die  Ausdrücke  fttr  a  sin  9,  etc.  giebt 


osin<p  =  h  +  {rik%+±ek%+(J-,X+^,ri')l^h+ 


^  Ö'ÄW 


^AW 


W-hv^y^f^' 


acos(p  -k—j  tikh^—  ^  Öfe2Ä2_  (1 1+  Ij;«)fc3yi2_ 


^6W 


-jljAW 


-(i^"+i'?0**^- 


asiny>=ik+j  ^kh^- 


1  ew 


0  0081/;  =  // — 


^/*^A 


{6k%  — 


{v.^+h'y*k- 


{ök^h^ 


^jk^h^ 


-(r^^'+hn^y^f^'- 


4 
4 


7 
860 


1«0 


A^ 


4       I» 
48o'* 

4        «/ 

7 
860  f^ 

4        « 

IT/* 
4 

4 


ff 


fff 


860 


/* 


tid\k% 

+  ~noy*h^ 

Jp,ö')&  A* 


4 

4         I 
86"  i^ 

4 
48  i^ 

4 


60 

7S 


» 


f« 


480 


^ 


Tjd^k*/!^ 


»Ä 


4        » 


/* 
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+  (i  ^^+  .^  ^0*Ä3+  (^  /  +  Jl  ,;ö  )fe-^Ä3 

Ich  bemerke  hiezu,  dass  a,  k,  h  hier  dasselbe  bedeuten,    was  bez. 
r,  p,  f  bei  Gauss. 

119. 

Die  Fläche  unseres  sphäroidischen  Dreiecks  lässt  sich  leicht  durch 
k  und  h  ausdrücken,  und  die  Ausdehnung,  die  den  vorhergehenden  Ent- 
wickelungen  gegeben  worden  ist,  erlaubt  sie  bis  auf  Grössen  achler 
Ordnung  zu  erhalten ;  die  Glieder  der  siebenten  Ordnung  sollen  jedoch 
hier  übergangen  werden,  da  sie  in  den  Anwendungen,  die  weiter  unten 
vorkommen  werden,  wegfallen. 

Da  die  Linearelemente  der  rechten  Seite  der  Differentialgleichung 
(113),  nemlich  do  und  md^),  einander  immer  unter  einem  rechten  Win- 
kel schneiden,  so  ist  das  Flächenelement  auf  unserer  Oberfläche  durch 
den  Ausdruck  mdtpdo  gegeben,  und  wenden  wir  diesen  auf  unser  recht- 
winkliches  sphäroidisches  Dreieck  an,  dessen  Fläche  mit  F  bezeichnet 
werden  soll,  so  wird 

F  =ifd(p  ffndo 

Multiplicirt  man  den  Ausdruck  (126)  für  m  mit  do  und  integrirt  in  Bezug 
auf  G  allein ,  so  bekommt  man  mit  Woijlassung  der  Glieder  siebenter 
Ordnung 
Jm(/a=a2|-i  — ^iya2— ^Öa^cosy  — -(/o^siny 

—  ^^Ao^cosV  — j^AVsinycosy  — ^AVsinV+^ö'^'^i 
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wo  die  Integrationsconstante  Null  ist,  da  das  Integral  für  a  =  0  ver- 
schwinden muss.  Das  Produkt  dieses  Integrals  mit  cUp  drückt  die  un- 
endlich kleine  Fläche  aus,  die  zwischen  den,  irgend  welchen  Werlhen 
von  q>  und  (p-^dq)  zukommenden ,  Linien  a  enthalten  ist,  und  das  Inte- 
gral dieses  Produkts  giebt  die  endliche  Fläche  des  Dreiecks.  Da  bei 
dieser  zweiten  Integration  beides  a  und  (p  als  veriinderlich  zu  betrach- 
ten sind,  so  müsste  a  durch  (p  ausgedrückt  werden,  einfacher  ist  es  je- 
doch beide  Veränderliche  vermittelst  der  Reihen  des  vor.  Art.  durch  h 
auszudrücken.  Man  bekommt  dadurch 


imdo  = 


fJM^  — ST^«'  — 


2 


V240^ 


""60^^*^  ""(240^"*"  840^  — 


Die  Gleichung  (127)  giebt  ausserdem 


a^dq)  =  dh  \k  +  y  ijfe' 


kok^ 


Ivw+i«'« 


24 


OkVi^ 


I  e'AA» 


72^ 

fi^y* 

4 
4S0 

XkHi 

4 
60 

fi'^m^ 

4 

X'kh^ 

4 
720 

fj^y^ 

7 
360 

ri^)k^ 

4 

SO 

Xk'h 

4 
30 

ti^y%^ 

7 
60 

ük^h? 

4 
45 

fAk  h' 

MuUiplicirt  man  diese  beiden  Ausdrücke  mit  einander,   und  integrirl 
wieder,  so  entsteht 


(Tro^  +  iJö'/^^A 


4^'***^ 


iiöH^ 


80 


A'ft2A4 


WO  wieder  die  Integrationsconstante  Null  ist,  da  die  Fläche  F  für  A=0 


verschwinden  muss. 


Abbandl.  d.  K.  S.  Genellsch.  d.  Wisseosch.    XIII. 
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120. 

Ausser  dem  bisher  betrachtelen  rechtwinklichen  sphäroidischen 
Dreieck,  dessen  Seiten  und  gegenüber  liegenden  Winkel 

a  ,       k ,       h 

90« ,      jp,       (p 

sind ,  soll  jetzl  ein  zweites  betrachtet  werden ,  dessen  Stücke  die  fol- 
genden sind, 

o\       k  ,       h 

90«,      ip\       q> 

welches  also  aus  dem  vorhergehenden  durch  blose  Vorlauschung  von 
(j  mit  a  ,  h  mit  A',  \p  mit  %p\  cp  mit  q)'  entsteht.  Die  Fläche  dieses  Drei- 
ecks soll  mit  F'  bezeichnet  werden.  Es  versteht  sich  nun  von  selbst, 
dass  alle  im  Vorhergehenden  für  jenes  Dreieck  abgeleiteten  Relationen 
auch  auf  dieses  angewandt  werden  können,  wenn  man  in  denselben  die 
angeführten  Vertauschungen  einfuhrt.  Durch  den  Unterschied  dieser 
beiden  rechtwinklichen  Dreiecke  wird  ein  allgemeines  sphäroidisches 
Dreieck  gebildet,  dessen  Seiten  und  gegenüber  liegenden  Winkel 

o  ,  a  ,        h  —  h' 

180  — t/;',       \p  ,       V'^V 

sind.  Um  hiefür  einfache  Bezeichnungen  einzuführen  sollen  im  Folgen- 
den dessen  Seiten  mit  a,  b^  c,  und  dessen  Winkel  mit  A,  B,  C  be- 
zeichnet werden,  und  zwar  so  dass 

(»  =  A  —  A',        b^ss  a  ,       c=i  a 

A=(p  —  (p\       B  =  \p,       C=\SO^  —  tp' 

werden.  Nennt  man  ferner  die  Fläche  dieses  allgemeinen  sphäroidischen 
Dreiecks  A  »  so  hat  diese 

^  =  F—F' 
zum  Ausdruck. 


121. 


Der  Ausdruck  für  A   ergiebt  sich  nun  zuerst  aus  dem  Ausdruck 
des  vor  vor.  Art.  für  F  wie  folgt, 
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+  jiö  ^'^  (6*'+  7Ä»+7ÄA'+7A'2) 

+  ^  d'(3fe2  (A^- A' )  ^-  4ÄV  4AVt'  +  4äA'2+ 4A'») 

-h  ^  AA*  (3fc2+  4 A2+  4 AA' + iA'^) 

+  j^  rfc  {2¥  (A + A' )  +  3A=»  +  3  AW  +  3  AA'^  +  3  A'" ) 

+  iJi^"  (2A*(A*+  AA'+A'»)  +  3A*+  3A='A'+  Sh%'^+  3AA'»+  3A'* ) 

+  4ö»/2(3A«— 5A»(A'+AA'+A'^)+3A*-|-3AW+3AV*'»+3AA'»+3A'<)j 

Aus  der  Reihe  für  asmyt  des  Art.  118  und  der  Gleichung  a=A  —  A' 
bekommt  man  aber 

fc(A— A')  =  acsin  ß  j  1  —  I  ijh'  —  i-  öAA»  —  ^  Ö'A' 

und  macht  man  hiemil  ac sin B  zum  allgemeinen  Factor  des  vorstehen- 
den Ausdrucks  für  ^  ,  so  wird  dieser 

+  ^  Öft(6fc2—  8Ä2+7AA'+7A'2) 

+  nöö'(3*'(Ä+Ä')  —  6Ä-^+  4A2A'+  4AA'2+  4A'^) 

-l-^^Äfe2(3fe2_  5A24.4AA'+  4A'2) 

H-  :f^  Ä'fc(2A2(Ä+A' )  —  5A»+3A2A'+3AA'^+  3A'^) 

^  ±jr (2A2(Ä2^ÄA  .fA'2)—  6A*+3A^A'+3AV*'*^+3AA'3+3A'4) 

Man  kann  diesen  Ausdruck  durch  die  Einfuhrung  der  Krümmungsmaasse, 
die  den  Dreiecksecken  A,  B,  C  angehören,  und  die  bez.  mit  a,  /?,  y 
bezeichnet  werden  sollen,  vereinfachen.  Die  Substitution  der  betreffenden 
Reihen  des  Art.  118  in  den  Ausdruck  (125)  giebt  das  KrUmmungsmaass 
allgemein  in  Function  von  k  und  A,  und  es  ist  leicht  einzusehen,  dass 
dieser  Ausdruck  zugleich  der  Ausdruck  von  ß  ist,  schreibt  man  in  dem- 
selben li  statt  A,  so  erhält  man  den  Ausdruck  für  y,  und  der  ftir  a  ersieht 

sich,  wenn  man  in  (125)  cf  =  0  macht.  Auf  diese  Weise  entstehen 

11* 
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2 2 


ek=-a-ß^.  +  y^,^^}k-^^U'hK 


Man  kann  diese  drei  Gleichungen  anwenden  um  die  Coefficienlen  i;,  0,  6' 
aus  dem  Ausdruck  für  ^  zu  eliminiren,  und  löst  man  sie  zu  dem  Ende 
in  Bezug  auf  diese  Grössen  auf,  und  schreibt  sogleich  alle  Glieder,  die 
man  bekommen  kann,  hin,  obgleich  die  höchster  Ordnung  erst  weiter 
unten  gebraucht  werden,  so  geben  sie 

-|Atfc»  +  |/fcAA'  +  -J-|«"AÄ'(A  +  A') 

.     <      51.1'  .«/>»»"  t  h*h' 

(128)  j  +T«*'^  +  T«/*»=v— T^y-iPv 

-  4-  n'k^  -  -i-/A  (A  +  A')  - 1  /'(A2  +  AA'-i-  A'») 

Da  im  obigen  Ausdruck  von  ^  die  Glieder  siebenter  Ordnung  Ubei^n- 
gen  sind ,  so  müssen  hier  bei  der  Elimination  von  tj,  0 ,  d'  in  den  vor- 
stehenden Ausdrucken  dieser  Grössen  auch  die  entsprechenden  Glieder, 
und  zwar  die  mit  fi,  ft,  etc.  «^  aß,  ay  moltiplicirten  Obergangen  wer- 
den. Die  Elimioalion  giebl  in  Folge  dieser  Bemerkung 

A  =  |flcsinß  JH.^(4A2  — 2A*-l-3ÄA'-i-3Ä'2) 

+  JL  (3  jt2  _  6  A»  +  6AA'  +  3A'» ) 

^.-|_(3fc2_2Ä2+   AA'+4A'») 
_  ^  (6A2  —  4  A2  -I-  5  AA'  -i-  öA'^ ) 

_  ^  (fc2  (A  +  h')  —h''+  AW  +  AA'2  -I-  A'») 

_^(jt2(5ÄJ_4AÄ'+5A'2)— 6A*-|-12A'A'— 3AV*'2— 3AA'»+6A'*) 

-l_^3/t<-|.fe2(6A2_5M'__5A'2)H-A*~2ÄV/— 2A-A-2-i-3//A''+3A'*jj 


(129) 
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kann  noch  einen  Schritt  weiter  geben,  und  k,  h,  h!  durch  die  Üi^i- 
ecksseiten  a  und  c  und  den  Winkel  B  ausdrücken.  Zu  diesem  Zweck 
bekommt  man  leicht  aus  den  Reihen  für  asiuxf)  und  acost^  des  Art.  118 

k  SS  csin  ß         — yi^c^sin  Bcos^B 
Ä  =  c  cos  JB         +  yV^  sin  W  cos  B 

h'  =z  ccos  B  —  a  Hh  yV^  ^^^  ^^  ^^^  ^ 

Bei  der  Substitution  dieser  Ausdrücke  entstehen  GHeder,  die  mit  cei;, 
ßfj,  PI  multiplicirt  sind,  in  welchen  aber  aus  demselben  Grunde  wie 
oben 

gesetzt  werden  muss.  Denn  da  a,  ß,  y  nur  um  Grössen  erster  Ordnung 
von  einander  verschieden  sind,  so  würden  durch  die  Nichtberücksich- 
tigung dieser  Gleichungen  Glieder  siebenter  Ordnung  mit  in  das  Resultat 
der  Elimination  hinein  gezogen  werden,  die  nichts  bedeuten  können, 
weil  die  übrigen  Glieder  derselben  Ordnung  übergangen  sind.  Die  Sub- 
stitution der  (129)  giebt  nun 

A  =  yacsinJB  jl  +  ;p^(3a2— 9flccosjB  +  ic2) 

+  JL  (3a2  —  1 2ac  cos  B  +  Sc^) 
+  _|-  (4a2  _  9accos  B  h-  Sc') 

+  ^(3a^_  5aV  +  3c*—  15a62ccosJB)  +  /j 

wenn  die  Summe  der  im  vorhergehenden  Ausdruck  für  A  n^'t  A,  A',  X' 
multiplicirten  Glieder,  die  weiter  unten  nicht  gebraucht  werde»,  mit  / 
bezeichnet  wird.  Alle  vorstehenden  Ausdrücke  für  ^  sind  bis  auf 
Grössen  der  siebenten  Ordnung  richtig,  und  ausser  dem  letzten  würde 
man  noch  zwei  andere  erhalten  können ,  deren  einer  vom  Winkel  A  , 
und  deren  anderer  vom  Winkel  C  abhängen  würde;  ich  halte  indess  für 
überflussig  diese  beiden  Ausdrücke  hier  abzuleiten,  um  so  mehr,  da  wir 
sie  weiter  unten  auf  einfachere  Art  werden  erhalten  können. 


122. 

Die  Summe  der  Winkel  unsers  allgemeinen  sphäroidiscfaen  Dreiecks 
kann  auf  ahnliche  Weise  ausgedrückt  werden.  Die  Reihe  für  g>  Hf-^  des 
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Art.  1 1 8  wird  auch  durch  die  Vei'wandelung  von  h  in  h  auf  das  zweite 
im  vorvor.  Art.  betrachtete,  rechtwinkh'che  sphäroidische  Dreieck  be- 
zogen, und  die  h'nke  Seite  derselben  geht  zugleich  in  q>'-htp'  über.  Zieht 
man  den  Ausdruck  dieser  Grösse  von  dem  der  vorher  erwühnlen  ab,  so 
wird  die  rechte  Seite  des  Unterschiedes  der  Ausdruck  von 

(fp  ^  ^•)  ^.  tp  —  tp'  =  180«  +  yl+ß  +  C 

und  wir  bekommen  daher  sogleich  für  die  Summe  der  Winkel  des  all- 
gemeinen sphäroidischen  Dreiecks  den  Ausdruck 

A  +  B+C=  l80»  +  fc(A-A')j4-iy  +  |öÄ+yÖ'(A+A') 

+ 1^2  + 1  A'Ä(A+A')  +  lr(Ä2+AA'+A'^) 

+  4  At"'(A»+ÄV«'+ AA'^+A») 
^.JL,^2(jt2^.Ä2^.ÄA'  +  A'2) 

+  4^  tjdk  (3  iA2  +  1 3  (Ä^  +  AA'+  A'^)) 

-*-  4  '?^'  (3'^*'  (*  +  A' )  +  26(A»+  h%'+  hh'^+  Ä'=> ))  j 

Fuhrt  man  hierin  zuerst  die  Dreiecksflache  durch  die  Gleichung 

(1 30)     A(A— A')  =  2  A  j  <  —  <-^ »?  (A'  +  A2  +  AA'+A'^) 

-  ^,-  6k  (6A2  +  7(A2  +  ÄA'+  A'^ )) 

—  ^  ö'  (3fc2  (A  +  Ä')  +  4  (A»  +  Ä*A'+  AA'2  +  A'»))  | 
ein ,  die  leicht  aus  dem  Vorhergehenden  folgt,  so  wird 

+ 1 A  fc*  + 1  Ä'A  (A  +  A')  +  ^  A"(A2+ÄA'+ A'2) 
+  r,/*k^  +  rof*'k\h+h')  +  ±/A(A^+AA'+A'^ 

+  JL  ^"'(A3  ^.  Ä2A'^.  hh'2+  Ä'3) 

_  JL  ,^öA  (A2+  7(A2 + AA' + A'»)) 

+  4ö  '?^'  (^*'  (*  "•■  *')  ■•-  2'*'  —  3A%'~  3AA'2  +  2A'»)  j 

und  elimioirt  man  hieraus  17,  6,  6'  durch  die  (128),  deren  Glieder  hier 
Alle  in  Betracht  kommen,  so  ergiebt  sich 
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i+ß+C=  180» 


_  ^  (A2  _  2A2  +  7AA'  —  4A'2) 


-_  :^  (fcl  _  4*2  ^.  7ÄA'  __  2Ä'2) 

_  A  jifci + i'jk  (/n-  A')  +  r(A2  +  AA' + A'2)  j 

—  A  {8^fe3+1 2^'A»(A+A')+6/A(3A»— 2ÄA'+3A'^ 

-1-  /'(7A8— 3A2A'— 3AA'2+7  A'')  | 

Weodet  man  endlich  die  (129)  an,  um  die  Dreiecksslückc  a,  c,  B  ein- 
zuführen, wobei  hier  nur  die  Glieder  erster  Ordnung  derselben  in  Be- 
tracht kommen,  so  bekommt  man 

A  +  B  +  C=  180«  +  -fiot-hß+r) 

-1-  A?!. (ci  __  accosÄ  —  3o2) 

—  jff{c'+ ac  cos  B—ia') 

—  ^(c2_3flccosß-2a2) 
_  ^\jic^  —  A'ac+A"a'\ 

—  A  { 8lfc3  _  1 2itf  W  +  1 8Äf  Vc  —  71f  "'a»j 

>vo  zur  Abkürzung 

A    =  Asin2/?+2;i'sinßcosß  +  A"cos=^JB 
A'  =  A'sin£  +  A''cos£ 

^^  =r 

itf    =/isin='ß  +  3^'sin2ßcosß+3/sinÄcos2Ä  +  /'cos»ß    [(131) 
M'   =  /w' sin  ^ß  +  2^"  sin  ß  cos  fi  +  ^u"' cos  ^Ä 
M"  =  fi"  sia  B -h  fi"  cos  B 

mmui  in 

M     =  ^ 


gesetzt  worden  ist.  Die  vorstehenden  Ausdrücke  für  die  Summe  der 
Winkel  des  allgemeinen  sphäroidischen  Dreiecks  sind  bis  auf  Grössen 
sechsler  Ordnung  richtig. 
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123. 

Vergleichen  wir  jetzt  das  bisher  betrachtele  sphäroidische  Dreieck 
mit  dem  sphärischeo,  welches  dieselben  Seiten  a,  b,  c,  hingegen  die 
Winkel  A-hM,  ß+dß,  C+*C  hat,  und  entwickeln  die  Ausdrücke  für 
dA,  dB,  öC.  Ich  habe  hier  das  sphärische,  stall  des  von  Gauss  zur 
Vergleichung  gewählten  ebenen  Dreiecks  gesetzt,  weil  das  Resultat  da- 
durch eine  grössere  Allgemeinheit  erhält,  und  die  Vergleichung  mit  dem 
ebenen  Dreieck  als  speciellen  Fall  in  sich  fasst,  welcher  einfach  dadurch 
herbei  geführt  wird,  dass  man  den  Halbmesser  der  Kugel,  auf  welcher 
man  sich  das  sphärische  Dreieck  verzeichnet  denkt,  unendlich  gross 
macht.  Dieser  Halbmesser,  welcher  hier  mit  in  Betracht  kommt ,  und 
mit  r  bezeichnet  werden  soll,  ist  im  Allgemeinen  völlig  willkührlich,  und 
man  kann  ihn  in  den  Anwendungen  so  bestimmen,  dass  die  Ausdrücke 
möglichst  einfach  werden.  Nehmen  wir  nun  r  in  demselben  Linear- 
inaasse  ausgedrückt  an,  wie  die  Dreiecksseiten  a,  b^  c,  dann  erhalten 
wir  aus  der  sphärischen  Trigonometrie 

h     *      c  /  A    .    ^  A\  a  b  c 

sm  —  sm -r  COS  (A -f- aA)  =  cos cos  — cos  — 

r  r  ^  I  r  TT 

und  setzt  man  hierin  für  die  Sinusse  und  Cosinusse  der  Seilen  die  be- 
kannten Reihen,  die  schon  oben  angewandt  wurden,  so  giebt  eine  Ent- 
wickelung,  die  durchaus  keine  Schwierigkeiten  hat, 

kcos(A-hdA)  =  -i-a^  +  i.  62  ^1^2^^ 
(1 32)       \      ac  cos  {B+dB)  =       1  a^  —  16^  +  i-  c^  +  L 

abcos{C+dq  =       {a^  +  ^b^  —  ^c'^  +  M 
wo  zur  Abkürzung 
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gesetzt  worden  ist.  Diese  drei  Ausdrücke  folgen  durch  Vertauschang 
der  betrelTcnden  Buchstaben  aus  einander,  die  weiteren  Ent Wickelungen 
aber  besitzen  diese  Eigenschaft,  wenn  man  nicht  neue,  von  der  allge- 
meinen  Oberfläche  abhängige,  Hülfsgrössen  einführen  will,  nur  in  ge« 
ringerem  Maasse. 

Zur  weiteren  Entwickelung  der  Functionen  K^  L,  M  brauchen  wir 
ausser  der  Gleichung  a=Ä — K  nur  die  ersten  Glieder  von  o^  und  a^ 
hier  (?  und  6^,  des  Art.  118^  nemlich 

62  =  &2+ A'2  —  -i  iyfe2Ä;2  _  J.  ek^i^i  _  ^  e'fe2p 

* 

diese  gebeo  leicht 

{b^^cf  =  [h^hf\{h-\-hf-\tik\h-^Kf—^ek\h-\-Kf 

und  folglich  wird 

o>»  —  26»  —  2c»)  +  (6» — c»)» 

=  _  4ft»  {h-h'y  j  1  + 1  ,^  ÄÄ' + 1  e fc AÄ'+  ^  6i'(Ä»Ä'+  AÄ*»)  j 

ferner  wird  mit  ausreichender  Genauigkeit 

«2  _  562  _  5c2  _  _  1  Oft»  —  4Ä»  —  2ÄÄ'  —  4Ä'» 
76«  +7c< +1 06»c»  =  24A*  +  24fe»(Ä»+Ä'»)  +  7A«  +  i  OÄ»A'»  +  7A'< 

6»+c»  =  2fc»  +  Ä» -I- A'» 
folglich 

a*{a^—  56»—  5c»)  +  o»(76<  +7c^  + 1 06»c»)  —  3  (6»—  c»)»(6»-|-  c») 

=  8ft»  (Ä— Ä')»(3fc»+  A»-|-  ÄÄ'+Ä'») 

Ferner 

3a2  _  762  _  3ca  =  —  1  oft»  —  6ÄA'—  4Ä'» 

56»  —  3c»  —  1 06»c»  =  —  8fc*  —  i  6fe»Ä»  —  3A*  —  1  Oä»ä'»+  öh'* 

6»  _  3c»  =  —  2fc»  —  3A»  +  A'» 
folglich 

a4(3o»  —  76»  —  3c»)  -|-  o»(56^  —  3c»  —  1 06»c»)  —  (6»  —  c»)»(6»—  3c») 
=  _  8fe»  (A— Ä')»  (fc»  +  3Ä»  —  3AA'+  A'») 
Hiemit  sind  die  Glieder  entwickelt,  aus  welchen  K  und  L  bestehen,  und 


»V 
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man  erkennt  leicht,  dass  sich  die  von  M  aus  denen  von  L  ergeben, 
wenn  in  diesen  h  und  h!  mit  einander  vertauscht  werden.  Aus  diesem 
Grunde  wird  es  ilberflilssig  die  Glieder,  aus  welchen  Jf  besteht,  aus- 
führlich hinzuschreiben.  Stellt  man  jene  zusammen,  so  erhall  man 

ÜC  =  —  k\h—h'y  j  7^  (1 2+  itjhh'-t-  3Ö  fcAÄ'-H  (/{h^'+  ÄÄ'*)) 

+  ^{^k'+h'  +  hh-  +  h'^] 

L=  —  k%h—h'Y  1^(1 2  +  ii]hh'+  Sdkhh'+O'ih^'+hh'^)} 

Es  ist  zu  bemerken ,  dass  diese  FunctioDen  die  Grundlage  des  Unter- 
schiedes zwischen  der  Reduction  des  sphäroidischen  Dreiecks  auf  das 
sphärische,  und  der  Reduction  desselben  auf  das  ebene  Dreieck  bilden. 
Denn  macht  man  in  denselben  r  unendlich  gross ,  so  werden  sie  Null, 
und  in  den  noch  zu  entwickelnden  Functionen  wird  r  nicht  vorkommen. 


124. 

Den  eingeführlen  Bezeichnungen  zufolge  wird  im  sphäroidischen 

Dreieck 

6ccoSil  ^  acos(p,acosq)+asinq).as\ü(p 

Da  ferner  aus  demselben  Grunde  die  erste  Gleichung  (1 32) 

bc  cos  {A+ÖA)  =  —  1  (A— Ä')2+ 1  a^  +  ^  a  2  +  ÜC 

giebt,  so  bekommt  man  leicht 
bc  (cos  A  —  cos  {A+dA)) 

=  y  (Ä — h'Y  —  Y  (a  cos  q)  —  a  cos  qp')^  —  y  (a  sin  y  —  o  sin  qp')*^  —  K 

Femer  ist 

ac  cos  B  =        (Ä — h')a  cos\p 

ab  cos  C  =  —  (Ä — h')acos\p' 

und  die  zweite  und  dritte  der  Gleichungen  (132)  werden 

occos  {B+dB)  =  4"  {h—h'Y  + 1  a^  —  1  a'^  +  L 

ab  cos  {C+dq  =  y  {h—h'Y  —  1  a^  + 1  a'2  +  M 
woraus 
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ac(cos  B  —cos  {B-i-dB))=—j{h—hy  +  {h—h')aco8ri)  —  l(<r'_</»)_L 

ab  (cos  C—  cos(C+<yC))=— i(*— A'f—  (h—hycosyp'  +  ^{ty^—a'^^—M 

folgen.  Man  erkennt  hieraus ,  dass  6C  aus  dB  vollsländig  durch  Ver- 
tauschung von  h  und  h'  mit  einander  erhalten  wird,  weshalb  itn  Folgen- 
den nur  die  Entwickelungen  von  dA  und  dB  vorgenommen  zu  werden 
brauchen. 


125. 

Die   Reihen  des   Art.   1 1 8  geben    bis   auf  Grössen  der  achten 
Ordnung 

(ocos (p^ a  cos (py 

=  Jt^  (Ä- A7  jl  ti'  {h+hj  +  ^  »;ÖÄ  {h+hj  +  ^  y(f{h+h')  (h-'-t-hh'-t-h'')  j 

(o  sin  (p-</  sin  ^7  =  (A-A^  j  1  + 1  jyfc^  +  ±  {20fc»  +  ^fe  (Ä  +  Ä')) 

+  JL  (3  Afe4  ^.  3  ;i' jt3  (/^  ^  h')  +  X'k^  (A2  +  AÄ'  -I-  A'2) 
+  -L  (4  ^fe5  _,.  6  ^'ft4  (Ä  +  A')  +  4  /A"  (A^  +  AA'  -i-  A'^) 

+  fi"k^h^  +  K'K  +  Mi'  +  A'»)) 
+ 1  ^2  (3  A*— 4  A2  (A2  ^  hh'  ^  Ä'»)) 

-f-  _L  ^öjt  (36  A4  —  73  A2(A2  +  AA'  +  A'^)) 

+  _J_  ^flf  (1 7  fti  (A  +  A")  —  1 4  A2  (A3  ^.  A2A'+  AA'-^+A'»))  j 

voraus  sich  ohne  Muhe 

bc{cosA-cos{A-t.dA))=^  1  *'(Ä-A?  jl»/  + 1^  (2öA  -i-ff{h  +  A')) 

+  _*.  (3U2  +  3  A'A  (A  +  A')  +  r  (A^  +  AA'  -t-  A'*)) 

+  .1.  (4/iA3+6;t*'A2(A+A')+4/A(A2+AA'+A"^) 

+  fi"  (A»  +  AW  +  AA'2  +  A'»)) 
+ 1  ,^2(3  /L2  ^.  A^  +  6  AA'  +  A'») 

^.  _L  ,^öA  (36  A2  +  2  A^  +  77  AA'  +  2  A'^) 

+  _i_,^ö'(17fe2(A+A')+6A=»+26AW+26AA'2+6A'=')j 
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ergiebt.  Mao  bekommt  ferner  aus  deo  Reihen  des  angezogenen  Arlikeis 
2  (A— A')  ocos  v  —  (a^—a^ 

-s  (h—k'Y  j  1  —  y  tjk''—  ^  (3dk^  +  tfk'  (2  A  +  A')) 

_  JL(6;iA4  +  4A'fc3(2A+Ä')  +  rA2(3A»  +  2AA'  +  A'»)) 

_  _L  (1 0  ^fcs -H 1 0 /*' A*  (2  A  +  A)  +  5 /*=>  (3  A2+ 2  AA' +  A'>) 

+  /*"'A2  (4  A3  +  3  ÄW  +  2  AA'2  +  A'»)) 
_  ^  ,2  (fci  +  A2  (3  A»  +  2  AA'  +  Ä'2)) 

—  in^<^*(3  *'  +  2  A2(3A»  +  2  AA'  +  A'^)) 

-  ~  i/ö'(25  A^(2  A  +A')  + 1 8  A^  (4  A'+3  AW+2  hh'^+h'^)) } 
und  hieraus 

ac  (cos  fi  —  cos  {B + dß)) 

=  -T**(A-A?||^+r,(3ö*  +  ö'(2A  +  A')) 

+  ^(6Afc2+4Ä'A(2A  +  A')  +  A"(3Ä2  +  2AA'  +  A'»)) 

+  jJj((10/tA»+  10/i'A2(2  A+A')  +  5/fc  (3A2+  2  AA'  +  A'^) 

+  ;t*"'  (4  A»  +  3  AW  +  2  AA'«  +  A'»)) 
+ 1 ,2(A2^  3^2  ^.  2  AA '  + A'2) 

+  1^  iyöA(3A»+6A2+4AA'  +  2Ä'^) 

+  l^)yö'(25fcX2A+A')+72A'+54AW+36AÄ'2+1 8A'»)  j  —  L 

Es  ist  ferner 

(csinil  ^  osin^).  a'cosip  —  acosq).  a  smq>' 
ac  sin  B  =  [h  —  h')a  sin  ^ 

oder,  nach  der  Substilution  der  Reihen,  iiiil  ausreiclieoder  Genauigkeit, 

+  ^  efc(2&2+  5AÄ')  +  ^  d'  (&^(Ä  +  Ä')+2  A2A'+2ÄA'2)  j 

acsinÄ  =  A{A  — A')jl  +liyA2  +  l  öAA^  +  ld'A»)] 

womit  alle  zur  Erlangung  von  dA  und  ()^ß  erforderlichen  Ausdrücke 
entwickelt  sind,  und  nur  noch  mit  einander  combinirt  zu  werden 
brauchen. 
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126. 

Durch  Divisionen  und  Substitutionen  der  Ausdrücke  von  K  und  L 
ergiebt  sieb  aus  den  Ausdrücken  des  vor.  Art.  zuerst 

cosA  —  co8(i4-i-  dA) 
9\nA 

+  l,^(fc'  +  2Ä^  +  2AA'  +  2A'»)+j^,Ä» 
-»-4^'?'äifc(i2fc*+4A2  +  19AA'+4Ä'^  +  ^0A(2Ä»-AA') 
■»- jiö '?''' C' *' (*  +  *')  +  6  *'+ 6  ÄW  +  6  AA'2+ 6A'3)  +  ^  Ö^fcJ  (A+ A') 

—  ^(3A*  +  A»+AA'  +  A'') 
+  ii  (3  ^fc'  +  3  Xk  (A  +  A')  +  A'  (A^  +  AA'  +  A'»)) 


'    360 

cos  B  —  cot  (B  +  JBl 
sio  B 


=  _±A(Ä-A')ji-,+±{3öA+</(2A  +  A'))-^ 

+  lij'(2A'  +  A'  +  4AA'  +  2A'^)  +  ^i7(A2-2AA') 

+  4'/''*(3**— 3A'+*AÄ'  +  2A'*)  +  5^flA(A2^2AA') 

4- JL,ö'(25A^2A+A')+<  2A='+39AW+36AA''+1 8A'>  ^^«^(äs-A'A'-AA'^) 

-J-j(A2  +  3Ä»-3AA'  +  A'^ 

+  i.  (6AA2+  4A'A(2  A  +  A')  +  ^"(3  Ä«  +  2  AA'  +  A'»)) 

+  _L  (4  OjuÄ»  +  1 0  fi'k'^  (2  A  +  A')  +  5/i'Ä  (3  A'  +  2  AA'  +  A») 

+ fi'"  (4  A»  +  3  AW  +  2  AA'2  +  A'»))  j 
Setzt  man  nun  für  einen  Augenblick 

cos  A  —  cos  (A  +  dA)  „ 

: — 3 ^  P 

Sin  il  «^ 

SO  wird 

dA  SS  p  —  Y  p^  cotg  A 

und  einen  analogen  Ausdruck  bekommt  man  für  dB.  Der  Art.  118  giebt 
aber  mit  hier  ausreichender  Genauigkeit 
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^^^=U^y'    cotg/?=A 
und  aus  den  vorstehenden  Ausdrücken  erhält  man 

/con  A  -  008 {A  +  dA)\i *  j~,,       ,,.,(  1     ,         3 

\ -An j  =  T*(*-*)|-ir'?  — -SP«? 

+  ^,e'(Ä+Ä')-j^ö'(A+Ar+^j 

/cosÄ  -C0S(Ä  +  <fB)\2         4    .„,,         L'\9(  <      o  2 

+ 1  ,ö'(2  A+Ä')-  Ti3Ö'(2A+A')+^  ] 
Substituirt  man  diese  Ausdrücke  so  ergicbl  sich  leicht 
.JA=-i-A(A-A')ji-,  +  4öA  +  ^e'(A  +  A')-^ 

+  ^(7fc^  +  4A*+9AA'+4A'^)-^AA' 
+  ^(42A^+  4A2  +  49AA'  +  4  A'"^)  -  ^  AA' 
+  -^  (1 2  A»  (A+ A')  +  6  A'  + 1 1  A»A'+  <  1  AA'2+6A'») 

-  ^  (AW+ AA'»)  -  -^  (7A2+ 4A^-AA'+  4A'^) 
^  (3  AA»  +  3  A'A  (A + A')  +  A"  (A*  +  AA'  +  A'^)) 

Jj  (4  ^  A»  +  6  tik'  (A+ A')  +  4  [i'k  (Ä^  +  AA'+  A'^) 

-f-  /*'"  (A'  +  A^A'  +  AA'»  +  A'»)) 

+  ^^(4Ai  +  7A»  +  3AA'  +  4A'»)-^AA' 

+  |g(6A«+3A»-AA'+4A'2)-^*iAA' 

+  ^^(25  AX2A+A')+42A»+24A»A'+  21 AA'^^  1  SA'») 

-  ^(A'Ä'+*A'')  -  Ti^.(4A»+7A»-7AA'+ 4A'») 
+  JL  (6  AA»  +  4  A'A  (2  A  +  A')  +  A"  (3  A»  +  2  AA'  +  A'»)) 
+  J_  (1 0/iA=«+ 1 0//A»  (2A+A')+.')/A(3A»+2AA'+A'») 

+  /r  (4  A»  +  3  AW  +  2  AA'»  +  A'=»))  j 


60 

1 
860 
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die  bis  auf  Grössen  sechster  Ordnung  richtig  sind,  und  womit  die  Auf- 
gabe schon  gelöst  ist. 

127. 

Die  eben  erhaltene  Auflösung  unserer  Aufgabe  kann  durch  Ein- 
führung der  Dreiecksfläche,  der  oben  schon  angewandten  Krümmungs- 
n^aasse,  und  der  Dreiecksseiten  und  Winkel  vereinfacht  werden.  Die 
iVnwendung  der  Gleichung  (130)  giebt 

■    •»<>*  (9ifc»— 32A2-f-13AA'— 32A'2)-|-jj^(6A2+7Ä2— 8AA'+7A'2) 


1080 


720 


(1 3  fc2  (A  +  h)  —  A'  —  4  A«Ä'  —  4  AA'2  —  A'») 


+  il?  (3  *MA  +  A')  +  4  A»  -  AW  -  AA'2  +  4  A'») 

+  JL  (3  AA2  -I-  3  X'k  (Ä  +  A')  +  r  (Ä2  -i-  ÄA'  +  Ä'^)) 
+  _1_  (4  ^,fe'  +  e^V  (Ä  +  Ä')  +  4  fi'k  (A^  +  ÄÄ'  +  A'2) 

+  fi'"  (A» + AW  +  ÄA'2  +  A'"))  j 

_^(fe2_2Ä2  +  2AA'  +  Ä'2)  +  ^(fe2  +  A*-AÄ'  +  A'2) 

-  ^  (21  Jt2+57A2-I-97AA'+47A'2)+ j^  (6  fe«+7A^— 8AA'+7A'2) 

+  jC  (52  A^A  + 17  A2  A' +  30  A»  —  2 1  AA'2  —  27  AA'!«  —  3A'») 

+  _^  (3  fc2(Ä  -1-  Ä')  +  4  Ä»  —  A^A'  —  ÄA'2  +  4  A'») 

+  i.(6AÄ2  +  4A'A(2A  +  A')  +  A"(3A2+2AA'  +  A'2)) 

+  -i-(10M»+10At'A2(2A  +  A')  +  5|*"A(3A»+2AA'  +  A'») 

+  /'  (4  A»  +  3  AW  +  2  AA'2  +  A'^»))  j 

i>nd  führt  man  hierin  die  Kriimmiingsmaasse  durch  die  Gleichungen 
(1^8)  ein,  so  entstehen 
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dA^-^,\ia  +  ß  +  r\ 


»r* 


-  ^ j  3  *»-  4 A*+ 1 1  hh'-  4Ä'2  j  -  j^  [  4  fc2+ 3  h^-  2  ÄÄ' + 3  Ä'^  j 
-^J9i»-3Ä^  +  13ÄÄ'-A'='j  ~^|3fe»+4Ä2-4ÄÄ'+3Ä'2J 
-^j^*'-*'  +  ^3M'-3PJ— j^J3)t*+3Ä«-4AÄ'+4Ä'JJ 

+  ?ii^|7fc'+**'-ÄÄ'+4Ä'^j 


360 


Qfik^  +  dfik'ih  +  h)  +  fik [W  K'—Khh'-^W  Ä'2) 


+ /'  (4  A»  —  Ä^Ä'  —  ÄA'»  +  4  A»)  j 

— ^*J9Jfc^39Ä2+73  ÄÄ'-25A'2J  — j^J4A2+3Ä2-2AÄ -i-3A'«j 
+^  j  8fe»-30Ä2+54  ÄÄ'- 1 6A'2  j -jAJ  j  3A»+4A2- 4  ÄÄ'+3A'2J 
"»-^6o|  ^  3fc*— 33Ä2+43  ÄÄ'+3Ä'2J  ~^J3fc»+3Ä2— 4  ÄÄ'+4Ä'*  j 

+^  j  4ft*+7Ä»— 7  ÄA'+4A'2  j 
J3Aifc*  + 2A'fc(2Ä  + A)  +  A'(4Ä2— 4  ÄÄ'  + 3A'2)j 

j  5^fc3  +  5^'*2(2A  +  A')  +  /u''Ä(1SA2—  10AÄ'-l-iOA'») 

+  ft'  (6  Ä» — 3  AW  —  2  AA'2  +  4A'=0  j 

auch  bis  auf  Grossen  sechster  Ordnung  richtig.  Wenn  man  nun  in  die- 
sem Ausdruck  von  dB  um  SC  zu  erhallen ,  h  und  A'  mit  einander  ver- 
lauscht, so  mUssen  auch  ß  und  y  mit  einander  vertauscht  werden. 


4t« 

_A 

860 


128. 

Fuhrt  man  endh'ch  in  die  eben  erhaltenen  Ausdrücke  die  Dreiecks- 
stUcke  a,  c,  B  ein,  and  schreibt  auch  den  Ausdruck  dir  dC  hin,  dann 
wird  schliesslich 
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.)A=-^J2a  +  /J  +  y) 


-  MI  3<^-  3flccosÄ-  4a»  j  ~  5^1  4c»-  4oc  cosÄ+  3a»j 
— ^^'^-^^«''CosÄ-a^j  -  j^J3c»-2accosÄ+3a«j 

—  ^J9c«  — 7accosß-3a«j  -  jf^j  3c>- 4accosß+4o»j 

+  ^J4^c»— 4^'a<;+3^'a»j 


t60 


j  6Jf c»  — 9 J»f'oc2+ H  M'a^c  —  4  Wa»  j 


-  tm\  9c'— 23  oc cosÄ-26 <»* j  -  jap j  *  c*  -  4  oc  cos  Ä  +  3  o'i 
AgJ8c»— 22accosÄ— 16o2J  —  jA^J3c»-2oc  cosB  +  3a2J 

•  ^^j < 3 c»— 49 oc cos ß+3a2J  -  j^J3c*- 4accosÄ+ 4fl»j 

AJ3^c2_2^'ac+3.</"a2J 

Aj  SAfc»  -  5  M'ac'  + 1 0 J»f Vc  —  4 If " a»  j 

-  ^h  c' +  6  ac  cos  B—Sda'^  —  jA^J4c'  — 4accosÄ  +  3a'] 
4.A^h3c«+23occosÄ— 33  a»}— ,-^J3c»— 2accosÄ  +  3o2J 
+  ^J8c»  +  6accosß-30a»j  -  ^J3c»— 4  oc  cos  Ä  +  4a'j 

+  ^J4c»  — 7accosÄ  +  7a«j 


+  ^|  5Afc»  — -lOÄf'flc'+lÖlf'fl'c 

S60( 


.6M"a^ 


<''e  gleichwie  die  vorhergehenden  Ausdrücke  bis  auf  Grössen  sechster 
fWnung  genau  sind.  Die  hier  angewandlen  Hulfsgrössen  -^,  yf,  jf\ 
*,  W,  M\  AT'  sind  dieselben,  die  durch  die  Gleichungen  (131)  einge- 
liilirt  worden  sind. 

AyMBdI.  d.  K.  S.  GetelUeb.  d.  WisMoieh.  XIII.  12 
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129. 

Mao  kann  mit  wenig  Mühe  aus  den  vorsteheoden  Ausdrücken  noch 
ein  interessanles  Resultat  ziehen,  nemlich  eine  Relation  zwischen  der 
FWche  d«s  sph^roidischeo,  und  der  des  sphärishen  Dreiecks,  auf  wel- 
ches jenes  hingeführt  worden  ist«  Sei  die  Fläche  dieses  sphärischen 
Dreiecks  mit  A  bezeichnet,  dann  tst 

A-^B+C  +  dA  +  dB  +  dC=  180»  +  A' 

setzt  man  in  die  linke  Seite  dieses  Ausdrucks  für  die  darin  vorkommen- 
den Grössen  ihre  aus  den  Artt.  1 22  und  1 28  zu  entnehmenden  Werthe, 
so  erhält  man  sogleich 

_AJJ3c2_2flccosJB  +  3a2J 
-.^J3c2-4accosß  +  4a^j 
\  c^  —  ac  cos  ß  +  a^  I 

welcher  Ausdruck  auch  bis  auf  Grössen  sechster  Ordnung  richtig  ist. 
.Da  leicht  im  Voraus  Erkannt  werden  kann,  dass  im  Unterschiede  zwi- 
schen A'  und  A  a"e  Glieder,  die  in  den  vorhergehenden!  biefür  be- 
nutzten, Ausdrücken  von  r  unabhängig  sind,  verschwinden  müssen,  und 
diese  sich  im  vorstehenden  Ausdruck  in  der  That  gegenseitig  aufge- 
hoben haben,  so  ist  hiemit  eine  Controlle  eines  grossen  Theils  der  vor* 
hergehenden  Entvvickelungen  erlangt.  Da  ferner  der  vorstehende  Aus- 
druck, wenn  man  die  Erümmungsmaasse  a,  /?,  y  einiandör  gldch  setzt, 
A'  st=  A  vverden  muss,  nnd  dieses  auch  der  Fall  isi«  so  ist  biemit  eine 
Controlle  für  einen  anderen  Theil  der  vorhergehenden  Entwickelungen 
efrlangt  worden. 

Wenn  man  in  allen  Gau^sischen,  sich  auf  die  hier  behandelte 
Aufgabe  beziehenden,  Ausdrücken  statt  der  von  ihm  angewandten,  und 
mit  f\  f\  f\  g%  g\  h^  bezeichneten  CoefBcienten  die  hier  angewandten 
und  mit  t^,  6,  0'  A,  k\  l"  bezeichneten  CoeflAciantefi  einfbbrt'*^,  so  wird 


*)  Die  hiefur  anzuwendenden  Relationen  sind : 

po=-±ö',     g^-^X,     A«=-ir 


*         2 
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man,  in  so  weit  die  Yergleichung  überhaupt  möglich  ist,  vöHige  lieber- 
einstimmong  fiuden. 


130. 

In  Bezi]^  auf  den  im  Art.  1 1 3  efngeflihrten  Winkel  i'  sind  noch  die 
folgenden  Erklärungen  erforderlich.  Es  wurde  dort  v  als  der  Winkel 
definirt,  den  die  HauptkrUmmungslinie  auf  der  Oberfläche,  in  deren 
Ebene  die  Achse  der  x  gelegt  worden  ist ,  mit  dem  ersten  Element  der 
kürzesten  Linie  macht,  die  vom  Punkt  A  ausgeht,  und  für  welche  9)=0 
ist.  Der  Anfengspunkt  von  t;  wurde  in  den  Zweig  der  HauptkrUmmungs- 
linie verlegt,  in  welchem  die  x  positiv  sind.  Da  die  genannte  kürzeste 
Linie,  welche  weiter  hin  im  Verlaufe  der  Entwickelungen  mit  k  bezeichnet 
wurde,  eliminirt,  und  durch  die  ähnlichen  a  und  a ,  oder  welches  dasselbe 
ist,  durch  die  Dreiecksseiten  c  und  b  ersetzt  worden  ist,  so  kann  man  v 
nicht  als  unmittelbar  gegeben  betrachten,  sondern  muss  statt  dessen  den 
Winkel  zwischen  der  genannten  Hauptkrümmungslinie  und  einer  der 
beiden  Dreiecksseiten  b  oder  c  als  eine  unmittelbar  gegebene  Grösse 
betrachten. 

Der  Winkel  zwischen  der  genannten  HauptkjrUmmungslinie  und  a, 
oder  der  Dreiecksseite  c ,  wurde  a.  a.  0.  schon  unter  der  Bezeichnung 
X  eingeführt,  und  sieht  man  diesen  Winkel  als  gegeben  an,  so  wird 

Aus  den  Reihen  des  Art.  118  erhält  man  aber  mit  hier  ausreichender 
Genauigkeit 

tg  9>  =»  X  =  cotg  B 

und  folglich  wird 

v  =  x  +  B  —  90^ 

Will  man  statt  dessen  den  Winkel  zwischen  derselben  Hauptkrüm- 
mongslinie  und  der  Droiecksseite  b  als  gegeben  betrachten,  und  be- 
zeichnet man  diesen  mit  x\  so  findet  man  ohne  Weiteres 

v  =  X  ^  B  +  A  —  90^ 

Ifiemit  sind  alle  in  unserer  Aufgabe  vorkommenden  Grössen  vollständig 
erklärt. 

12* 
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•     131. 

Dio  zunächst  Holende  Anwendung  der  vorhergehendea  Aotfiimi^ 
dor  «llgonieinon  Aufgabo  bielet  die  Kugel  dar,  und  es  soll  cfaher  jtHzt 
nngnnnnjni(M)  worden,  dass  dio  allgemeine  Oberfläche  in  die 
ninor  Kugel  von  dem  Halbmesser  r  übergeht.  Aus  den 
den  Art.  1 1 3  geht  nun  hervor,  dass  in  diesem  Falle 

'/  =  IT 

und  das8  alle  übrigen  Cooflicienten  0,  (i\  X,  Ü  X\  fi,  etc.,  wie 
iMH^h  ilio  Knlwickelungon  rortsoUU  Null  sind.    Es  wird  folgiiek 

Sol/t  man  nun  dioso  Worlho  in  don  lol/len  Ausdruck  ftir  ^  des  Art.  121, 
Ko  wird  /.uorst 

A  — -Jarsin«  [I  +^^(a^— 3accosÄ  +  c2) 

+  3^(3ii*-r>oV  +  3c*— ISoftVcosÄlj 

nbor,  dio  sphilrischo  Trigonometrie  giobi  allgemein 

(1 33)     rtfoos ß «  y a^  —  Y  6*  +  Y  c=» 

J^(a4  — 2a*62— 2rtV  +  6*  — 26VH-C*) 

uuil  oliminirt  man  hiemit  cos  D  aus  dem  voi^slehenden  Ausilruck .  so 
wird  or 

^  =  lacsinßj  \  -  J-^  (a^- 36^  +  c«) 

480r*  "*"  96r*  "*"  U4r*  480r*J 

mit  doni  Art.  82  vollständig  übereinstimmend.  Macht  man  dieselbeq 
SubHtilulionon  in  dem  letzten  Ausdruck  der  Summe  der  Winkel  des 
Nphlh'oidischen  Dreiecks  des  Art.  1:22,  und  erwägt,  dass  jetzt  aucli  alle 
(Initllicionton  y/,  A\  J\  AT,  Af',  U\  M"\  etc.  Null  werden,  so  wird 

tlitiNor 

A  +  n  +  C  =  180«  +  A 

NNolohoH  oine  bekannte  Gleichung  der  sphärischen  Trigonometrie  ist. 
hlliH  nuMi  auch  dieselben  Subslilutionon  in  dio  Ausdrücke  des  Art.  128 
ouii  HO  tlndot  man 
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dA  =  dB  =  dC=0 

^velche  Gleichungen  sich  von  selbst  verstehen.    Macht  man  hingegen  in 

denselben,  sonst  unveränderten  Gleichungen  erst  r  unendlich  gross,  und 

Uhrt  darauf  die  oben  genannten  Substitutionen  ein,  so  bekommt  man, 

lachdem  auch  D  eliminirt  worden  ist,  für  die  Reduction  des  sphärischen 

reiecks  auf  das  ebene, 

AA  —  ^  I  4  **    j-  ^  j.  ^\ 

^^ 8    P    ~  80?  "■"  60r*  ■*■  60r«( 

Ali  —  A  (   I   -1.  -^  6'      ,      €»    ) 

O^  —   —     8    P   ■*■  60r»  80r*  "•"  6ÖPJ 

;.C ^(4-_^-jL  ^\ 

^^  —  3    j   ^   "•"  60r*  "•"  60r*  80r*j 

:]]ii  den  Ausdrücken  (90)  des  Art.  80  vollständig  übereinstimmend. 


132. 

Es  soll  zweitens  die  Anwendung  der  vorhergehenden  allgemeinen 
ormeln  auf  das  abgeplattete  RevohUionsellipsoid  ausgeführt ,  und  zu 
em  Ende   die  Gleichung   dieser  Überfläche  wie  früher  in  folgender 
'orm  aufgestellt  werden, 

[icr  liegen  wieder  die  Achsen  der  x  und  y  im  Aequator,  und  es  soll 

"^cousserdem  die  Achse  der  x  in  dem  Meridian  liegen,  von  welchem  an 

^iian  die  Längen  zählen  will ;  die  Achse  der  z  liegt  wieder  in  der  Um- 

^vlrchungsachse  des  Revolutionsellipsoids.  Die  grosse  Halbachse  ist  hier, 

^^im  Verwechselung  mit  den  Dreiecksseiten  vorzubeugen  mit  n,  und  die 

Jeine  Halbachse  aus  demselben  Grunde  mit  m  bezeichnet  worden. 

Verlegt  man    nun  zuerst   den  Anfangspunkt    dieser   Coordinaten 

in  den  Punkt  der  Oberfläche,  dessen  Coordinaten  ^,  0,  ^  sind,  dann  wird, 

"wenn  die  reducirte  Breite  desselben  mit  ß  bezeichnet  wird, 

I  =  w  cos  /?  ,    f  =  m  sin  /? 

und  die  Gleichung  der  Oberfläche  geht,  wenn  man  die  neuen  Coordi* 
naten  allgemein  mit  x\  y^  z  bezeichnet,  über  in 

— s-^  H-  •::t  +  2  —-  cos  /?  +  z  -—  sm  /?  =5s  0 

Dreht  man  ferner  die  Achsen  der  x  und  z  so,  dass  die  der  z  in  der 
Normale  des  Anfangspunkts  zu  liegen  kommt,  und  im  Innern  des  Revo- 
lutionsellipsoids die  z  positiv  werden,  so  muss,  wenn  D  die  Polhöhe 
des  Anfangspunkts  der  Coordinaten  bezeichnet, 
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x'  ss=      X  siü  B  —  z  cos  B 
z  =s  —  X  COS  B  —  z  sin  B 

substituiri  werden.  "^     Man    erhalt    hierauf   für    die   Gleichung  der 
Oberfläche 

^  (=^'  +  ^)  +  ^  +.'  (2?  +!^')  +  tx.(^- J.)  sin  «  c«  « 

^  2  X  /g'P^cos/g  ^^^  cosB  sin/g\  ^^^  ^      /cos  B  cos ^         siDBsin/g\  ___  /^ 
\        n  m        /  \        n  t»       /  "" 

Aber,  wenn  wieder  die  Excentricität  der  Meridiane  mit  e  bezeichnet 
wird,  so  ist 

und 

sin  2ß  =  j-^-^^, 

4— «•  C0S*/9 

womit  die  Gleichung  des  Revoludonsellipsoids  schliesslich  in 
(134)     .     .     ^2  + Ay2  ^Äz^^  2  Cicz  — 2Z)z=  0 
übergeht»  nachdem  zur  Abkürzung 

A  =  1  —  e2  cos  ^ß 

n  4-(ae*-6*)COsV 

'^   ~  4-«» 

C  =  -===^  sin/? COS/? 


D^n 


(4-e*co8»/9)» 


gesetzt  worden  ist.  Die  Achse  der  x,  die  unbeschadet  der  Umformungen 
immer  in  demselben  Meridian  liegen  geblieben  ist,  liegt  hiemit  zugleich 
in  der  einen  der  beiden  Hauptkrümmungsebenen  des  Revolutionsellip- 
soids,  da  immer  auf  dieser  Uberfläche  die  Meridiane  Hauptkrümmungs- 
linien sind.  Es  ist  ferner,  wenn  wir  uns  den  Punkt  A  auf  der  nördlichen 
Hälfte  des  Revolutionsellipsoids  denken,  der  positive  Zweig  der  o;  Achse 
nach  Süden  gerichtet,  und  die  im  Art.  130  erklärten  Winkel  x  und  % 
werden  die  vom  Sttdpunkt  des  Horizonts  zu  zählenden  Azimuthe  der 
Dreiecksseiten  c  und  b. 


*)  Da  hier  keine  schädliche  Verwechselang  entstehen  kann ,  so  habe  ich  für  die 
netaen  Goordinaten  wieder  die  Bezeichnungen  x  und  s  gewählt,  obgleich  sie  mit  den 
oben  eben  so  bezeichneten  auf  keine  Weise  identisch  sind. 
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133. 

Die  erste  DifierenliatioD  der  Gleichung  (1 34)  giebl 

* 

xdx  +  Aydy  +  Bzdz  +  Cxdz  +  Czdx  —  Ddz  =  0 
Betrachtet  man  nun  z  als  Foaction  von  x  und  y,  und  sel2l  wie  oben, 


(i).  9=(^' 


dff) 


SO  erhalt  man  hieraus 


deren  Differentiation 


4-i-Cp  ((P-I-Cg)  (C-t-Bp) 

*  —     D- Gr-Bj  """'(D-Gr-Ba)«  (Z>- Oc-Bs)*' 


giebt.  Durch  fortgesetzte  Differonliationen  dieser  Oleichungen,  und 
nachdem  schliesslich  in  allen  Ausdrücken  x^syz^zzssO  gesetzt  worden 
war,  ergab  sich 

Vcto/o  !>•    *        \dyJo 

/^\    _  AB  g   A^        f.^\    —  0  (^\  —   *^  i*^ 

\"d?)o  =  *5  -jjT  +  60  -^,     (dS^/Jo  ~  ®  '     fe^o"^  ^ 

Da  allgemein 

f£r\  _  f^\  .    /dV\  _  f_^\  .    {J!L\  _  f  ^'^  ^ 
\dy*/~\d^/'    V<ii/V~\*^'*y/ '    V rfJ5 V  ^  V'to dj/7 

isl,  so  sind  hieniit  alle  erforderlichen  Differentialquoiienten  gegeben. 


ABC^  /.  .4C* 


l 


- ) = .  (S)  + » t  SXl) + » (f XS)  + '  (S) 

_!.<>«  <lie  Ealwickefamsen  des  vor.  Art.  ÜU*  das  Revolulio 
^iZL^  SS  *  ^  '  V  *>  /♦ 

'^'^  hstilotion  in  die  Ausdrücke  des  Art.  H  3  erhall  ms 

„5,1  (Jüfcb  die  So  ^   iB    .  ^q^^-    4^ 

'^  i  ^'«  _    4^ 
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135. 

Die  vorhergehenden  Formeln  sind  strenge ,  und  gellen  für  jeden 
AVerth  der  Exccntricilät  des  Ellipsoids,  betrachtet  man  aber  von  jetzt 
iin  c  als  eine  kleine  Grösse  erster  Ordnung,  und  übergeht  die  mite^,  etc. 
multiplicirten  Glieder,  so  werden  sie  weit  einfacher,  und  gehen  in  die 
folgenden  über, 

n  =        i5l(1_2cos2/?),  n  =0 

n    =        ■^('l  — cos'-^/J) 

p    = g-  sin  /S  cos  ß  ,     (>'   =  0 

(f   = —-j^  sin/*  cos/*,    Q    =0 
zuffjlge  der  Art.  113  und  130  ergiebt  sich  hieraus 

A    =       -^  sin »/?  -  ^*  cos  Vsin  ^{x  +  B) 
A'    =  —  -^  cos  Vsin  ix  +  B)  cos  Or  +  ß) 
A"   =       -^  sin  V  —  ^'  cos  V  cos  ''(x  +  ß) 
/tt  =  —  ^  sin  /?  cos  ß  sin  (jf  +  B) 
'*'   =  ~^  sin  /?  cos  /?  cos  {;if  +  ß) 
/tt"  =  —  |T-  sin  /J  cos  /*  sin  (jf  +  ß) 

^'"5= i-  sin  ß  cos  /?  cos  {x  +  ß) 

Es    ist  forner  strenge 

'         n»(4-e»cüsV)* 

al^o   wenn  man  hier  die  mit  e^  multiplicirten  Glieder  mit  aufnimmt. 

,1  =  f.j1  +  (c»  +  i-e*)cos2,*  +  y(3cos»2/?-1)j 

"^^eichnet  man  nun,  den  Übrigen  Bezeichnungen  analog,  die  rcducirlen 
"•"Giten,  die  den  Dreieckspunklen  A,  B,  C  zukommen  mit  «',  ß,  y\  so 
c^usilt  man  üUr  die  Krilmmungsmaasse  n,  ß,  y  die  folgenden  Ausdrücke, 

«  =  -^  j  I  +  (e^  +  Y  e^)  cos  2a'  +  -f  (3  cos  ^2«'  —  1 )  j 

ß  =  vjH-  (c^  +  |c*)  cos  2//  +  -f-(3  cos-»2/jr  -  1)| 

y  =s  —^ i  +  (e^  +je*)  cos  2/  +  -f  (3 cos  V  —  '•)| 


k 
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und  hieraus 

«2  =  -Vl  +  2c^cos2a) 

a/J  =  -j^  (1  +    e^  cos  2a  +  e^  cos  2/?') 

ay  s:  -^(1+   c^cosga +e2cos2/) 

Durch  die  vorsteheuden  Werthe  gehen  ferner  die  (131)  iu  die  folgen- 
den über, 

^4    =        -V- 1  sin  *«'  —  cos  V  cos  ^;if  | 

yl'    =        -^  jsin  V  cos  ß  —  cos  V  cos  ;f  cos  (;f  +  Ä) } 

^"  =        -^{sinV  —  cosVcos2(;f  +  ß)j 

M    = r- sm  a  cos  ce  cos ;( 

M'   = j^sina  cos«  {cos(;if  +  ß)  +  2cosÄcosxi 

M"  =  —  ^^sina'cosa'|cos;f  +  2cosßcos(;f  +  ß){ 
M'"  =  —  ^  sin  «' cos  a  cos  (;f  +  ß) 
womit  alle  HülCsgrössen  für  das  Revolutionsellipsoid  entwickelt  sind. 

136. 

Suchen  wir  nun  zuerst  den  Ausdruck  der  Fläche  des  sphäroidischen 
Dreiecks  auf  dem  RevolutionseHipsoid.  Substituiren  wir  zu  dem  Ende 
sowohl  den  Ausdruck  (133)  für  cosß,  indem  wir  darin  den  Kugelhalb- 
messer r=sn  machen ,  wie  die  vorstehenden  Ausdrücke  für  die  Krüm- 
mungsmaasse  a,  /¥,  y,  wobei  die  mit  e^  multiplicirten  Glieder  weg- 
gelassen werden  müssen,  in  den  letzten  Ausdruck  für  ^  des  Art.  121, 
so  erhalten  wir  den  Ausdruck  ftlr  die  gesuchte  Fläche,  aus  welchem 
man  durch  blose  Vertauscbung  der  Buchstaben  ooch  zwei  andere  ähn- 
liche bekommen  kann.  Diese  drei  Ausdrücke  sind 

A  =  Y6csiniljl+  1^(30^-6^-02) 

+  _^M5a4_3ft4_3ej4^^06V) 

'  yj(«a*  -k.'  6'  —  3c»)  cos  2y' } 
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-  üi^(3«' _  1 56«  +  3c« -  4 OoV) 

—  1^(3«'  -  96»  ^-  c»)  cos  2« 

-w(«'-96»  +  3c^cos2/j 
A  =ya6sinC{i-.  -J-,- (o»  +  6» - 3c») 

-  TÄisj(3«*+  36'-  15c«-  10a»6») 

—  i«^  (3a» -1.6»— 9c»)  cos  2« 
-w(«*+3**-9c»)cos2/?' 

-W- («'  +  *' -2c»)  cos  2/ 

leder  dieser  Ausdrücke  ist  bis  auf  Grössen  achter  Ordnuog  richtig,  und 
man  sieht,  dass  die  Funclion,  die  im  Art.  121  mit  /  bezeichnet  wurde, 
biezu  nichts  beigetragen  hat. 

137. 

Für  die  Summe  der  Winkel  unsers  sphäroidischen  Dreiecks  giebt 
der  letzte  Ausdruck  des  Art.  422,  wenn  die  im  Vorstehenden  ftir  das 
Revolutionsellipsoid  entwickelten  Functionen  substituirt  werden,  zuerst 
den  folgenden  Ausdruck 


A-f-B-»-Cs  180" -1-^  H ^^-^ — ^ {cos 2a' -I- cos 2/?"  + cos 2/ j 

•    ^^  {cos  »2a'-i-  cos  »2/J'-l-  cos  »2/  —  1 ! 


■     4." 

-  ^  { 6a»  -».  2ac  cos  ß  —  2c»  j  cos  2« 

+  ^.  { 4«» — «c  cos  B  —  c»}cos  2/?" 

+  <-^  { 2a»  +  3oc  cos  B  —  c»}  cos  2/ 

_  A^  |o»  —  oc cos  ß  +  c»}  sin »«' 

+  -^  {c»co8»x  —  «ccos^fCosOf+B)  +  o»cos»(;f+ß)|  cos»«' 

+  i^  j  8c»  cos  ;t—  4ac»  cos  {x+B)— 8ac»  cos  B  cos  x 

-♦.6fl»ccos;f+1 2a»ccosßcos(;f+ß)— 7o*cos(x-f-ß)jsina'  oos«' 


L 
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welcher  auch  bis  auf  Grössen  achter  Ordnung  richtig  ist.  Dieser  kann 
noch  dadurch  vereinfacht  werden ,  dass  man  durch  die  folgenden  Glei- 
chungen, 

iaccosB  =  o2_62  +  c2 

asiuB  =  b  sin  A 
a  cos  B  =  c  —  b  cos  A 

die  hier  zulässig  sind,  B  eliminirt.  Man  erleichtert  sich  diese  Elimina- 
tion durch  die  folgende  Gleichung, 

a  cos  [x-^B)  =  c  cos  x  —  ^  cos  x 

die  in  Verbindung  mit  ;^'  =  ;f  —  A,  die  aus  dem  Art.  130  folgt,  aus  den 
vorstehenden  leicht  erhalten  wird.  Man  bekommt  durch  Hülfe  dieser 
Gleichungen  statt  des  vorstehenden  Ausdrucks  für  die  Summe  der  drei 
Winkel  den  folgenden, 


A  +  B 


C  . 


180»+^. 


Zn* 


jcos  2«  +  cos  S/?'  +  cos  2y'j 


4«« 

4  80n^ 

Ao* 
860n* 

Aa' 
Man* 

6n* 

Aa' 

8n* 

4Aa* 
45n* 


a' 


icos  22«  +  cos  22/*'  +  cos  22/—  1 } 
J7a2— 62_c2jcos2« 
7a2  +  62  _  3^2)  j  cos  2/?^ 

7a^  — 362  +  c2jcos2/ 
'2  -V  62  -f-  c2}  sin  2a' 

62  cos  2/  +  c2  cos  2;t  —  6c  COS  /  cos  ;^  j  cos  2«' 

(a2+662 — 2c2)6  cos  x  +  (^^ — 262-f-6(;2)c  cos  x\  sin  a'cos  a 

ebenfalls  bis  auf  Grössen  achter  Ordnung  richtig. 

Man  kann  aus  dem  vorstehenden  Ausdruck  einen  andern  ableiten, 
welcher  die  Fläche  des  sphäroidischen  Dreiecke  auf  dem  Revolutions- 
ellipsoid  durch  den  Ueberschuss  der  Summe  der  Winkel  desselben  über 
180"  giebt;  diesen  Ausdruck  will  ich  nur  kurz  andeuten.    Multiplicirt 

man  den  vorstehenden  Ausdruck  mit  -V  »  bezeichnet  hierauf  die  rechte 

Seite  desselben  mit  Weglassuiig  des  ersten  Gliedes  mit  i+x^  und  setzt 
ausserdem 

Ao  =  /1  +  ß  +  C— 180« 
so  bekommt  man 
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die  bis  auf  Grössen  sechster  Ordnung  richtig  sind,  und  womit  die  Auf- 
gabe schon  gelöst  ist. 

127. 

Die  eben  erhaltene  Auflösung  unserer  Aufgabe  kann  durch  Ein- 
ftihrang  der  Dreiecksfläche,  der  oben  schon  angewandten  Krümmungs* 
maasse,  und  der  Dreiecksseilen  und  Winkel  vereinfacht  werden.     Die 
Anwendung  der  Gleichung  (130)  giebt 

+  jf,  (2fc»-  A2  +  4AA'  -  P)  -».  jl3{fc2  +  Ä»-M'  +  A'2) 

-l- ^  (9  Jk2-.32  A^+l  3  AÄ'— 32  A'^)  -h^{G  A^+TA»— 8AA'+7 A'^) 

-I- g  (1 3  A2  (A  +  A*)  —  A»  —  4  A»A' —  4  AA'»  —  A'») 

+  j^  (3  A*  (A  +  A')  +  4  A»  —  A^A'  —  AA'^  +  4 IP) 

_«.  JL  (3  ;ife2  ^  3  x'jt  (Ä  +  Ä')  +  X'  (A»  +  AÄ'  +  Ä'^)) 

J-,  (4  /lA»  +  6fi'k^  (A  +  Ä')  -H  4  ^"A  (A»  +  AÄ'  +  Ä'^ 

-h  fi"  (A» + ÄW  +  AÄ'»  +  A'»})  j 

~^(A«-2Ä^  +  2ÄÄ'  +  A'^)  +  ^(A»  +  A'-ÄA'  +  Ä'^) 

—  Jg^  (21  fe2-|.57A»+97AÄ'+47Ä'2)+ j^  (6  A»+7A2— 8AA'+7Ä'2) 

+  J?^  (52  A»A  +  1 7  A«  Ä'  -».  30  A'  —  21  AÄ»  —  27  ÄA'^  —  3A'») 

+  3^  (3  A^(Ä  +  A')  +  4  Ä» -  A^Ä'  -  ÄA'2  +  4  A'») 

+  JL  (6  AA2  +  4A'A(2  Ä  +  A')  +  A"(3  A2  +  2  ÄA' +  Ä'«)) 

+  jL  (1 0 ^A» -H 0 /t'A* (2 Ä  +  Ä)  +  5 ^"A (3 Ä2  +  2 AÄ' +  Ä'») 

+  /'  (4  Ä»  +  3  ÄW  +  2  ÄÄ'2  +  Ä'ä))  j 

und  flihrt  man  hierin  die  Kriimmiingsmaasse  durch   die  Gleichungen 
((28)  ein,  so  entstehen 


S60 
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8r» 


360 


A 
»r' 


_  A|JJ3fc2_4Ä2+1UÄ'-4Ä'2J  -  j^J4fe2+3A*-  2M'+3A'2J 
__A?JJ9fc2_3ÄJ  +  13M'-.A'»j  _^|3fe2+4ÄJ_4ÄA'+3Ä'2J 

+  AJ4iJt2+4A'fe(A+A')+A"(3A2  — 2ÄA'-|.3A'2)j 

J6^fc»+9|u'fe»(A  +  A')  +  /fc(n  A«— 4AA' + 11  A'^ 

-».  /'  (4  A»  —  A^A'  —  AÄ'2  +  4  A '»)  j 

_  ^  j  9&?_39A2-*-73  AA'— 25A'2J  — j^  j  4fe2+3A2— 2AÄ'+3  A'2  j 
+Af£J8fe2_30A2+54ÄA'— 16A'2J-.5MJ3fe2+4ÄJ_4AA'+3A'2| 
+  ^jl3fc»— 33A2+43AA'+3A'2J— j^J3fe»+3A2— 4AA'+4A'2J 

J3AJk»  +  2A'Ä(2A  +  A')  +  A"(4A2— 4AA'  +  3A'2)j 

j  5/*A3+5^'fe2(2A  +  A')  +  ^"Jk(15A»— lOAA'  +  IOA») 

+  ft"  (6  A» — 3  A^A'  —  2  AÄ'2  +  4A'=^  j 

auch  big  auf  Grössen  sechsler  Ordnung  richtig.  Wenn  man  nun  in  die- 
sem Ausdruck  von  dB  um  dC  zu  erhalten ,  h  und  h'  mit  einander  ver- 
lauscht, so  müssen  auch  ß  und  y  mit  einander  vertauscht  werden. 


IS« 

S6* 


128. 

Fuhrt  man  endlich  in  die  eben  erhaltenen  Ausdrücke  die  Dreiecks- 
stUcke  a,  c,  B  ein,  und  schreibt  aach  den  Ausdruck  Itir  öC  hin,  dann 
wird  schliesslich 
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A'  =  A  -•  OT  ("'-»■  '^^^  ■*-  ^«')  *'°^  2a' 

-  4^(2«' +  *'-*"2<^)  cos  2/J' 
welcher  auch  bis  auf  Grössen  achler  Ordnung  richtig  ist. 


UO. 

Es  soll  jetzt  die  Anwendung  unserer  Ausdrücke  durch  Beispiele 

erUiufert  werden.    Nehmen  wir  zuerst  das  sphüroidische  Dreieck  des 

Art.  77  vor,  und  betrachten  es  als  ein  sphärisches  von  denselben  Seiten. 

Die  betreffenden  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  geben  unte 

dieser  Yorausselzung,    und  wenn  man  A  statt  n,  £  statt  n,  C  statt  n'' 

schreibt, 

A  +  (JA  =  60«  30'    0^29 

ß  -h  (JB  =  69  59  59,  51 

C  +  (JC  =  49  36  53,  66 

A'  =    0»    6' 53". 46 

Die  Vergleichung  «lieser  Winkel   mit  den  sphäroidischon  des  Arl.  77 

giebt 

dA  =  —  0\52 

<Jß  =  —  0,  49 

dC  =  —  0,  51 

und  die  Ausdrücke  des  Art.  138  geben  ^ 

(JA  =  —  0^51 
dB  =  —  0,  50 
(JC  =  —  0,  53 

welches  für  eine  vollständige  Uebereinstimmung  gehalten  werden  muss, 
da  die  directe  Berechnung  der  sphärischen  Winkel  aus  den  Seiten  bei 
einem  so  kleinen  Dreieck,  wie  das  hier  in  Rede  stehende,  von  dem  Um- 
stände stark  beeinflusst  wird ,  dass  eine  kleine  Aenderung  der  Seiten 
eine  grosse  der  Winkel  verursacht.  Die  Glieder  sechster  und  siebenter 
Ordnung  sind  hier  unbedeutend,  und  ihre  Summen  sind  bez.  nur 

—  0",002  ;     —  T)".002  ;     —  0^003 
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Bei  Dreiecken  von  der  Grösse  des  hier  in  Rede  siebenden,  und  bei 
noch  grösseren,  kann  man  sich  also  ohne  Nnchtheil  der  Ausdrücke  (112) 
bedienen ,  in  so  ferne  man  die  Genauigkeit  nichl  über  die  zweite  Deci- 
male  der  Secunde  ausdehnen  will. 


141. 

Zum  zweiten  Beispiel  soll  das  sphäroidische  Dreieck  des  Art.  76 
dienen,  welches  ich  ausführlicher  behandeln  werde.  Schreibt  man 
A  statt  n,  B  statt  n",  C  statt  n,  so  werden  in  den  hier  eingeftihrten  Be- 
zeichnungen 

A  =  78»  ,       a  =  20"  2'  24",41 

ß  =  47  37'  39',59  ,       fc  ==  1 5 

C=  56  34  12,35  ,       c  =  17 

«'  3=  45«        .  x  =    30« 

/?*  =  47  44'  ,  X  =  10S 

y  =  31   36    , 

und  durch  die  sphärische  Trigonometrie  bekommt  man  vor  Allem 

-A  -I-  (U  =  77«  59'  58".57 
B-k-dB  ^  47  37  38, 65 
C  +  (^C  =  56  34    8.  84 

^'  =    2»  11' 46", 06 
Die  Vergleichung  dieser  Winkel  mit  den  sphäroidischen  giebt 

dA^  —  1",43 
(JB  =  —  0.  94 
dC  =  —  3,  51 

Da  die  Dreiecksseiten  hier  in  Bogentheilen  des  Aequators  angege- 
ben sind,  während  die  im  Vorhergehenden  abgeleiteten  Ausdrücke  in 
der  Voraussetzung  construirt  worden  sind ,  dass  diese  Seiten  in  irgend 
einem  Lincarmaasse  ausgedruckt  seien,  so  muss  man  in  allen  diesen 
Ausdrücken  ns=  1  setzen  und  die  Seiten  vor  ihrer  Anwendung  in  "Theile 
des  Kreishalbmessers  =  1  verwandeln.  Die  Dreiecksfläche  v^'rd  auf 
jeden  Fall  in  Bogentheilen  ausgedrückt,  und  man  kann  unbedenklich 
A'  stall  A  anwenden.  Aus  den  oben  angegebenen  Dreiecksseilen  folgt 
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loga  =:  9.5437776  ,  a^  =  0.122336 
log  6  =  9.4179687  ,  b^  =  0.0.68539 
log  c  =  9.4723263  .     c>  =  0.088034 

Es  warde  nun  zuerst  die  Fläche  des  sphäroidischen  Dreiecks  durch 
den  ersten  Ausdruck  des  Arl.  1 36  berechnet.  Zur  leichteren  Yerglei- 
chung  werde  ich  den  Betrag  jedes  einzelnen  Gliedes  dieses  Ausdrucks 
der  Reihe  nach  anführen.  Die  Fläche  werde  ich  in  Bogentbeilen  aus- 
drücken. So  fand  sich 

yfccsinA  =  2"  10' 36',  002 

1  8, 707 
1,346 
0 

—  0,017 
0,  076 

A  =  20 11'46",114 

Man  sieht  dass  diese  Fläche  sehr  wenig  von  der  Fläche  A'  des  sphäri- 
schen Dreiecks  verschieden  ist.  Die  Endformel  des  Art.  1 37  gab  hier- 
auf, wenn  wieder  die  Glieder  der  Reihe  nach  angeführt  werden, 

180» 

2  11'46",114 
-¥■  6,  256 
-»•  0,  021 

—  0,  068 
0 

—  0.  008 
+  0,  049 

—  1 , 227 
-I-  0,  709 
+  0,  080 

A  +  B  +  C  =  1 82»  11'5r,926 

Die  oben  angeführten  Werthe  dieser  drei  Winkel  geben  ihre  Summe 

A-HÄ  +  C=  182»11'5r,94 

iiariO',01  vom  vorstehenden  Resultat  verschieden.  Aus  den  Ausdrücken 
'If^s  Art.  1 38  bekam  ich  in  ähnlicher  Aufstellung 

AbhaDdl.  d.  K.  8.  GeteUfcb.  d.  Wiiseiwcb.  XIU.  13 
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j—  r,564| 

(—  r,i45) 

1             »                  ( 

j—  3",547j 

j_  0,  005) 

1—  0.  004) 

(—0,012] 

+  0,  025 

+  0,  025 

+  0,  020 

0 

0 

0 

+  0,  007 

+  0,013 

+  0,010 

—  0,  030 

—  0,  053 

—  0.  059 

+  0,  383 

+  0,  430 

+  0,413 

—  0,  1 95 

—  0,  239 

—  0,  276 

—  0,  028 

+  0,  005 

—  0,  057 

dA=  —  1",407       dB  =  —  0",968       dC  =  —  3",508 

Vergleicht  man  diese  mit  den  oben  durch  strenge  Rechnung  erhaltenen 
Werthen  derselben,  so  findet  man  die  Unterschiede 

+  0*.02  ;     —  0\Ö3  ;     0",00 

die  befriedigend  sind.  Hier  haben  die  Glieder  der  sechsten  und  der  sie- 
benten Ordnung  wesentlichen  Einfluss,  denn  Isisst  man  diese  weg,  so 
bleibt  blos  das  erste  Glied  eines  jeden  der  vorstehenden  Ausdrücke 
übrig,  und  man  erhält  die  folgenden  Unterschiede  von  den  strenge  be- 
rechneten Werthen 

—  0M4  ;     —  0",22  ;     —  0^05 

die  nicht  unerheblich  sind.  Rechnet  man  endlich  noch  A'  durch  den 
Ausdruck  des  Art.  139,  so  erhält  man 

A  =  2M1'46*,114 

0 
-h  0,  020 
—  0.  093 

A'  =  2Mr46",04 

nur  0*,Ö2  von  dem  oben  erhaltenen  Werthe  verschieden. 

Man  reicht  also  bei  Dreiecken  von  der  Grösse  des  jetzt  betrach- 
teten mit  den  Ausdrücken  (112)  nicht  aus,  sondern  muss  fUr  solche  die 
Glieder  sechster  und  siebenter  Ordnung  mit  in  Betracht  ziehen,  mit  an- 
deren Worten,  die  Ausdrücke  des  Art.  138  anwenden,  und  dasselbe 
findet  bei  weit  kleineren  Dreiecken  statt,  wenn  man  die  Genauigkeit 
weiter  wie  bis  auf  Hunderttheile  von  Secnnden  treiben  will. 

Da  das  hier  gewählte  Dreieck  ziemlich  gross  ist,  so  ist  es  von  In- 
teresse auch  die  Resultate  der  Ausdrücke  des  Art.  1 38  kennen  zu  lernen, 
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wenn  nach  einander  die  beiden  anderen  Dreiecksecken  als  der  Punkt  A 
betrachtet  werden ,  und  ich  habe  daher  die  Rechnungen  auch  in  dieser 
Annahme  ausgeführt.  Sei  A=:r',  dann  wird 

a=l7»      ,  a'  =  31»36',      a*  =  0.0880 

6  =  15       ,      x  —  204«  32'  ,      ßf  =  47  44  ,      b^  =  0.0685 
c  =  20  2'  ,      X  =  ^iT  58  ,      y'  =s  45         ,       c^  =  0.1223 

Schreibt  man  nun  wieder  die  einzelnen  Glieder,  und  die  Winkelände- 
rungen in  derselben  Reihenfolge  hin,  wie  oben,  so  entstehen 

—  r,564j  j— r,l45j  j— 3",547; 

—  0,005)  (—0,004)  (—0,012 
+  0,  025  +  0,  025  +  0,  020 
+  0,002  —0,011  —0,029 
-HO.  006  +0,012  +0,007 

0                                 0  0 

+  0,210  +0,236  +0,227 

—  0,  266  —  0,  305  —  0,  374 
+  0,166  +0,203  +0,184 

dC  =  —  r,426       dB  =  —  0".989"      dA  =  —  3  ",524 

Sei  jetzt  A=sn,  dann  bekommt  man 
0=15»,  a  =  47»  44'  ,      a^  =  0,0685 

6=17       ,      x'  =  270»  10'  ,      /?  =  31    36  ,      b^  =  0.0880 
c  =  202',      ;f  =  317  47  ,      y'  =  45         ,       0^  =  0,1223 
aod  hiemit 

|— r,564|  j— 1M45)  j— 3",547 

(_  0,005)  (—0,004)  (—0,012; 

+  0,  025  +  0,  025  +  0,  020 

+  0,001        +0,009        +0,003 

—  0,  025        —  0,  036        —  0,  045 
0  0  0 

+  0,419  +0,471  +0,452 

—  0,159  —0,160  -0,213 

—  0,093  -0,125  —0,161 

dC  =  —  1",401        dA  =  —  0",965       dB  =  —  3",  503 

'ergleicht  man  diese  drei  Werthe  einer  jeden  Winkelünderung  mit  ein- 
onüer,  so  zeigen  sich  in  den  letzten  Stellen  kleine  Verschiedenheiten, 

13* 
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die  bis  auf  0^,02  gehen,  und  keinen  anderen  Grund  haben,  als  dass  bei 
einem  sphäroidischen  Dreieck  von  der  Grösse  des  hier  als  Beispiel  ge- 
wählten die  Glieder  achter  und  neunter  Ordnung,  die  hier  übergangen 
worden  sind,  anfangen  merklich  zu  werden;  dieses  kann  nicht  uner- 
wartet kommen,  da  20^  in  Theilen  des  Kreishalbmessers  ausgedrückt 

grösser  wie  y  sind.  Diese  Verschiedenheiten  sind  indess  nicht  so  gross, 

dass  man  nicht,  bei  der  Genauigkeit,  die  man  in  den  gewöhnh'chen 
Fällen  erreichen  will,  das  im  Vorhergehenden  entwickelte  Verfahren 
bis  auf  Dreiecke  von  der  Grösse  des  hier  behandelten  sollte  anwenden 
können. 


142. 

Um  die  Prüfung  der  Anwendbarkeit  unsers  Verfahrens  noch  um- 
fassender auszuführen,  habe  ich  mich  mit  den  zwei  im  Vorhergehenden 
aufgestellten  Dreiecken  nicht  begnügt,  sondern  noch  einige  in  verschie- 
denen Lagen  auf  dem  Ellipsoid  berechnet.  Das  im  vor.  Art.  behandelte 
Dreieck  liegt  nahe  in  der  Mitte  zwischen  dem  Pol  und  dem  Aequator, 
die  Cosinusse  der  doppelten  Breiten  werden  daher  klein ,  und  daraus 
folgt,  dass  die  Winkeländerungen  auch  klein  werden  müssen.  Anders 
verhält  sich  dieser  Umstand  bei  Dreiecken ,  die  nahe  am  Pol  oder  am 
Aequator  liegen,  hier  werden  unter  sonst  gleichen  Umständen  die  Win- 
keländerungen möglichst  gross ,  und  deshalb  habe  ich  noch  zwei  Drei- 
ecke von  nahe  derselben  Grösse,  wie  das  vorhergehende  berechnet,  von 
welchen  das  eine  an  den  Pol ,  und  das  andere  an  den  Aequator  reicht. 
Für  das  an  den  Pol  reichende  Dreieck  habe  ich  durch  Anwendung  der 
Hauptaufgabe  des  ersten  Abschnittes,  und  indem  ich 

/S'  =  70^        a  =  120»,        a=  18« 

als  gegeben  betrachtete,  die  folgenden  Stucke  erhalten,  welche  in  der 
zu  Anfang  dieses  Abschnittes  eingeführten  Bezeichnungsari  ausgedrückt 
sind 

/J'  =    70«  /f  =    71M0'45",62 

a    =  120  «^  =  246  39  19,88 

a"  =  180  «;  =  180 

n    =    60  f!'  =    66  39  19,88 

o    =     18  49'6^420  ;    a"  =    19  Ö9  50,  476 


ß 

= 

90» 

• 

t 

a 

= 

•     • 

• 

a 

= 

•     • 

• 

n 

= 

56 

3' 

37" 

,31 

o 

«55 

18 
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Geht  man  mm  zu  den  in  unserer  jetzt  vorliegenden  Aufgabe  eingeführ- 
ten Bezeichnungen  über,  und  setzt  zuerst  A=n,  so  bekomnat  man 

a=18«  ;     «  =  90«        ;     loga  =  9.49715  ;     0^  =  0.0987 

i  =  19  59'50";  /S'=7111';  log  6  =  9.54284  ;  6>=0.1218 
c  =  18  49     6   ;     ;''  =s  70  log  c  =  9.51646  ;     c^  =  0.1079 

In  diesem  Falle  sind  die  Azimuthe ,  die  in  unsern  Ausdrücken  vorkom- 
men, der  NalUr  der  Sache  zufolge  unbestimmt,  aber  zugleich  werden 
die  Glieder  der  Ausdrücke  des  Art.  138,  die  die  Azimuthe  enthalten 
gleich  Null,  und  diese  Ausdrucke  bleiben  also  demungeachtet  bestimmt. 
Sie  geben 

^-18^328j  J-I-18M87 

+  0,061)  i  +0,061 

—  0,041  —0,040 

+  0,013  +0,023 

+  0,102  +0.099 

+  0,086  +0,109 

+  1,171  +1,201 

0  0 

0  0 

«A  =  -¥-  20",976  ;     dB  =  +  1 9",720  ;     dC  =  +  1 9",640 

Setzt  man  hierauf  A^n,  womit 


1+19' 

.4671 

i   +0, 

0651 

-0, 

052 

+  0. 

102 

+  0. 

087 

+  0, 

086 

+  1. 
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0 

0 

a=  18U9'    6" 


6=  18 

c=  19  59  50 


a'  =  70«  0^  =  0.1079 


;f'  =  120»  ;     /?■  =  90  62  _  0.0987 

Jf  =  180   ;     y'  =  7l11';      c*  =  0.1218 

* 

wird,  so  ergiebt  sich,  wenn  man  die  drei  ersten  Glieder,  die  immer  die- 
selben Werthe  bekommen,  in  Ein  Glied  zusammen  zieht. 


+  19",  480 

+  18",348 

+  18",208 

+  0,013 

+  0,  002 

+  0,  066 

+  0,169 

+  0.116 

+  0,  110 

+  0,  1 09 

+  0,  123 

+  0,  085 

+  1,079 

+  1,034 

+  1,061 

—  0,  088 

—  0,  063 

—  0,  085 

+  0,210 

+  0,162 

+  0,183 

rfB  s=  +  20",972  ;     dC  =  +  1 9", 722  ;     dA  =  —  1 9",628 
Sei  endlich  A=sn",  womit 
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1 

a=  19»  59' 50"; 

a 

^s 

71» 

11';     0»=  0.1218 

fc=  18                ; 

r 

X 

«  246»  39'  ;     ^ 

= 

90 

;     62  =  0.0987 

c  =  18  49     6  ; 

X 

=  180          ;     r 

= 

70 

;     c2  =  0.1079 

wird,  so  erhält  man 

+  1 9"  480 

+  1 8",348 

+  18",  208 

0,000 

+  0,  049 

—  0,  004 

+  0,179 

+  0,106 

+  0,136 

+  0,111 

+  0.  080 

+  0,132 

+  1,094 

+  1,049 

+  1,076 

—  0,  072 

—  0,  066 

—  0,  051 

+  0,169 

+  0,142 

+  0,125 

dB  =  -h  20",960  ;     (JA  =  +  19^708  ;     dC  =  +  ir,622 

Hier  weichen  die  Resultate  der  drei  verschiedenen  Berechnungsarten 
wieder  höchstens  0',02  von  einander  ab,  obgleich  die  Winkeländerungen 
weit  grösser  sind,  wie  im  vorhergehenden  Beispiel.  Rechnet  man  aus 
den  oben  gegebenen  Seiten  die  Winkel  des  sphärischen  Dreiecks,  so 
findet  man 

A  +  dA  =  56«  3'  58",23  ;  dA  =  +  20^92 
B  +  dB  =  66  39  39,  57  ;  dB  =  +  19,  69 
C  +  dC  =  &0     0   19,  58  ;         dC  =  +  19,  58 

Die  Abweichung  dieser  Winkeländerungen  von  den  oben  berechneten 
sind  etwas  grösser  wie  im  vorigen  Beispiel,  und  zwar  bezüglich 

+  0",06  ;  -h  0",03  ;  +  0",06 
-h  0,  05  ;  +  0,  03  ;  +  0,  05 
-H  0,  04  ;       +  0,  02  ;       +0,  04 

welches  aber  nicht  unerwartet  ist,  da  hier  der  Betrag  aller  Glieder  der 
Winkeländerungen  grösser  ist  wie  im  vorigen  Beispiel.  Uebrigens  sind 
die  strengen  Rechnungen  hier  nicht  mit  Logarithmen  von  so  vielen  De- 
cimalcn  ausgeführt  worden ,  dass  die  Winkel  des  sphärischen  Dreiecks 
bis  auf  0\005  verbürgt  werden  könnten. 


143. 

Für  das  am  Aequator  liegende  Dreieck  habe  ich  ein  gleichschenk- 
liebes  gewählt,  und  die  folgenden  Stücke  gefunden, 
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ß  =        16M4'30" 

,05; 

/J' 

^ 

0 

;     ßT  =0 

a   ^        33  18  53, 

21  ; 

«s 

s= 

90«; 

i       «„  =  270« 

«•  =  —  33   18  53. 

21  ; 

n 

a 

§ 

^ 

148  ; 

a[=  212 

n  =        66  37  46, 

42; 

n' 

=: 

58  ; 

/=     58 

o  =        19  32  31. 

42; 

1 

=s 

18   ; 

a"  =    18 

die  AnDahme  A — t»  gabeo 

nun  die  Ausdrücke  des  Art.  1  c 

j—  19".475j 

j—  20",  199) 

1  —  0,  065) 

j  —  0,  067) 

—  0,  056 

—  0,  057 

-  0,  049 

+  0,  002 

—  0,  096 

—  0,160 

—  0,  096 

—  0.  128 

-t-  0,  074 

■+■  0,  076 

—  0,  537 

—  0.  403 

—  0.124 

( 

9B  = 

dC 

—  0,128 

U  =  —  20". 424  ; 

SS3     ■*■ 

•  2r.064 

und  durch  die  Annahme  A=n  fand  sich,  wenn  wieder  die  drei  ersten 
Glieder  in  Ein  Glied  zusammen  gezogen  werden, 


—  19",596 

—  20",323 

—  20",323 

—  0,  007 

—  0,  085 

—  0,  018 

—  0.  104 

—  0,  093 

—  0,  148 

—  0,  119 

—  0,  085 

—  0,  103 

0 

0 

0 

—  0,  594 

—  0,  446 

—  0.  446 

0 

0 

0 

dC=  —  29 ',420  ;    dA=  —  2r,032  ;    dB  ==  —  21  ",038 

Die  Annahme  ^  =  n"  ist  hier  nicht  nöthig  durchzufuhren,  da  sie  das- 
selbe Resultat  geben  muss  wie  die  vorhergehende.  Aus  der  strengen 
Berechnung  des  sphärischen  Dreiecks  ergab  sich 


A  -+-  M  =  66»  37'  26",04 
B  +  6B  =  51  59  38,  96 
C  -+-  dC  =  57  59  38,  96 


M  =  —  20",  38 
dB=  —  21,  04 
dC=  —  21,04 


und  die  Yergleichung  dieser  Werthe  der  Winkeiänderungen   mit  den 
oben  erhaltenen  giebt  bezüglich 
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0''.04  ; 

—  0",02  ; 

—  0",02 

0,04; 

+  0.  01  ; 

-+-  0,01 

Die  Umstände  sind  hier  nahe  dieselben  wie  im  nächst  vorhergehenden 
Beispiel. 


144. 

Es  wurde  oben  gesagt ,  dass  die  kleinen  Verschiedenheiten ,  die 
die  verschiedenen  Berechnungsarten  gegeben  haben,  Folge  der  hier 
übergangenen  Glieder  achter  und  höherer  Ordnungen  seien.  Demzu- 
folge müssen  sie  geringer  werden,  wenn  die  Dimensionen  des  Dreiecks 
kleiner  sind,  und  um  darzuthun,  dass  dieses  in  der  That  stattfindet, 
habe  ich  ausser  den  drei  vorhergehenden  Dreiecken  von  nahe  gleicher 
Gi'össe  ein  etwas  kleineres  sphäroidisches  Dreieck,  und  zwar  das  fol- 
gende, berechnet. 


ß  =  54»  42'  1 0',20  ; 

^  =  38»  36'  2  ",64 

a'  =  285  32  55,  97  ; 

,  a,  =  21 1  55  0,  55 

a"  =  341  33  25,  81  ; 

,  « "=  1 66  28  23,  1 5 

n  =  56  0  29,  84  ; 

«'  =  45  26  37,  40 

o  =  14 

;  o'=  12 

/s^  = 


a 


a 


H 
I 


n  ^ 


a  = 


50» 
40 
120 
80 
16   41'57",264 


Nimmt  man  nun  zuerst  ^  =  »  an ,  so  bekommt  man  auf  dieselbe  Art 
wie  vorher 


ÖA  = 


1-  r,794, 
4-  0.  006| 
+  0.015 
-+.  0.  009 

—  0.  008 
+  0.  006 
+  0.  246 

—  0.  081 

—  0.  066 
+  1",921 


0",182; 

0.001 

0.016 

0.004 

0.012 

0.008 

0.258 

0.098 

0.086 


+  r,332 
+  0.  004 
-+-  0.016 

—  0.001 

—  0.  006 
•+■  0.  007 
+  0.  227 

—  0.  070 

—  0.  057 


dß  =  +  0",273  ,    dC=  -i-  r,452 


Die  Annahme  A  =  n'  giebt 
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+  1",815 

+  0",199 

+  r,352 

—  0.  004 

—  0.  009 

—  0.  002 

+  0.014 

-k-  0.012 

-k-  0,  008 

+  0.  006 

+  0.  006 

-¥■  0.  006 

+  0.144 

-+.  0. 1 51 

+  0.132 

—  0.  1 53 

—  0.180 

—  0.127 

-+.  0.  093 

SA 

-+-  0.089 

ÖC 

-+.  0.  078 

dB=  +  r,915  ; 

=  +  0",268  ; 

=  -1-  r,447 

uod  die  Annahme  A  =s 

n  giebt 

-+-  1",815 

-¥■  0",199 

+  r,352 

—  0.  002 

—  0.001 

-k-  0.  001 

+  0.  020 

+  0.018 

+  0.010 

—  0.010 

—  0.014 

—  0.  007 

•+■  0.217 

+  0.  228 

-k-  0.  200 

—  0.110 

—  0.  121 

—  0.  085 

—  0.010 

dB 

—  0.  037 

ÖA 

—  0.019 

dC  =  +  1",920  ; 

=  +  0",272  ; 

=  +  1",452 

Hier  giebt  sich  in  der  That,  wie  oben  vorausgesetzt  wurde,  zu  er- 
kennen, dass  die  Resultate  der  drei  verschiedenen  Berechnungsarien 
weit  näher  mit  einander  übereinstinamen,  wie  bei  den  vorhergehenden, 
grösseren  Dreiecken  der  Fall  war.  Denn  während  dort  der  grösste 
Unterschied  auf  0'\02  bis  0'\03  stieg,  erreicht  er  hier  höchstens  0*,006. 
Berechnet  man  das  sphärische  Dreieck  strenge,  so  findet  man 

A-^  6A  =  56»  0'3r,74  ;  c^A  =  +  1",90 
Ä  +  (JZ?  =  45  26  37,  68  ;  dß  =  +  0,  28 
C  +  (JC=  80    0    1,47;     c^C  =  +  1,47 

und  hiemit  werden  die  Unterschiede  von  den  oben  berechneten  Wer- 
Ihen  der  Winkeländerungen  ohne  Unterschied 

—  0",02  ;     +  0^01  ;     +  0",02 

die  für  befriedigend  gehalten  werden  müssen.  Denn  obgleich  ich  hier 
wieder  die  strengen  Rechnungen  mit  Logarithmen  von  acht  Decimalen 
ausgeführt  habe,  so  zeigte  sich  doch  am  Ende  derselben,  dass  dieses 
nicht  ausreichend  war  um  in  den  Winkeln  des  sphärischen  Dreiecks 
einen  Fehler  von  nicht  mehr  wie  0*,005  vollständig  verbürgen  zu 
können. 
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145. 

Ausserdem  will  ich  einer  EigenthUmlichkeit  wegen,  die  die  Winkel- 
anderungen  darbieten  können ,  und  die  in  den  vorstehenden  Dreiecken 
nicht  vorkommt,  noch  ein  Dreieck  einschalten,  aber  ganz  kurz  behan- 
deln. Die  folgenden  Stücke,  die  grösstentheils  nur  mit  Logarithmen  von 
fünf  Decimalen  berechnet  worden  sind, 


ß  =  50»  8',0 
a'=80  0.0 
«"=  42  45.7 
n  =  37  14.3 
<j  =  12  0.0 


/S"  =  45«  26'.7 
«  =  339  35. 7 
«;=  244  7.8 
n"=  95  27.9 
a"  =20  0.0 


^  =  34»  4',6 

a"=   211  41.8 

a  =   162  49.2 

n   =  48  52.6 

o' =    15  0.0 

gehören  einem  sphärischen  Dreieck  an,  neben  welchem,  um  die  Breiten 
und  Azimuthe  zu  erhalten,  auf  der  Kugel  ein  passender  Punkt  als  Pol 
betrachtet  worden  ist.  Wenn  man  von  den  vorstehenden  Dreiecks- 
stücken  die  Anzahl  unverändert  lässt,  die  für  die  Berechnung  eines 
sphäroidischen  Dreiecks  nothwendig  und  hinreichend  ist,  und  damit  das 
sphäroidische  Dreieck  berechnet,  so  ist  es  klar,  dass  die  übrigen  Stücke 
des  letzleren  von  den  übrigen  obigen  Stücken  nur  wenig  abweichen 
werden.  Von  der  anderen  Seite  betrachtet,  ist  es  für  die  Erlangung 
von  sehr  genauen  Werthen  der  Winkelünderungen  durch  die  Ausdrücke 
des  Art.  138  nicht  erforderlich  die  Dreiecksstücke,  die  dazu  angewandt 
werden  müssen,  mit  grosser  Schärfe  zu  kennen,  und  man  kann  daher 
aus  den  obigen  Daten  schon  die  Winkeländerungen  des  angedeuteten 
sphäroidischen  Dreiecks  mit  vieler  Genauigkeit  berechnen.  Diese  Rech- 
nung gab  die  folgenden  Resultate ,  die  ich  auf  dieselbe  Art  wie  vorher 

aufgestellt  habe. 

A  =  n. 


dA  = 


j  0",000j 

j—  r,742 

j—  0",515 

1  0.000) 

—  0.006 

(—  0.  002 

+  0.  018 

-1-  0.  016 

+  0.  018 

+  0.  012 

-1-  0.  006 

-+-  0.  002 

—  0.  019 

—  0.  021 

—  0.  008 

-+-  0.  001 

+  0.  001 

+  0.  001 

+  0.  317 

•+■  0.  298 

-+-  0.  258 

—  0.  094 

—  0.  116 

—  0.  083 

—  0.  096 

—  0.  117 

—  0.  075 

=  +  0",139 

dB  =  —   1",681 

dC 

=  —  0",406 
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A  =  n. 


(JC  = 


+  0",  01 8 

—  r,732 

— 

0'.499 

—  0.  009 

—  0.  016 

-+- 

0.  003 

-+.  0.  001 

+  0.  001 

-+- 

0,  001 

+  0.  013 

+  0.  009 

-h 

0.  005 

+  0.  169 

-1-  0.159 

+ 

0.  138 

—  0.  204 

—  0.231 

— 

0.  164 

+  0.  139 

-+.  0.  119 

+ 

0.  101 

=  +  0M27  , 

M  =  —  1",691  , 
A  =s  n". 

6B=  — 

0',  41 5 

+  0".01 8 

—  r,732 

— 

0",499 

0.  000 

0.  000 

0.  000 

+  0.  017 

-1-  0.013 

-+. 

0,007 

—  0.  032 

—  0.  034 

— 

0.  014 

-+.  0.  273 

-+-  0.  257 

-1- 

0.  224 

—  0.  160 

—  0.  176 

— 

0,  124 

-1-  0.  019 

—  0.015 

— 

0.  001 

(JA  =  +  0",135       dC  =  —  1",687       dA  =  —  0",407 

Die  EigenthUmlichkeit,  die  dieses  Dreieck  darbietet,  besteht  darin,  dass 
in  der  Aenderung  des  Winkels  n  das  erste  Glied,  welches  in  der  Regel 
das  grösste  ist,  Null  wird.  Im  Uebrigen  bietet  dieses  Dreieck  in  den 
Winkelanderungen  ähnliche  Umstände  da,  wie  die  vorhergehenden 
Dreiecke. 


U6. 

Ich  meine  durch  die  vorhergehenden  Beispiele  das  in  diesem  Ab- 
schnitt entwickelte  Verfahren  zur  Auflösung  von  sphäroidischen  Drei- 
ecken, durch  ihre  Reduction  auf  sphärische,  in  Bezug  auf  dessen  An- 
wendbarkeit ausreichend  erläutert  zu  haben,  kann  aber  dieses  Thema 
nicht  schliessen,  ohne  eine  interessante  und  wichtige  Eigenschaft,  die  die 
Ausdrücke  des  Art.  138  besitzen,  aus  einander  gesetzt  zu  haben,  und 
die  durch  die  numerischen  Beispiele  aufgedeckt  worden  ist. 

Das  erste  Glied  einer  jeden  der  im  Vorhergehenden  berechneten 
Winkeländerungen  ist  das  Resultat,  welches  man  erhalten  haben  würde, 
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wenn  die  Rechnung  nach  den  Ausdrücken  (112)  geführt  worden  wäre. 
Denn  das  erste  Glied  eines  jeden  der  drei  Ausdrücke  des  Art.  138  ist 
bez.  mit  einem  der  drei  Ausdrücke  (112)  identisch.  Analysirt  man  dieses 
Glied ,  so  wird  man  finden ,  dass  es  Gh'eder  der  vierten,  fünften,  und 
der  höheren  Ordnungen  enthalt,  und  diese  sind  daher  auch  in  dem  nu- 
merischen Betrage  desselben  enthalten,  in  so  weit  die  letztgenannten 
merkh'ch  werden.  Es  ist  aber  nur  bis  auf  Grössen  sechster  Ordnung 
richtig,  weil  die  anderweitigen  Glieder  sechster  und  höherer  Ordnungen 
nicht  darin  enthalten  sind.  Diese  sind  aber  in  den  Ausdrücken  des  Art. 
138  mit  enthalten,  und  es  sind  überhaupt  die  Glieder,  durch  welche 
sich  diese  Ausdrücke  von  den  (112)  unterscheiden,  die  in  den  letzteren 
fehlenden  Glieder  sechster  und  siebenler  Ordnung.  Von  diesen  sind 
die  mit  cos  2«,  cos^2a,  sin  V,  cos  V  multiplicirten  blos  von  der 
sechsten  Ordnung,  die  mit  cos  2/5^  und  cos  2/  multiplicirten  von  der 
sechsten,  siebenten  und  höheren  Ordnungen;  das  letzte  endlich, 
welches  mit  sina  cosa  multiplicirt  ist,  enthält  blos  Glieder  der  sieben- 
ten Ordnung.  Die  numerischen  Angaben  der  vorhergehenden  Artikel 
zeigen  nun  für  jedes  Beispiel  den  numerischen  Betrag  eines  jeden  dieser 
Glieder,  und  man  kann  diese  leicht  so  anordnen,  dass  die  verschiedenen 
Ordnungen  von  einander  getrennt  erscheinen. 

Für  unsern  Zweck  ist  es  nun  erforderlich,  dass  zuerst  im  ersten 
Gliede  nur  die  Glieder  vierter  Ordnung  von  denen  höherer  Ordnungen 
getrennt  werden,  und  da  leicht  gezeigt  werden  kann,  dass  jene  sowohl 

für  SA  wie  für  ^Ä  und  dC  sich  in  das  einzige  Glied  —  y  ^  e^  sin  2  a 

zusammen  ziehen ,  so  braucht  man  nur  den  Werlh  dieses  Gliedes  zu 
berechnen,  und  denselben  vom  Betrage  des  unveränderten  Gliedes  ab- 
zuziehen, um  die  verlangte  Trennung  zu  erhalten.  Wendet  man  diese 
Rechnung  auf  das  Beispiel  des  Art.  1 41  an,  in  welchem  die  hier  zu  be- 
trachtenden Umstände  am  Meisten  hervortreten,  so  ergeben  sich  die 
folgenden  Zusammenstellungen 

dA,  dB,  dC  ftlr  A  =  n. 

Glieder  4ter        Ordn.  0  0  0 

Ster,  etc.    „      —  l'VSGi  —  r,145  —  3",547 
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dC,  dB,  dA{WrA  =  n. 

Glieder  4ter       Ordn.  —  7^932  —  r,932  —  7\932 

5ter.  etc.  „       +  6,  368  +  6,  787  +  4,  385 


Summen  —  1",564  —  r,U5  —  3",547 

wie  oben. 

dC,  dA.  dB{{lrA  =  n. 

Glieder  4ler       Ordn.    +  r\676  +  1",676  +  1",676 

5ter,  etc.  „       —  3,  240  —  2,  821  —  5,  223 


Summen  —  1",564  —  1M45  —  3",547 

wie  oben.  Hier  bemerkt  man  zuerst,  dass  sowohl  der  Betrag  der  Glie- 
der vierter  Ordnung  filr  sich,  so  wie  der  der  Glieder  höherer  Ord- 
nungen sehr  verschieden  ausfällt,  jenachdem  die  eine  oder  die  andere 
der  drei  versclwedenen  Berechnungsarten  angewandt  worden  ist,  wäh- 
rend die  Summe  aller  dieser  Glieder  einen  feststehenden  Werth  hat. 
Auch  giebt  sich  zu  erkennen,  dass  die  Glieder  fünfter  Ordnung  weit 
grösser  werden  können  wie  die  der  vierten;  dieses  ist  in  unserm  Bei- 
spiel bei  i4  =  n  und  A  =  n  der  Fall,  und  im  ersteren  Falle  werden  die 
Glieder  vierter  Ordnung  sogar  gleich  Null.  Man  sieht  ein,  dass  diese 
Umstände,  obgleich  in  verkleinertem  Maasse,  auch  bei  den  kleinsten 
Dreiecken  vorkommen  können,  und  dass  daher  die  blose  Berücksichti- 
gung der  Glieder  vierler  Ordnung  jedenfalls  nur  ein  ungenaues  Resultat 
hervorbringen  kann. 

Betrachten  wir  jetzt  die  übrigen  Glieder  unserer  Ausdrücke,  so 
lässt  sich  eine  ähnliche  Trennung  der  Glieder  sechster  und  höherer 
Ordnungen  auch  leicht  bewerkstelligen ,  man  braucht  nur  allenthalben 
cos 2  a  für  cos 2/?'  und  cos  2/  zu  setzen,  und  nach  dieser  Veränderung 
den  numerischen  Betrag  der  betreflTenden  Glieder  wieder  zu  berechnen; 
dieser  ist  die  Summe  der  in  diesen  Gliedern  enthaltenen  Glieder  sech- 
ster Ordnung,  und  zieht  man  ihn  vom  vollständigen  Werthe  ab,  so  er- 
geben sich  die  in  diesen  Gliedern  enthaltenen  Glieder  höherer  Ord- 
nungen. Auf  diese  Art  habe  ich  die  folgenden  Zusammenstellungen 
erhalten,  denen  ich  die  oben  schon  angeführten  anreihe,  um  die  so  ge- 
ordneten Ausdrücke  vollständig  beisammen  zu  haben. 


?r 


^  n. 

- 

0 

0 

S.4 

—  i",U5 

—  3  ",547 

♦  ♦.  il7 

+  0.  220 

+  0.  166 

«  ).  1)60 

—  0.  043 

—  0.  127 

.  .  -  1  -W7  , 

—  0",  968  , 

—  3",  508  . 

;t\  tfB,  dA  filr  A 

:^^h.   -  7'.932 

—  7',932 

—  7',932 

.^..  .c.  ,   +  6.  368 

+  6,  787 

-+-  4.  385 

.  t.     ..   —  0.  098 

—  0.  U9 

—  0.  226 

'  c.»  «SC.  ..   +  0.  236 

+  0.  305 

+  0.  249 

SK  ^^  *»  Ali.  lil   -  1".*26  ,         -  0",989  ,  -  :r,524 

dC,  dA,  dB  für  A  =  n. 

..:kxw  iM^       Ordn.  +  r,676  +  1'\676  +  r,676 

Jk^r.  olc.  .,      -  3.  240  -  2,  821  -  5,  223 

^1^  ^,       +  0.  302  +  0.  362  +  0.  288 

7lor.  elc,  „      —  0.  139  —  0.  182  —  0.  244 


NXK>  im  Art.  141    —  r,401  —  0;965  —  3",503 

^Vi  Mi)Sl  ^ch  ia  Bezug  auf  die  Glieder  sechster  und  siebenter  Ord- 
mm;  oin  Ähnliches  Verhalten  wie  das  oben  bei  den  Gliedern  vierler 
^^(  t\luAer  Ordnung  wahrgenommene.  Die  Glieder  sechster  Ordnung 
l\ir  oino  und  dieselbe  Winkeländerung  bekommen  in  den  drei  verschie- 
\)oiuM^  Berechnungsarten  verschiedene  Wcrthe,  deren  Schwankungen 
his  «uf  C^ö  steigen,  und  die  Glieder  siebenter  Ordnung  haben  dieselben 
Si'hwankungen  im  entgegengesetzten  Sinne,  so  dass,  vorbehaltlich  der 
kloinon  Unterschiede,  die  von  anfangender  Wirkung  der  Glieder  höherer 
Ordnung  zeugen,  die  Summe  der  Glieder  sechster  und  siebenter  Ord- 
nung feststehende  Werthe  bekommen.  Die  Rechnung  für  A  =  i»'  zeigt 
übonliess ,  dass  auch  die  Summe  der  Glieder  siebenter  Ordnung  be- 
Irttchtlich  grösser  werden  kann,  wie  die  der  sechsten  Ordnung.  Es 
folgt  aus  diesem,  dass  die  blose  HinzufUgung  der  fehlenden  Glieder 
sechster  Ordnung  zu  den  Ausdrücken  (112)  gar  keinen  Nutzen  herbei- 
geführt haben  würde,  und  dass  nur  die  Mitaufnahme  der  Glieder  sie- 
benter Ordnung  eine  wesentliche  Vergrösserung  der  Genauigkeit  in  den 
lU'Sultaten  bewirkt  hat. 


?» 


»»  vr    K\^M  ,, 


—  2",  580 

—  2",  580 

+  2.  762 

+  3.912 

—  0.  045 

—  0.  001 

-+.  0.131 

+  0.116 
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In  den  Dreiecken,  die  an  den  Pol,  oder  an  den  Aequator  reichen, 
trelen  diese  Umstände  auch,  nur  nicht  in  so  grossem  Maasse  wie  in 
dem  hier  betrachteten  Dreieck,  hervor,  aber  in  dem  Dreieck  des  Arl. 
144  werden  sie,  namenlh'ch  in  der  zweiten  Berechnungsart ,  wieder 
sehr  merklich,  weshalb  ich  in  Bezug  auf  diese  dieselbe  Trennung  der 
Glieder  vornehmen  will.    Man  erhält  für  dieses  Dreieck 

dß,  dA,  SC  für  A  =  n. 

Glieder  4ter        Ordn.  —  2",580 

5ter,  etc.  „  +  4.  374 

6ier  „  —0.022 

7ler,  etc.  „  +  0.  143 

Sn.  wie  im  Arl.  144   +  1',915,         +  0",268  ,         +  1",447 

Hier  sind,  wie  man  sieht,  nicht  blos  die  Glieder  fünfter  Ordnung 
grösser  wie  die  der  vierten,  sondern  dasselbe  findet  zugleich  in  Bezug 
auf  die  Glieder  siebenler  und  sechster  Ordnung  statt.  In  den  Aus- 
drücken für  die  Fläche  des  sphäroidischen  Dreiecks,  und  in  den  für  die 
Summe  der  Winkel  desselben  kann  Aehnliches  auch  vorkommen. 

Es  ist  noch  eines  Umstandes  zu  erwähnen.  In  der  Regel  ist  die 
Summe  der  Glieder  vierler  und  fünfter  Ordnung  bedeutend  grösser  wie 
die  Summe  der  Glieder  sechster  und  siebenter  Ordnung ,  und  es  lässt 
sich  voraus  sehen,  dass  die  Summe  der  Glieder  achter  und  neunter 
Ordnung  auch  wesentlich  kleiner  sein  wird ,  wie  die  der  sechsten  und 
siebenten  Ordnung  u.  s.  w.,  wenn  man  nur  die  Dreiecke  nicht  allzu 
gross  auswählt;  hierin  spricht  sich  im  Allgemeinen  die  Convergenz  der 
Ausdrücke  aus.  Man  kann  aber  auch  Dreiecke  angeben  in  welchen 
diese  Regel  eine  Ausnahme  erleidet ,  und  für  Einen ,  ja  selbst  für  zwei 
Dreiecks  Winkel  das  erste  Glied,  also  die  Summe  der  vierten,  und  der 
damit  verbundenen  Glieder  fünfter  und  höherer  Ordnungen  kleiner  wie 
die  Summe  der  übrigen  Glieder  sechster  und  höherer  Ordnungen,  und 
sogar  gleich  Null  wird.  Um  dieses  auch  durch  ein  Beispiel,  wenig- 
stens an  Einem  Winkel  zu  zeigen,  ist  das  Dreieck  des  Arl.  1 45  berech- 
net worden.  Auf  die  Convergenz  der  Ausdrücke  hat  dieser  Umstand 
übrigens  keinen  Einfluss. 

Schliesslich  bemerke  ich  noch,  dass  das  im  Vorhergehenden  ent- 
wickelte Verfahren  nicht  blos  in  dem  Falle  Anwendung  findet,  in  wel- 
chem die  drei  Dreiecksseiten  ursprünglich  gegeben  sind,  sondern  allge- 
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mein  bei  vielfach  anderen  gegebenen  Stücken  des  Dreiecks  auch  ange- 
wandt werden  kann.  Es  bildet  daher  dieses  Verfahren  eine  besondere 
Auflösungsart  von  sphäroidischen  Dreiecken,  die  nicht  grösser  sind,  wie 
die  oben  beispielsweise  betrachteten. 


147. 

Die  Formeln  zur  Reduction  eines  sphärischen  Dreiecks  auf  ein 
ebenes  brauchen  wohl  nicht  durch  Beispiele  erläutert  zu  werden,  da  sie 
so  sehr  einfach  sind,  es  möchte  aber  dagegen  dfe  Zusammenstellung 
der  Gorrectionen,  die  man  an  die  beobachteten  Richtungen  oder  Winkel 

0 

eines  Dreiecksnetzes  vor  der  Ausgleichung  desselben  anbringen  muss, 
als  Schluss  dieses  Abschnittes  nicht  am  unrechten  Platze  sein. 

Zuerst  ist  der  erste  Ausdruck  (53)  zu  berücksichtigen ,  der  ohne 
die  Genauigkeit,  die  er  besitzt,  zu  beeinträchtigen,  wie  folgt  gestellt 
werden  kann, 

(1 35)  /?  =  /?o  —  -ß-  o^  cos  2/?*  sin  «cos  d  —  ^  o^sin  ^  cos/?*  sin  a 

wo  die  Bezeichnungen  in  den  Correctionsgliedern  die  des  zweiten  Ab- 
schnittes sind.  Es  bedeuten  also  a  die  in  Bogentheilen  ausgedrückte 
Dreiecksseite,  deren  Richtung  man  eingeschnitten  hat,  d  das  Azimuth 
derselben,  ^  die  reducirte  Breite  des  Beobachtungsortes,  die  nur  mit 
geringer  Genauigkeit  hiefür  bekannt  zu  sein  brauchen,  und  es  ist 
r  =  206265".  Wenn  a  in  irgend  einem  Linearmaasse  statt  in  Bogen- 
theilen ausgedrückt  ist,  so  ist  es  leicht  den  Ausdruck  der  Constante  zu 
finden,  die  an  die  Stelle  von  r  gesetzt  werden  muss;  man  kann  sieb 
auch  begnügen  für  ^  die  Polhöhe  des  Stationsortes  zu  substituiren. 
Es  bezeichnen  hier  ferner  /?o  die  beobachtete,  und  R  die  verbesserte, 
aufs  geodätische  Azimuth  hingeführte  Richtung. 

Wenn  nicht  Richtungen,  sondern  Winkel  beobachtet  worden  sind, 
so  zerlegt  man  diese  in  die  Richtungen  ihrer  beiden  Schenkel  und  bringt 
an  jedem  dieser  die  durch  (135)  gegebene  Correction  an. 

Hieraufsind  die  aus  den  Ausdrücken  (96)  und  (112)  hervorgehen- 
den Correctionen  zu  berechnen,  und  an  die  aus  den  Richtungen  folgen- 
den, oder  unmittelbar  beobachteten  Winkel  anzubringen.  Oftmals  kann 
man  sich  begnügen  statt  der  einzelnen  Werthe  der  (96)  und  (112)  die 
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dabei  angegebenen  Summen  derselben  zu  benutzen,  und  damit  die  Summe 
der  durcli  die  Beobachtungen  erhaltenen  Winkel  der  einzelnen  Dreiecke 
zu  verbessern.    Wenn  dieses  geschehen  ist,  kann  das  ganze  Dreiecks- 
Belz    als  auf  der  Ebene  liegend   betrachtet  werden ,  und  die  trigono- 
metrischen Bedingungen,  die  zur  Ausgleichung  desselben  erforderh'ch 
sind,   müssen  der  ebenen  Trii>onomelrie  entnommen  werden. 

Nach  vollendeter  Ausgleichung  müssen  die  aus  den  Ausdrücken 
(96)  und  (112)  entsprungenen  Correctionen ,  wenn  sie  vorher  an  die 
einzelnen  Winkel  angebracht  worden  sind,  wieder  davon  abgezogen 
werden,  die  aus  der  (135)  hervorgegangenen  hingegen  an  den  Rich- 
tungen und  Winkeln  belassen  werden. 

Die  Ausführung  der  Berechnung  der  eben  genannten  Correctionen 
setzt  eine  vorläufige  Berechnung  des  Dreiecksnetzes  voraus,  die  also 
vorangegangen  sein  muss,  und  auch  aus  anderen  Ursachen  nicht  ent- 
belirt  werden  kann. 

Im  Vorhergehenden   sind  alle   nothwendigen  Correctionen   voll- 
ständig enthalten,  allein  man  wird  in  der  Anwendung  finden,  dass  ge- 
Bfteiniglich  diejenigen,  die  sich  auf  die  Uebertragung  der  sphäroidischen 
Dreiecke  auf  sphärische,  so  wie  die  Correction  der  Azimuthe  beziehen, 
unmerklich  werden,  und  nur  dann,  wenn  die  Beschaffenheit  des  Bodens 
die  unmittelbare  Messung  von  besonders  grossen  Dreiecken  gestattet 
tat,  etwas  Merkliches  geben  können.     In  den  Dreiecken  gewöhnlicher 
Ausdehnung  kann  man  sich  gemeiniglich  begnügen  blos  die  Ausdrücke 
(96),  und  zwar  mit  Weglassung  der  Glieder  vierter  Ordnung,  mit  an- 
deren Worten,   den   Legen dre'schen   Salz   anzuwenden.    Man  thut 
jedoch  wohl,  sich  mit  der  Wirkung  der  Ausdrücke  (135)  und  (112)  im 
Allgemeinen    bekannt  zu  machen,    um   eine    Uebergehung  derselben 
'0   den   Fällen,    wo   sie   nicht  ganz  unmerklich  sein  sollten,  zu  ver- 
»leiden.  *) 

Es  darf  nicht  übersehen  werden ,  dass  in  diesem  Artikel  blos  von 
"ß^  bei  der  Ausgleichung  dör  wirklich  beobachteten  Richtungen  oder 
'^'i^kel  eines  Dreiecksnetzes  zu  beachtenden  Umständen  die  Rede  ist, 


*)  In  der  englischen  Ordonance  Survey  kommt  ein  Dreieck  vor,  in  welchem  ilio 
SuiUmo  der  Winkel  180®  1'  4",9  beträgt,    liier  wird  Ae^  =  0",43,  und  die  Uednclion 
e*»»^es  solchen  Dreiecks  auf  ein  sphärisches,  sowohl  wie  der  Aasdruck  (135),   können 
daher  sehr  wohl  etwas  Merkliches  geben. 

AbhtDdl.  d    K.  8.  GcMllsch.  d.  WiMCDsch.  XIII.  1  4 
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und  dass  nur  in  Bezug  auf  diese  die  Unterschiede  zwischen  den  sphä- 
roidischen  Richtungen  oder  Winkeln  hUufig  unmerkh'ch  sind.  Diesem 
steht  die  weitere  Berechnung  des  Dreiecksnelzes,  in  welcher  die  un- 
mittelbar gemessenen  Dreiecke  zu  grösseren  mit  einander  verbunden 
werden  müssen,  gegenüber;  in  diesen  Verbindungen  ist  die  Berück- 
sichtigung der  Elh'pticität  der  Erdoberfläche  unerlässlich  nothwendig, 
da  sie  bedeutenden  Einfluss  äussern  kann,  und  hier  kommen  sowohl 
die  Aufgaben  der  vorhergehenden  Abschnitte,  wie  die  Hauptaufgabe 
dieses  Abschnittes  und  die,  welche  im  folgenden  Abschnitte  noch  gelöst 
werden  soll,  wesentlich  in  Betracht. 


Vierter  Abschnitt 

148. 

Die  im  vorigen  Abschnitt  für  beliebig  grosse  Dreiecksseiten  ent- 
wickelten Ausdrücke  zur  lleducd'on  der  Winkel  des  sphäroidischen 
Dreiecks  auf  die  eines  sphärischen  sind  noch  einer  anderen  Anwendung 
fähig,  die  auf  die  Auflösung  einer  neuen  Klasse  von  Aufgaben  führt. 
Die  in  den  Artt.  92,  95,  98  für  diese  Reduction  erhaltenen  Ausdrücke, 
die  sich  noch  dazu  auf  ein  besonderes  sphäroidisches  Dreieck  beziehen, 
sind  zu  zusammengesetzt  als  dass  sie  einer  fortgesetzten  Anwendung 
tehig  sein  könnten,  und  würden  noch  zusammengesetzter  werden,  wenn 
man  sie  auf  das  allgemeine  sphäroidische  Dreieck  ausdehnen  wollte. 
Eine  Hinführung  derselben  auf  eine  einfachere  Form  scheint  im  Allge- 
meinen nicht  möglich  zu  sein ,  dagegen  giebt  es  einen  besonderen  Fall, 
in  welchem  sie  sich  wesentlich  vereinfachen ,  und  dieser  Fall  ist  einer 
mannigfachen  Anwendung  fähig. 


U9. 

Die  grösseren  Dreiecke  deren  Auflösung  in  der  Geodäsie  verlangt 
wird,  um  von  den  ausgeglichenen  Dreiecksnetzen  auf  die  Gestalt  des 
Erdkörpers  zu  schliessen,  sind  grösstentheils  solche  deren  eine  Ecke 
in  einem  der  beiden  Pole  des  Ellipsoids  liegt.  Solche  Dreiecke  haben 
auch  die  Uauptaul'gaben  des  ersten  und  des  zweiten  Abschnittes  ge- 
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bildet,  und  wendet  man  die  eben  erwähnten  Reductionsformeln  auf  ein 
solches  Dreieck  an,  so  werden  sie  viel  einfacher.  Zu  dem  Ende  rouss 
man  den  Punkt  D  der  Figur  des  Art.  84  in  den  Pol  P  verlegen,  wo- 
durch die  Seite  DE  mit  dem  Meridian  PC  zusammenfallt,  und  das  Drei- 
eck GPE  hervorgeht.  Da  hierauf /?=  90®  wird,  so  reduciren  sich  die 
genannten  Reductionsformeln  alle  drei  auf  ihr  erstes,  von  ß  unabhän- 
giges Glied,  und  werden  folglich  viel  einfacher. 

150. 

Für  die  jetzt  zu  erreichenden  Zwecke  wird  es  dienlich  sein  eine 
neue  Bezeichnung  einzuführen.  Setzen  wir  in  dem  sphäroidischen  Drei- 
eck PGE  der  Figur  die  Seiten  und  die  Winkel 

PG  =  2\     PGE=  180«  —  «' 
PE=  £\     PEG  =  a" 
EG^o    ,    EPG  =  A 

uod  bezeichnen  die  reducirte  Breite  des  Punkts  G  mit  ß\  und  die  des 

Punkts  E  mit  ß\  dann  ist  die  Analogie  mit  den  früheren  Bezeichnungen 

hergestellt.     Seien  ausserdem  in  dem  correspondirenden  sphärischen 

Dreieck  die  Winkel  bez. 

180«  — A\    A\    A 

and  die  Winkeländerungen  Ja  ,  Ja  ,  J},  so  verstanden,  dass 

a'  =  -4'  +  Ja 

a    =s  A  +  Ja 

X    =J  +  Jk 
werden,  so  dürfen   wir  ohne  Nacbtheil  der  Genauigkeit  in  den  Re- 
ductionsformeln der  Artt.  92,  95,  98,  nachdem  darin  /?=  90«  gemacht 

Worden  ist, 

Ja  statt  Jm 


—  /^a 

19 

Jii 

—  JX 

f1 

/la 

0 

»> 

9 

2' 

»1 

9 

2r 

ff 

II 

% 

1 80»  —  A' 

>» 

m 

A' 

»1 

n' 

A 

>f 

a 

u 
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setzen,  und  erhalten  damit,  wenn  zur  Abkürzung 

0'  =  i.  e2  l^ ^  cos  S": 

^  4  (  Sin^  8ID<T 

(?•  =  4  e'  \-^,r  -  -r^cos  Jt"! 

^  4         (sin^''  sina  ) 

gesetzt  wird, 

Ja'  =  Q'  cotg  J  -  Q".^-?^^ 

+  -r  ß^  -T^sinil"coSi4''sin2JS^' — -r-re^  sin -4' cos -4' 811122^' 

4        Sin  a  4 


^  e^ 


sinA'  cos -4'  sin^-S^  —  -rfc^sin  A^cosA^sin^^' 


4  SlIKT 

JX  =  Q'  cotg  A'  —  Q"  cotg  A" 
deren  Berechnung  einfach  ist.    Ich  füge  hinzu  dass  man 


log|e2=7.22235  ;     logyrß2  =  2.  53677 


erhalt. 


151. 

Indem  ich  nun  annehme,  dass  ß^,  ^\  a  gegeben  sind,  so  ist  hiemit 
nur  eine  Dreiecksscile  unmittelbar  gegeben,  und  die  beiden  anderen 
müssen  erst  aus  /S^  und  ß'  berechnet  werden ,  und  dieses  geschieht 
durch  die  Aufgabe  des  Art.  63,  in  welcher  die  eine  Breite,  oder  Pol- 
höhe =  90^  zu  selzen  ist.  Wendet  man  die  dort  gegebene  Auflösung, 
unter  der  genannten  Annahme,  auf  den  Ausdruck  (91)  an,  so  findet 
man  leicht 

y    =  90«  —  /?'  ;     /  =  900  _  ^' 
(136)     .  ,S'=x    —  A'x  +  B'  sin2;r'  —  C  sin  4  x 
\s"  =  X   -  AV  +  Jy  sin  2  /  -  C  sin  4  / 

woraus  die  Dreiecksseiten  2'  und  -S'"  hervorgehen ,  wenn 

log A' =  7.2228952  ;     log/T  =  2. 236471 8  ;     log  C=  8. 5571 9 

gesetzt  werden.    Um  Alles  beisammen  zu  haben,  führe  ich  noch  die 
ausserdem  anzuwendenden  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  an. 
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S  s=  4- (^' -I- 2'"  +  o) 


=  / 


sin  (S-  S)  sin  (S-  ^')  sio  {S-  &) 


sin  S 


COlg-j-A  —  sin{S-£") 
^  a  -^  —  »in(S-^') 
'o  i  "^  —    sin  (S- ff) 


.      .      (137) 


152. 

Ich  werde  nun  zuei'St  an  zwei  Beispielen  zeigen  wie  nahe  die  eben 
erhaltenen  Reduclionsformeln  mit  der  strengen  Rechnung  obereinslim- 
men.  Zuerst  nehme  ich  das  grösste  Dreieck  vor,  welches  in  dieser  Ab- 
handlung vorkommt,  nemlich  das  zwischen  Sanliago,  Moskau  und  dem 
Nordpol  der  Erde.  Nach  dem  Art.  69  sind  in  diesem  Dreieck 

/?*=  55«  39' 38", 49  ,  «' =  83«  23  51  «,20 
/S"  =  —  33  20  42,  63  ,  a"=  42  7  37,98 
0=    126  46  18,  17  ,   ;i  =108  13     0,00 

Wendet  man  zuerst  die  Ausdrucke  (1 36)  an,  so  findet  man 

2"=    34«  19'  35'',54 
.2^=123      5    42,43 

Aus  den  jetzt  bekannten  Seiten  dieses  Dreiecks  geben  nun  die  obigen 

Formeln  (1 37) 

A'  s=    83«  25'  58",0 

A''=    41    57    58,8 

^  =  108    13      5,1 

und  durch  die  Anwendung  der  licductionsformeln  des  vorvor.  Art.  be- 
kommt man 

Ja'  =  —  2'|  4",  5 

Ja  :=  +  9   33,  33 

Jk  =  —  0    6,35 


folglich 


«'  =s  83«  23'  53',5 
«•=42  7  32,1 
X   =  108    12   58.6 
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Die  Unterschiede  mit  den  oben  angeführten ,  strenge  berechneten  Win- 
keln sind  also  nur 

+  2",3  ;     -  5",9  ;     -  f',4 

in  Betracht  der  ansehnlichen  Grösse  dieses  Dreiecks,  dessen  sphärischer 
Ueberschuss  66^45'  beträgt,  sehr  geringe. 


153. 

Als  zweites  Beispiel  soll  das  langgestreckte,  schmale  Dreieck  zwi- 
schen Christiania,  Palermo  und  dem  Nordpol  der  Erde  dienen.  Die 
Art.  38  oder  71  geben  die  genauen  Werthe 

^  =  590  50'  0\19  ,  a  =  5«  34'  56M2 
/f  =  38  1  24,  73  ,  a"  =  3  33  27,  42 
a  =  21    50  33,  91  ,     A    =  2  38     0,  00 

und  hiemit  geben  die  Ausdrücke  (1 36) 

^'  =  30«    9'28M2 
S"  =  51   56     9,  97 

Die  sphärische  Trigonometrie  giebt  hierauf  durch  die  (137) 

A  ==:  5^34'  53M 
A"  =  3  33  29,  2 

^  =  2  38     3,  6 

*)  und  die  Reductionsformeln  des  Art.  1 50 

logö'  =  2.15586 

log  ö"  =  1 .  96057 
hiemit  wird 

/id  SÄ  +  3  ,1 

z/a''=-1,7 

JX  =  —  3,  6 
woraus 


*]  Ich  bemerke  biezu,  dass  die  Zehntelsecanden  in  diesen  Winkebi  möglicher 
Weise  um  einige  wenige  Einheiten  unrichtig  sein  können,  da  hier  0",01  Aenderung 
der  Seite  2''  eine  Aenderung  von  (r,43  in  A'  hervorbringt.  Das  obige  Resultat  ist 
durch  Anwendung  von  Logarithmen  von  nicht  mehr  wie  sieben  Stellen  erhalten 
worden. 
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«  =  ö"  34'  56",2 
a  =  3  33  27,  5 
A  =  2  38     0,  0 

folgl.    Die  Uolerschiede  zwischen  diesen  und  den  genauen  spbSlroidi- 
sehen  Winkeln  sind 

+  OM  ;     +  OM  ;     0'',0 
also  verschwindend. 

154. 

Die  vorhergehenden  Beispiele  zeigen  wie  nahe  bei  den  grössten 
und  verschiedenartigst  geformten  sphäroidischen  Dreiecken  die  im  Art. 
1 30  abgeleiteten  Reductionsformeln  die  richtigen  Resultate  geben,  und 
in  den  Fällen,  wo  es  auf  einige  v^renige  Secunden  im  Resultat  nicht  an- 
kommt, kann  man  sie  jederzeit  anwenden,  und  zwar  nicht  blos  in  den 
Füllen,  wo  die  drei  Seiten  des  Dreiecks,  sondern  auch  in  denen,  in 
welchen  andere  Stücke  desselben  gegeben  sind. 

Aber  es  lässt  sich  eine  ausgedehntere  Anwendung  davon  machen, 
und  eine  Reihe  von  Aufgaben  durch  Zuziehung  derselben  mit  beliebiger 
Genauigkeit  und  mit  Leichtigkeit  lösen.  Unter  diesen  soll  hier,  um  diese 
Abhandlung  nicht  zu  weit  auszudehnen,  nur  die  folgende  mit  ihren 
Ilauptverzweigungen  betrachtet  werden: 

»Gegeben  sei  eine  beliebige  geodätische  Linie  auf  dem  Erd- 
»ellipsoid,  nebst  den  Polhöhen  ihrer  beiden  Endpunkte.  Man  fragt 
»nach  dem  geographischen  Längenunterschiede  dieser  beiden  End- 
»punkte  und  den  Azimuthen  der  geodätischen  Linie  an  denselben.« 

155. 

Durch  die  Polhöhen  der  Endpunkte  der  geodätischen  Linie  ist  die 
Lage  dieser  auf  dem  Erdellipsoid  unzweideutig  gegeben,  und  die  Auf- 
gabe ist  daher  eine  bestimmte.  Um  sie  zu  lösen,  rechne  man  zuerst 
die  beiden  reducirtcn  Breiten  ^  und  /?",  die  den  gegebenen  Polhöhen 
zukommen,  dann  durch  die  (136)  die  denselben  entsprechenden  Meri- 
dianbögen 2£'  und  -S'",  und  hierauf  durch  die  (137)  die  sphärischen 
Winkel  K,  K\  A.  Diese  Rechnungen  brauchen  nicht  mit  der  grössten 
Schärfe  ausgeführt  zu  werden.  Von  den  Reduclionen  auf  die  sphäroi- 
dischen  Winkel  ist  jetzt  nur  die  Eine,  und  zwar  Ja^  zu  berechnen, 
weshalb  ich  die  dazu  erforderlichen  Ausdrücke  hier  wiederholen  will. 
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(138) 


ö'=v«' 


.      ^,   —   -r— -COS 

Sin  2^'         sin  a 


2'") 

±eM-^--^cos-S"l 

4         (sin^''         sioa  ) 

sinil' 


0"  = 

Ja  =  ö'cotg^— Ö'-T 


sin  A"  sin  ^ 


-^e^ 


a 


=  A' 


sin  a 


sin  A"  cos  A"  sin  '^y" —  y  rc^  sin  A'  cos  A'  sin  ^-5*' 


Vermittelst  der  gegebenen  Stücke  ß^,  a\  a,  von  welchen  jedoch  a 
nur  näherungsweise  richtig  ist,  rechne  man  durch  die  Hauptaufgabe  des 
ersten  Abschnittes  a\  A,  ßf\  und  wenn  dieser  Werth  von  ^  mit  dem 
ursprünglich  gegebenen  übereinstimmt,  so  sind  auch  alle  übrigen  Grös- 
sen so  richtig  wie  möglich ,  und  die  Auflösung  unserer  Aufgabe  ist 
vollendet.  In  der  Regel  wird  aber  der  auf  diese  Art  berechnete  Werlh 
von  /?",  den  ich  mit  {ß^')  bezeichnen  will,  mit  dem  ursprünglich  gegebe- 
nen nicht  vollständig  übereinstimmen ,  sondern  um  eine  kleine  Grösse 
davon  verschieden  sein,  setzt  man  daher,  wenn  durch  (/'  der  ursprüng- 
lich gegebene  Werth  dieses  Bogens  bezeichnet  wird, 

dßr  =  ^-  GS") 

SO  kann  man  durch  einfache  DifTerentialformeln  die  Berichtigung  der 
übrigen  Bögen  erhalten. 

Da  man  hier  voraussetzen  muss,  dass  auch  die  erhaltenen  Werthe 
der  Hülfsbögen  %  und..:/»  nicht  vollständig  genau  erhalten  worden  sind, 
so  muss  in  den  DifTerentialformeln  darauf  Rücksicht  genommen  werden. 
Die  Differentiation  der  Gleichungen  (28)  giebt  leicht 


(139)     . 


da 
da 
6(0 


in y sin«"   P 

¥ 


cotg  a" 


cotg  Ol 
COS/S" 

cotg  a" 
cos/S" 


^xnX 

cotg  a' 

sin/ 

4 

cos/S'sina 


und  um  dx  zu  erhalten  dient  die  Gleichung  (17).  LUsst  man  in  dieser 
die  mit  c*,  etc.  multiplicirten  Glieder  weg,  welches  hier  erlaubt  ist,  so 
kann  sie  wie  folgt  geschrieben  werden, 


Vi 


=  =  (1+^)x  +  /tcos(29)'  +  ;f)sin;f 

""6 


WO 
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(A  =  ye^sin^/Jo 

aogenomniea  werden  darf.   Da  nun  a  hier  unveränderlich  ist,  so  giebt 
diese  Gleichung,  wenn  man  fortführt  /u^  zu  übergehen,  zuerst 

^X  =  —  Of  +  cos  (2^)'+  ;f)  sin  x)^^^  +  2/w  sin  (2y' + %)  sin  x^q^ 

Elimiairt  man  hieraus  (p  durch  die  (15),  und  d^i  und  d(p  durch  die  bez. 
Gleichungen  des  Art.  58,  so  wird  d^  in  Function  von  dvi  dargestellt, 
und  kann  darauf  durch  die  erste  (1 39)  auf  dff  hingeführt  werden.  Der 
Ausdruck  für  dto  ist  mit  geringer  Abänderung  der  des  Art.  58.  Man  er- 
hält auf  diese  Art 

X 


^A    "^  toÄ  f    ein  V «in«"    "*■     «in«")  ^P 


►     ...      (1401 


tg/?Q\  sin  /  sin  a''  sina' 

Wenn  daher  dßf'  nicht  unmerklich  ist,  so  rechne  man  dx  und  ^.:/eö  aus 
den  (1  40),  worauf  die  (139)  da\  du\  d(o,  dk  geben,  die  den,  wie 
beschrieben,  erhaltenen  Werthen  von  «',  a\  A  hinzuzufügen  sind.  Die 
Verbesserungen  dx  und  dJto  werden  in  der  Regel  unmerklich. 


156. 

Die  im  vor.  Art.  gegebene  Auflösung  unserer  Aufgabe  soll  durch 
das  Beispiel  erläutert  werden,  welches  das  im  Vorhergehenden  betrach- 
tete Dreieck  zwischen  Santiago,  Moskau  und  dem  Nordpol  darbietet. 
Sehen  wir  die  Hinftihrung  der  beiden  Polhöhen  auf  die  reducirten  Brei- 
ten als  ausgeführt  an,  dann  sind  die  gegebenen  Stücke  der  Aufgabe 

^  ^  55ö39'38",49  ;      fiT  =  — 33«20'42",63  ;      a  =  126n6'18M7 

Di^  zuerst  nach  den  Ausdrücken  (136),  (137),  (138)  auszuführenden 
fteductionen  sind  schon  im  Art.  1 52  gegeben ,  und  es  kann  der  Werth 
von  a\  auf  den  es  hier  ankommt,  dort  entnommen  werden.  Die  neuen 
gegebenen  Stücke  sind  daher 

/?'  =  55«39'38",49  ;     a  =  83o23'53",5  ;     o  =  126n6'18M7 

auf  welche  die  Auflösung  der  Hauptaufgabe  des  ersten  Abschnittes  an- 
zuwenden ist.  Diese  giebt 
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9'  =  4"  29'  27",72 


Ji!  =  7«  58'  43",99 


log^  =  7.0605872 
J(o—  14' 16",  626 
^2"  =  1 1 6«  26'    2",26 
(/?")=  —33»  20'  41  ",40 


Iogtg/Jo  =  0.1697025 

S—x=^X—  <27«    5'  18",  48 

«  =    42     7  37,51 

;i  s  108  13     1.64 
also 

(J/J"  =  -  1",23 

Die  Ausdrücke  (140)  geben  hierauf  unmerkliche  Werthe  von  0%  ur 
dJia,  weshalb  blos  die  Ausdrücke  (139)  anzuwenden  sind,  in  welche 
d^=0  und  tfz/w=0  zu  setzen  ist.  Die  Rechnung  giebt 

da  =  —  2",30  ;       da   =  +  0",49  ;       dco  =  dk  =  —  1^63 

rilgt  man  diese  dem  oben  zu  Grunde  gelegten  Werthe  von  a ,  so  w 

den  durch  die  Rechnung  erhaltenen  Werthen  von  a"  und  X  hinzu ,  i 

wird  schliesslich 

a=    83^23' 51  ",20 

a  =     42     7  38,  00 

k   =  108  13     0,01 

auf  befi  iedigende  Art  mit  den  Angaben  des  Art.  09  übereinstimmend. 


157. 

Die  in  diesem  Abschnitte  gelöste  Hauptaufgabe  führt  wieder  zi 
Auflösung  allgemeiner  sphdroidischer  Dreiecke,  in  Betreff  welcher  sii 
ohne  Weiteres  zwei  Fälle  darbieten. 

1)  »Seien  zwei  Seiten  eines  sphäroidischen  Dreiecks,  nebst  d< 
»Polhöhen  der  drei  Eckpunkte  des  letzleren  gegeben,  hieraus  d 
»übrigen  Stücke  desselben  zu  finden.« 

2)  »Es  seien  wieder  zwei  Seilen  eines  sphäroidischen  Dreied 
»gegeben,  und  ausserdem  von  der  einen  derselben  die  Polhöhen  ihr 
»beiden  Endpunkte,  aber  von  der  anderen  das  Azimulh  des  Em 
»punkts,  welchen  sie  mit  der  ersten  gemeinschafllich  hat.  Man  fra 
»nach  den  übrigen  Stücken  dieses  Dreiecks.« 

Für  die  Auflösung  der  ersten  Aufgabe  ist  die  in  diesem  Abschnil 
abgehandelte  Hauptaufgabe  abgesondert  auf  beide  gegebenen  Dreieck 
seilen  anzuwenden,  wodurch  man  die  in  der  Flauplaiifgiibe  des  zweit 
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Abschnittes  als  gegeben  betrachleten  Stücke  erhält,  und  nunmehr  durch 
diese  die  übrigen  Stücke  des  Dreiecks  berechnen  kann. 

In  Bezug  auf  die  Lösung  der  zweiten  Aufgabe  ist  einmal  die  Haupt- 

aa/gr^be  dieses,  und  einmal  die  Hauptaufgabe  des  ersten  Abschnittes  an- 

zuw^enden ,  worauf  die  Hauptaufgabe  des  zweiten  Abschnittes  die  noch 

zü  berechnenden  Stücke  des  Dreiecks  giebt.   Es  brauchen  von  diesen 

Aufgaben  wohl  keine  Beispiele  gegeben  zu  werden. 

Es  wäre  ein  Leichtes  noch  eine  Anzahl  von  Aufgaben  durch  die  in 
dieser  Abhandlung  aufgestellten  Grundsätze  zu  lösen,  allein  ich  Uber- 
geho  diese  hier,  weil  sich  im  Voraus  nicht  mit  Sicherheit  beurtbeilen 
lässt ,  wie  weit  sie  in  der  praktischen  Geodäsie  Interesse  haben  oder 
Anwendung  finden,  und  ziehe  vor  sie  erst  dann  der  Behandlung  zu 
unterziehen,  wenn  sich  dazu  besondere  Veranlassung  darbieten  sollte. 


Zusatz  zu  Art.  79  u.  f. 

Im  dritten  Abschnitt  sind  alle  auf  das  Revoiutionsellipsoid  sich  be- 
ziehenden Functionen  bis  auf  Grössen  achter  Ordnung  entwickelt,  und 
Jasselbe  findet  in  Bezug  auf  die  Ausdrücke  der  Fläche  des  sphärischen 
Dreiecks  statt.  Dahingegen  sind  die  Ausdrücke  der  Winkeländerungen 
fiir  die  Reduction  des  sphärischen  Dreiecks  auf  das  ebene  nur  bis  auf 
Grössen  sechster  Ordnung  entwickelt  worden,  und  es  kann  daher  wün- 
schenswerth  erscheinen  diese  auch  bis  auf  Grössen  achter  Ordnung 
kennen  zu  lernen ;  die  Glieder  sechster  Ordnung  dieser  Ausdrücke  sollen 
hier  nachträglich  entwickelt  werden. 

Zu  dem  Ende  sind  den  betreffenden  Ausdrücken  des  Art.  79  zu- 
erst die  folgenden  Glieder  hinzuzufügen, 

xn  8in  a  .  .  .         —  ^^To  ^ 

za  cosa  .  .  .         +4Ö8?ö^^ 

zu  cos6cosc  .  .  .  ^^&s+ J^6«c2  + J-6V+^62c«+^^ 

sin 6 sine  i_ja \_h\p2 j_/,2^ 1_  ßfi 

2tt     5^—    •   •  •  5040^  7i0^^  720^^         6040^ 


^_-  fes  j.  JL^  ifc^  _  JL  h'c^  +  -4^  fc^c 


ß  _i_         '         rÜ 


U440    ■  40080        2880      "  40080      ■  48440 


C^ 
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zu  sin^fcsin^csiDM  .  .  .  —5^0^       +  4 «'^' +  Tiö ^'^' +  iiS ^** 

Dehnt  man  nun  die  a.  a.  0.  ausgeführte  Division  auf  die  vorstehende^ 
Glieder  aus,  so  wird  vollständig 


iSC  =  —  -X-  sin  ^^b  sin  ^c  sin  ^A .  L 


wenn  man 


L  =  1+la^  +  l6^+lc^ 


Ji_  /i4  J-  il  /i2//2  j.  i!_  /x2^2  «1.  A-  /,l  J.  _1_  fc-Vi  •!-  _L  r* 
<260^   ^630^^    ^680"^   ^168^   ^252^^    ^468^ 

1  setzt.  Da  aber  auch 

AT  =  sin  6  sin  c  {cos  A  —  cos  [A  +  JA)\ 
ist,  so  ergiebt  sich 

-r--^ =  — -^sinfr  Sin  c Sin  A.L 

sin  A  6 

und  nach  der  Enlwickelung  durch  das  Taylor  sehe  Theorem 
z/A  =  — ySinfcsincsinA  jL  +  ^sinfrsinccosA.L^ 

+  j^  s  i  n  ^6  s  i  n  ^c  c  OS '^A .  L^  +  j]  j;  s  i  n  *6  s  i  n  % .  L^  I 
Dem  Vorhergehenden  zufolge  ist  mit  der  hier  erforderlichen  Genauigkeit 

15  o  o 

sin  6sin  ccos  A  =  _i-o*+|62^|c'+^o»— ^^fc'^— |6V— Ic* 

sin  26  sin  *c  cos  U  =  ^  a'  —  4"  «^^*  —  T  «^^"^  "•■  T  '''"*■  T  ^^^'^  "•■  T  '^^ 
sin  ■■'6  sin  ■•^c  =  6V 

durch  deren  Substitution  sieb 

JA  =  _lsin6sincsiniljH-^«2  +  ^,62  +  ^c^ 


30240    ■  8780      "^8780      "^30240    ^  15120     ^^  80240 

ergiebt.  Die  Elimination  von  sin  6 sine  durch  die  Gleichung 

iin6sinc  =  6cjl--i-62-lc2  +  4^6«  +  l6^c2+^c*j 


sm 
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verwandelt  den  vorstehenden  Ausdruck  in  den  folgenden 


a' 


^^80240        ^^45120  ^^-15120  6048         '    15120  6048 

worin  man  mittelst  der  Division  durch  den  Ausdruck 

des  Art.  82  die  Dreiecksflöchc  A  einführen  kann.  Man  bekommt  da- 
(Jorch  zum  Endresultat,  wenn  man  ausserdem  den  Kugelhalbniesser  R 
ein(Ührt,  und  zur  Abkürzung  die  Bezeichnungen 

_       1  I   _  4 

t^  —  ^Öl?  '  f^    —   8Ü240Ä* 

anwendet, 

JB=  —  ±-^\i  +  f^a^  —  2/xb^  +  fic^ 

+ 1 9  fi'a'  +  (la^b^  —  2 /u  oV  —  38  /iV  +  ^'&V  ^  ^  9  ^'^ij 

+ 1 9  fia'  —  2fia^b'^  +  ^'aV  +  1 9  fi'b'  +  ^'fr^^^ _  33^'^^} 

deren  zweite  und  dritle  durch  die  biose  Vertauschung  der  Buchstaben 
aus  der  erslen  erhalten  worden  sind.  Diese  Ausdrücke  sind  bis  auf 
Grössen  achter  Ordnung  vollständig,  und  geben  durch  die  Addition, 
gleichwie  im  Art.  81 

JA  +  JB  +  JC=  —  A 

welche  Gleichung  jedenfalls  statt  finden  muss ,  wie  weit  man  auch  die 
Enlwickelungen  fortsetzt. 


Zusatz  zu  Art.  133. 

Durch  die  a.  a.  0.  ausgeführten  Differentiationen  kommt  man ,  ehe 
die  Bedingungsgleichungen  eingeführt  werden,  auf  ziornlich  verwickelte 
Ausdrücke,  in  welchen,  wenn  nicht  mit  der  grössten  Yoisicht  verfahren 
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wird,  leicht  etwas  übersehen  werden  kann.  Es  wird  daher,  um  die 
Richtigkeit  der  dort  angegebenen  Resultate  darzuthun,  nicht  überflüssig 
sein  diese  Differential ionen  auch  auf  eine  andere  Art  auszufUhien;  die- 
ses soll  hier  geschehen.  Löst  man  die  Gleichung  (134)  in  Bezug  auf 
z  auf,  und  setzt 

so  wird  sie 

jB;r  Ä  fl  —  Ca?  —  A 

da  das  +  Zeichen  vor  h  hier  nicht  in  Betracht  kommt.  Bezeichnet  man 
nun  zur  Abkürzung  die  Differentialquotienten  von  h  nach  x  durch  oben, 
und  die  nach  y  durch  unten  angehängte  Striche,  so  giebt  diese  Glei- 
chung sogleich 

Bp  =  --  C  -^  K  \     Bq  =  —  h^ 

Br^  —  K'\    Bs  =  —  h'  ;     Bt=  —  h 

«(5^)  =  -*■■■  «(^,)=-*:^  ß{S)=-v 

etc. 
«  (S)  =  -  V  :    «  (Ä)=  - ''..  i  » (w)  =  -  *■■ 


etc. 

(iie  man  beliebig  fortselzen  kann.     Die  obige  Gleichung  für  h"^  giebt 
ausserdem  durch  fortgesetzte  DifTei-entiationen 

hh  ={0  —  B)x^  CD 

hh"  +  (Ä')2  =  (?  —  ß 

Ml"  +  3  A'Ä"  =  0 

AA''  +  4  A'Ä'"  +  3  (A7  =  0 

AA'  +  5  A'A"  +  1 0  A"A"'  =  0 


AA   =  —  ABy 

hh'  +  h'h  =  0 

AA;  -I-  2  A'Ä',  +  A'Ä  =  0 

aa;"+  3  A'Ä,"  +  3A"a;  +  ä"'a  =  o 

AA'^-H  4  A'Ä"  -4-  6  h'h"  +  4  A"'A'  +  Ä"Ä  =  0 
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hh^  +  {hy  =  —  AB 

hkj  H-  h\  +  2  h'h  =  0 

hh'j  +  2  h'h;  +  2  Ä  "A  +  A\  +  2  (A;)2  =  0 

Aa" "  +  3  A'A"  +  6  A 'A'  +  3  A"A '  +  2 Ä  "A  +  A"'A  =  0 

u  II  II  II  II  n 


hh    +  3  AA  =  0 

m  I    II 

hK    +h'h    +  3  AA '  +  3  A'A  =0 

Ht  III  I     11  tu 

hW   +2  A'A'    +A"A  -4-3AA''  +  6A'A'  +3A"A  =0 

III  III  III  I     II  I      II  I      II 


HK,  +  4  AA    +  3(A)»=  0 

IV       •  I    tu  >    /// 

AA'„  +  A'A„  +  4  AA'    +  4  Ä'Ä    +  6  A'  A  =  0 

»*  "  IV         ■  I        III  I        III  II      II 


hh,   +  5  AA,v  +  10  AA    =0 

Die  SubsCilutioii  von  x=0  und  y  =  0,  sowohl  in  die  Gleichung  für  h\ 
wie  in  die  vorsiehenden  Differentiale  derselben  giebl  ohne  Mühe 


k  *Z) 

k-^-C                           ; 

Ä     =0 

D                                     ' 

A'    =  0; 

// 

r  =  _     3  *^                    ; 

h"  =  0  ; 

A'    =  — 

II 

*  =  -    3  ^.  -  12  ^.  ; 

A  "  =  0  ; 

1                          ' 

A "   =  - 

Ä'  =  -  45  ^f        CO  ^^!  ; 

A"  SS  0  ; 

A'"   =  - 

A.  =  0 

Ä>0;     A„=-3  -^ 

A"  a  0  •     A' 9    ^'*'^ 

-;    /^  =  0 

AB 
D 

ABC 

AB*     _  Q  ABC 
AB^C  p  ^ßC^ 


und  selzt  man  diese  in  die  obigen  Ausdrücke  für  p,  q,  r,  s,  t  nebst 
deren  Differentialen,  so  gehen  daraus  dieselben  Werthe  von  /)o,  ^o,  U, 
^0,  <o nebst  den  dazu  gehörigen  Differentialen  hervor,  die  im  Art.  133 
äüfganz  andere  Art  erhalten  worden  sind. 


Geschichtliche  Bemerkung. 

In  der  allgemeinen  kurzen  Einleitung  S.  3  habe  ich  unter  andern 
g^'sagt,  dass  die  Aufgabe  des  zweiten  Abschnittes  meines  Wissens  nach. 
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wenigstens  in  der  neuem  Zeit«  in  Deutschland  nicht  behandelt  worden 
ist,  lind  wie  dieser  Satz  gedruckt  wurde,  kannte  ich  auch  keine  deutsche 
Bearbeitung  derselben.  Erst  ganz  kürzlich  habe  ich  in  Erfahrung  gc~ 
bracht,  dass  Herr  General -Lieutenant  Baeyer,  dem  die  Geodäsie  so 
viel  verdankt,  diese  Aufgabe  in  der  neuesten  Zeit  für  kurze  geodUlischc 
Linien  bearbeitet  hat,  welches  ich  nicht  unterlassen  will  hier  anzu- 
führen. 


Druckfehler. 
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\l.lijnai    d.  K.  S.  Gfsrllsrli.   (1.  Wiüiieusrli .    XIII.  1  ") 


Zu  den,  auf  der  ersten  allgemeinen  Conferenz  der  Bevollmäcb- 

i*S*^^D  zur  mitteleuropSliscben  Gradmessnng,  aufgestellten,  wünschens- 

^^^r^hen  astronomischen  Bestimmungen  gehört  auch  die  telegraphisch  aus- 

^^f^lrende  Bestimmung  der  Längendifferenz  zwischen  den  Sternwarten 

XU  Gotha»  Leipzig  und  Göttingen.  Die  Längendifferenz  zwischen  Gotha  und 

^^ipzig  ist  im  April  des  vorigen  Jahres  bestimmt  worden ,  und  es  soll 

1^  dieser  Abhandlung  davon  ausfuhrlicher  Bericht  erstattet  werden. 

Bevor  wir  aber  auf  diese  Materie  eingehen ,  ist  es  unsere  Pflicht 
den  hohen  Staatsregierungen ,  nftmlich  der  Königlich  Sächsischen  und 
^^r  Herzoglich  Sachsen-Coburg-Gothaischen  Staatsregierung,  die  bereit- 
willigst die  dazu  erforderlichen  Mittel  gewährten,  für  diesen  der  Wissen- 
schaft geleisteten  erheblichen  Dienst  unseren  ehrfurchtvollsten  Dank 
darzubringen.  Insgleichen  fUhlen  wir  uns  zu  tiefen  Gesinnungen  des 
Zankes  gegen  die  verehrlichen  Königlich  Preussischen  und  Königlich 
Sächsischen  Directionen  der  Telegraphenanstalten  verpflichtet,  die  im 
^^ufe  des  ganzen  Monats  April  des  vorigen  Jahres  von  9  Uhr  Abends 
™^  8^8^°  Morgen  einen  Leitungsdrath  zu  diesem  Zweck  zu  unserer  Yer- 
^gung  stellten,  und  uns  somit  in  den  Stand  setzten,  bei  dieser  Längen- 
^stimmung  verschiedene  Yerfahrungsarten  in  Anwendung  bringen  zu 
"tonnen. 

Unter  diesen  halte  ich  die  sogenannte  Registrirungsmethode ,  die 
^<^h  schon  vor  einer  Reihe  von  Jahren  mehreren  astronomischen  Freun- 
den empfohlen  habe,  für  die  vorzüglichste,  da  sie  von  der  geringsten 
^zahi  von  Fehlerquellen  begleitet  ist.    Zufolge  dieses  Verfahrens  wird 
jeder  beobachtete  Fadenantritt  unmittelbar  auf  dem  Registrirapparat  einer 
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Registrirsterne  II.  Reihe. 


20 
21 


9  H.  Bootis. 
%  Yirginis. 


Nivelliren. 


22 
23 


g>  Virginis. 
B.A.C.  4805. 


Umlegen. 


24 
25 


B.A.C,  4863. 
109  Yirginis. 


Nivelliren. 


26 

27 


1  Serpentis. 
40  Bootis. 


Nach  der  ersten  Reihe  der  Regisirirsterne  wurde  a  Ursae  min.  in 
der  unteren  Culminalion  mit  Auge  und  Ohr  beobachtet,  um  dadurch, das 
Azimuth  des  Instruments  sicherer  bestimmen  zu  können.  In  der  letzten 
Zeit  wurden  auch  noch  die  Coincidenzuhren,  erst  die  Leipziger  und  dann 
die  Gothaer,  eingeschaltet  und  durch  die  Registrirapparate  gleichzeitig 
die  Secundenschiage  der  Normal-  und  der  Coincidenzuhren  auf  den 
Papierstreifen  verzeichnet.  Die  Coincidenzen  zwischen  den  Secunden- 
punkten  der  beiden  Uhren  lassen  sich  s6hr  scharf  ablesen ,  und  diese 
Coincidenzen  wollen  wir,  zum  Unterschiede  von  den  gehörten,  die 
registrirten  Coincidenzen  nennen. 

Zur  zweiten  Zeitbestimmung  für  Auge  und  Ohr  wurden  noch  fol- 
gende Sterne  an  einigen  Abenden  i beobachtet. 


• 

Nivelliren. 

26 

1  Serpentifi. 

27 

40  Bootis. 

28 

44  Bootis. 

29 

B.A.C.  4993. 

30 

3  Serpentis. 

;rn 

323  B.  Gepbei. 
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Polstern 
31 
32 
33 
34 


Umlegen. 
323  B.  Gepbei. 
a  Serpentis. 
II  Serpentis. 
%  Herculis. 
4  Herculis. 
Nivelliren. 


Die  Instrumente ,  welche  in  Gotha  angewandt  wurden ,  sind  der 
Meridiankreis  von  Ertel,  dessen  Fraunhofersches  Objectiv  34  par.  Linien 
Oefihong  und  42  Zolle  Brennweite  hat.  Um  die  zum  Umlegen  desselben 
erforderliche  Zeit  möglichst  abzukürzen  waren  vorher,  mit  Ausnahme 
des  Kreises,  alle  zur  Beobachtung  der  Zenithdistanzen  gehörigen  Theile 
von  demselben  abgenommen  worden.   Ferner  die  Pendeluhr  von  Tiede 
nut  Quecksilberpendel ,  ein  Registrirapparat  von  Siemens  und  Haiske, 
welcher  durch  einen  Wind  fang  regulirt  wird,  und  deshalb  dieSecunden- 
l&Dge  auf  dem  Papierstreifen  in  verschiedenen  Temperaturen  etwas  ver- 
schieden angiebt,  welches  aber  auf  die  Beobachtungen  keinen  nachthei- 
ligen Einfluss  äussern  kann ,  da  sonst  in  den  Secundenlängen  Gleich- 
förmigkeit besteht  /)  und  strenge  genommen  nur  von  Secunde  zu  Secunde 
Gleichförmigkeit   der   Bewegung  erforderlich   ist.    Zur  Goincidenzuhr 
wurde  eme  alte  Klindworthsche  Uhr  ausersehen,  und  da  die  erforder- 
liche Verkürzung  des  Pendels  derselben  durch  die  Schraube  unter  der 
Linse  nicht  bewirkt  werden  konnte,  so  wurde  ohngefUhr  in  der  Mitte  des 
Ptadels  eine  zweite  Linse  von  Blei  befestigt ,  deren  Gewicht  ich  vorher 
berechnet  hatte,  und  wodurch  die  erforderliche,  weiter  unten  angegebene 
Beschleunigung  des  Ganges  der  Uhr  hervorgebracht  wurde. 

Die  Linien batterie  bestand  aus  dreissig  Bunsenschen  Elementen, 
von  der  Art  wie  sie  auf  den  E.  Preuss.  Telegraphenstationen  eingeführt 
sind,  und  die  von  der  hiesigen  Station  dargeliehen  worden  waren.  Das 
Relais  war  von  Prof.  Bruhns  dargeliehen  worden ,  und  genau  eben  so 
constmirt  wie  das  in  Leipzig  angewandte.  Der  mit  der  Normaluhr  ver- 
bundene Contactapparat  ist  von  neuer,  eigenthumlicher  Construction, 
ond  wird  weiter  unten  ausführlich  beschrieben  werden. 


*)  Während  der  LSngenbestimmung  traten  jedoch  zuweilen  Unregelmässigkeiten 
eitti  die  eioe  kurze  Zeitdauer  hatten,  und  deren  Erklärung  wir  bis  jetzt  noch  nicht 
aofgefonden  haben. 
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In  Leipzig  wurde  zu  tien  Beobachlungen  das  dortige  Licbherr'sche 
Passageninslrumenl,  dessen  Objectiv  eine  Oeffnung  von  29  par.  Linien 
und  eine  Brennweite  von  30  Zollen  hat,  verwendet.  Die  Normaluhr  war 
die  von  Tiode  nut  Rosipendel,  und  einem  Krille'schen  Conlactapparat 
vorsehen.  Der  Registrirapparnt  war  von  Ausfeld,  dessen  Bewegung  durch 
ein  sogenanntes  Centrifugalpendol  regulirt  wird.  Die  Coincidenzuhr  war 
die  von  Naumann ,  deren  Pendel  hinreichend  verkürzt  werden  konnte, 
um  die  erforderliche  Beschleunigung  des  Ganges  hervorzubringen.  Die 
Linienbatterie  bestand  aus  &0  Meidingerschen  Elementen.  Das  Relais, 
ein  Dosenrelais  von  Siemens  und  Halske  in  Berlin,  war,  wie  schon  oben 
erwähnt,  dem  in  Gotha  angewandten  völlig  gleich. 

Von  April  4  bis  1 1  beobachteten 

in  Gotha  Herr  Dr.  Auwers, 
in  Leipzig  Herr  Prof.  ßruhns, 


von  April  1 3  bis  23 


in  Gotha  Prof.  Bruhns, 
in  Leipzig  Dr.  Auwers, 


am  April  24 


wieder  in  Gotha  Dr.  Auwers 

und  in  Leipzig  Prof.  Bruhns. 
Mit  dem  Wechsel  der  Beobachter  wurden  auch  die  Relais  und  die 
Signaldrücker  gewechselt.  Man  findet  leicht,  dass  bei  dem  angewandten 
Verfahren  eine  Umwechselung  der  Registrirapparate  überflüssig  ist,  wo- 
gegen aber  eine  Umwechselung  der  Meridianinstrumente  und  der  Uhren 
vorzüglich  wegen  der  Aug-  und  Ohr -Beobachtungen  wünschenswerlh 
gewesen  wäre,  im  gegenwärtigen  Falle  aber  nicht  ausgefilhrt  werden 
konnte.  Die  Erfahrung  hat  nämlich  gezeigt,  dass  die  persönliche  Glei- 
chung zwischen  zwei  Beobachtern  bei  Aug-  und  Ohr -Beobachtungen 
verschieden  ausfallen  kann ,  je  nachdem  andere  Instrumente  angewandt 
wurden,  und  die  Beobachter  an  diese  mehr  oder  weniger  gewöhnt  sind. 
Man  wird  weiter  unten  aus  der  Abhandlung  der  Herren  Auwers  und 
Bruhns  ersehen,  welche  Mittel  angewandt  worden  sind,  um  diesen  Um- 
stand möglichst  unschädlich  zu  machen. 

Die  in  Rede  stehende  Längenbestimmung  wurde  von  der  Witterung 
sehr  begünstigt,  indem  während  des  Verlaufes  derselben  der  Himmel 
ungewöhnlich  hlUifig  wolkenfrei  war.  In  Gotha  trat  jedoch  ein  Umstand 
ein,  der  unerwartet  kam.  weil  er  vorher  und  nachher  sich  nie  gezeigt 
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bat.  Die  Pfeiler  des  Meridiankreises  waren  vorzüglich  in  vcrlicaler  Rich- 
tung fast  fortwährend  in  demselben  Sinne  veränderlich.    Die  Erklärung 
die^scs  Umstandes  ist  in  den  damals  stnttflndenden  Wilterungsvcrhält- 
nis^en  zu  suchen.    Im  Laufe  des  Februars  und  des  März  des  vorigen 
Jalires  hatten  wir  forlwährend  bedeutende  Kälte,  die  bis  Ende  des  zu- 
letzt genannten  Monats  ununterbrochen  dauerte,  und  dann  Anfangs  April 
einer  fUr  das  hiesige  Klima  in  diesem  Monate  ungewöhnlichen  Wärme 
wioli.    Das  Fundament  der  Instrumente  des  Meridianzimmers  derGothaer 
Sternwarte  besteht  aus  einem  aus  Quadersteinen  (Sandstein)  vom  Stand- 
borJen,  unter  dem  Terrain  der  Umgebung,  an  aufgeführten  Mauei-werk, 
welches  bis  einige  Zolle  unter  den  Tragbalken  des  Fussbodens  hinauf 
reicht.    In  der  Aussenmauer  der  Sternwarte,  die  diesen  Raum  umgiebt, 
befindet  sich  je  nach  Norden,  Osten  und  Süden  ein  schmales  Fenster, 
welche  drei  Fensler  in  den  ersten  Jahren  nach  der  Erbauung  der  Stern- 
warte so  oft  wie  möglich  geöffnet  wurden  um  der  Feuchtigkeit  Ausgang 
xü  verschaffen,  seit  mehreren  Jahren  aber  mit  Ausnahme  des  nördlichen, 
welches  statt  der  Glasscheiben  mit  Drathgittern  versehen  ist,  vcrschlos- 
gei^  gehalten  werden. 

Dass  die  plötzlich  eingetretene  Wärme  im  Monat  April  eine  Aus- 
dehnung des  Fundaments  bewirken  musste,  ist  klar,  aber  sie  wäre  wahr- 
scheinlich so  gleichförmig  gewesen ,  dass  sie  keine  Wirkung  geäussert 
hiUle,  wenn  nicht  ein  zweiter  nachlheiliger  Umstand  eingetreten  wäre. 
Das  südliche  Fenster  war,  ohne  dass  mir  die  Ursache  davon  bekannt  ist 
und  ohne  dass  es  sogleich  bemerkt  wurde,  eingestürzt  und  liess  einen 
grossen  Theil  der  Tageszeit  hindurch  den  Sonnenstrahlen  Freiheit  einen 
Theil  der  Südseite  des  Fundaments  ungehindert  zu  bescheinen.  Dadurch 
und  durch  die  geringe  Wärmeleitnngsfähigkeit  des  Gesteins  ist  bewirkt 
worden,  dass  der  mittlere  Theil  des  Fundaments,  von  Osten  nach  Westen 
gerechnet,  sich  mehr  ausgedehnt  hat  wie  die  übrigen  Theile  desselben. 
Da  nun  der  Meridiankreis  westlich  von  der  Mitte  des  Meridianzimmers 
anfgestellt  ist,  so  musste  eine  Erhebung  des  östlichen  Pfeilers  desselben 
die  Folge  davon  sein,  und  eine  solche  allmähhche  Erhebung  zeigen  die 
Mvellirungen.  In  Folge  der  häufigen ,  im  oben  angeführten  Plan  vorge- 
schriebenen, Nivellirungen,  und  der  sorgfältigen  Discussion,  die  Herr 
Dr.  Auwers  denselben  hat  angedeihen  lassen,  kann  dieser  Umstand 
keinen  nachtheiligen  Einfluss  auf  das  Resultat  ausgeübt  haben. 

Diese  Erscheinung  steht  auf  dieser  Sternwarte  einzig  da,  aber  frei- 
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lieh  kenne  ich  auch  keinen  zweiten  so  pIötzHchen  und  grossen  Temperatur- 
wechsel  wie  den  eben  angeführten.  Im  Gegentheil  ist  die  Horizpntalität 
der  Achse  des  hiesigen  Meridiankreises  sehr  beständig,  und  die  bemerk- 
ten Azimulhalanderungen  sind  eher  grösser,  so  hat  z.  B.  die  Neigung 
dieser  Achse  sich  vom  vorigen  Augustmonat  bis  jetzt  (Mitte  des  Februars) 
nicht  um  einen  ganzen  Niveautheil  im  Mittel  geändert.  Ich  sage  im  Mittel, 
weil  eine  kleine  tägliche  Periode  zwar  in  der  Aufstellung  vorhanden  zu 
sein  scheint,  allein  aus  den  Erfahrungen,  die  man  auch  auf  andern  Stern- 
warten hierüber  gemacht  bat ,  scheint  eine  solche  Periode  allenthalben 
stattzufinden. 


Ich  wende  mich  jetzt  zur  Beschreibung  des  neuen  Gontactapparat^s, 
dessen  ich  oben  erwähnt  habe.  Während  die  beiden  R^istrirapparate, 
die  die  hiesige  Sternwarte  besitzt,  nämlich  der  oben  erwähnte  von 
Siemens  und  Halske  im  Meridianzimmer ,  und  ein  zweiter  von  Ausfejd 
mit  Gentrifugalpendel  im  Thurme  bei  dem  Repsold'schen  Aequatoresil 
die  gewünschten  Dienste  leisteten,  und  noch  fortwährend  leisten»  w^r 
dieses  bei  den  angewandten  Gontactvorrichtungen  in  den  Uhren  nicht 
der  Fall.  Ich  habe  die  verschiedensten  Einrichtungen  dieser  Art  ange- 
wandt, bin  aber  nie  befriedigt  worden;  die  Uebelstände,  vqn  welchen 
ich  mich  gern  unabhängig  machen  wollte,  bestanden  hauptsächlich  da- 
rin, dass  die  Apparate  eine  häufige  Reinigung  verlangten ,  bei  welcher 
oflnials  die  Uhr  angehalten  werden  musste ,  dass  sie  auf  den  Gang  der 
Uhr  Einfluss  übten ,  oder  derselben  einen  wesentlichen  Theil  der  Kraft 
raubten.  Von  dem  letzten  Uebelstände  ist  freilich  der  sinnreiche 
Krille'sche  Gontactapparat ,  den  ich  auch  versucht  habe,  frei,  aber  die 
Bedingungen,  an  die  dieser  Apparat  gebunden  ist,  sind  in  so  enge  Gren- 
zen eingeschlossen,  dass  sie  leicht  im  Laufe  der  Zeit  dieselben  über* 
schreiten  und  mangelhafte  Wirkung ,  oder  gar  das  Stillestehen  der  Uhr 
im  Gefolge  haben.  Von  mehreren  Astronomen,  die  diesen  Gontactappa- 
rat auf  ihren  Sternwarten  eingeführt  haben,  habe  ich  die  Mitlheilung  er- 
halten, dass  es  ihnen  sehr  viele  Mühe  und  Zeit  gekostet  hat,  um  demsel- 
ben eine  gewünschte,  und  länger  andauernde  Wirksamkeit  zu  ertheilen. 

Durch  diese  Erfahrungen  und  Mittheilungen  veranlasst,  kam  ich 
endlich  auf  den  Gedanken  die  Arbeit  des  Schliessens  und  Oeffnens  der 
galvanischen  Kette  der  Uhr  gänzlich  abzunehmen ,  und  einem  besonde- 
ren Räderwerke  zuzutheilen,  welches  seine  eigene  Triebkraft  (Gewicht) 
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beaitsl,  und  nur  von  der  Uhr  ausgelöst  zu  werden  braucht.   Das  Au$- 
Ifigeo  dieses  Werkes  kann ,  wie  man  weiter  unten  sehen  .wird ,  so  eiu* 
gerichtet  -werden »  dass  es  der  Uhr  nicht  die  mindeste  Kraft  raubt ,  ja 
Bian  könnte  es  sogar  so  einrichten,  dass  es  mit  dazu  beitrüge  dem  Pen- 
del ,  gleichwie  das  Uhrwerk  selbst ,  die  bei  jeder  Oscillation  verlorene 
Kraft  zu  erganzen. 

Dieser  Contaclapparat  befindet  sich  nun  schon  IS^pger  wie  1 V2  Jahre 
xn  der  hiesigen  Tiede' sehen  Normaluhr,  hat  von  Anfang  an  bis  jetzt  die 
"vollkommensten  Dienste  geleistet,  und  wird  sie  lange  noch  ohne  einer 
fiachhttife  zu  bedürfen  leisten  können.  Er  hat  in  dem  genannten  Zeit- 
um  nur  ein  einziges  Mal  einer  Reinigung  bedurft,  und  dieses  trat,  wie 
an  weiter  unten  sehen  wird,  während  der  Längenbestimmung  ein. 
ie  Reinigung  ist,  wenn  sie  erforderlich  wird ,  sehr  leicht  zu  bewerk- 
telligen,  man  braucht  nur  einen  Streifen  Schmirgelpapier,  ein  Mal  die 
chmirgelseite  nach  unten  und  ein  Mal  dieselbe  nach  oben  gewendet, 
wischen  den  beiden  Iridiumplättchen ,  welche  den  Contact  bilden, 
orchzuziehen ,  während  man  mit  dem  Zeigefinger  der  anderen  Hand 
Veise  auf  den  Arm  drückt,  an  welchem  das  obere  Iridiumplättchen  an- 
^elOthet  ist.  Seit  jener  Zeit  bis  jetzt  ist  keine  zweite  Reinigung  erfor- 
'^rlich  gewesen. 

Auf.  der  anliegenden  Figurentafel  sind  die  Theile,  aus  welchen  die- 
ser Contactapparat  besteht,  in  natürlicher  Grösse  abgebildet. 

Fig.  1  zeigt  die  hintere  Platte  aa..  des  Contact werks  von  vorne 
gesehen.   Diese  Platte  liegt  in  Einer  Ebene  mit  der  hinteren  Platte  des 
Uhrwerks,  und  befindet  sich  oberhalb  dieser,  der  bogenförmige  Aus- 
schnitt ist  deshalb  angebracht,  weil  die  obere  Kante  der  Uhrplatte  diese 
Form -hat.  Sie  ist  vermittelst  zweier  Barren  und  vier  Schrauben  an  der 
C/hrplatte  befestigt,  die  aber  in  der  Zeichnung  nicht  mit  au^enommen 
vvordeo  sind,  da  sie  jeder  leicht  ergänzen  kann.    Beide  Werke  sind  auf 
diese  Art  fest  mit  einander  verbunden.  A  ist  das  erste,  oder  das  WaU- 
■"^Qid,  mit  120  Zähnen,  A  die  Walze,  die  die  Schnur  (Darmsaite)  auf- 
i^inrnt,  wovon  s  ein  Stück  bezeichnet.  Mit  dieser  Schnur  ist  durch  das 
^vrischenmittel  einer  Rolle  auf  gewöhnliche  Art  das  Gewicht  verbun- 
den. Das  Walzrad  trägt  noch  das  Gesperr  und  die  Httifsfeder  nebst  der 
Stellung,  die  in  der  Zeichnung  nicht  aufgenommen  worden  sind ,  da  sie 
^uf  bekannte  Art  eingerichtet  werden  können.   Das  Walzrad  A  greift  in 
das  Getriebe  b  von  1 0  Zähnen ,  das  an  diesem  befestigte  Rad  B  von 
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1 00  Zähnen  in  das  Getriebe  c  von  1 0  Zähnen,  das  an  diesem  befestigte 
Rad  C  von  90  Zähnen  in  das  Getriebe  d  von  40  Zähnen,  und  endlich 
das  an  diesem  befestigte  Rad  D  von  80  Zähnen  in  das  Getriebe  e  von 
10  Zähnen.  In  Folge  dessen  macht  das  Getriebe  e  8640  Umläufe,  wäh-* 
rend  das  Walzrad  A  Einen  Umlauf  vollbringt,  und  da,  wie  man  wreiter 
unten  sehen  wird,  das  Getriebe  e  in  vier  Zeitsecunden  Einen  Umlauf 
macht,  so  wird  das  Walzrad  A  in  9^  36""  Einen  Umlauf,  und  im  Zeit- 
raum einer  Woche  17V2  Umläufe  machen.  Die  Walze  A  ist  indess  mit 
23  Gängen  versehen,  damit  das  Contactwerk ,  gleichwie  die  Uhr,  ohn- 
gefähr  9  Tage  in  Einem  Aufzuge  gehen  könne.  An  der  Welle  des  Ge- 
triebes Cy  am  hinteren  Ende  derselben,  befindet  sich,  gedrange  aufge- 
steckt, der  kleine  Cylinder  e  Fig.  &  mit  4  Zähnen,  und  zwischen  diesem 
und  dem  Gelriebe  selbst  der  Windfang  f  f^  Fig.  1,  welcher  wie  in  den 
Schlagwerken  durch  eine  Feder  angedrückt  wird.  Innerhalb  der  beiden 
Platten  des  Contactwerks,  und  zwar  nahe  an  der  hinteren  Platte,  befin- 
det sich  ausserdem  der  Arm  g  g,  welcher  mit  der  um  zwei  sehr  dünne 
Zapfen  drehbaren  Frictionsrolle  h  und  der  Lamelle  %  versehen  ist.  Der 
Arm  g  g  sitzt  auf  einer  Welle,  deren  zwei  Zapfen,  gleichwie  die  der  Ge* 
triebe  ihre  Löcher  in  den  beiden  Platten  des  Contactwerks  haben,  und 
ist  in  geringer  Ausdehnung  um  diese  drehbar.  Die  Fig.  4  zeigt,  dass 
die  Frictionsrolle  h  mit  den  vier  Zähnen  des  Cylinders  e  in  Berührung 
kommt,  der  Arm  gg  wird  also  während  Eines  Umlaufes  des  Getriebes 
und  des  Cylinders  e  vier  Mal  ein  wenig  gehoben,  und  wird  sich,  wenn 
der  Cylinder  e  eine  andere  Stellung  einnimmt,  wie  die  in  der  Fig.  4  ge- 
zeichnete, durch  seine  Schwere  ein  wenig  senken.  Wie  durch  dieses 
Heben  und  Senken  des  Arms  g  g  die  galvanische  Kette  geöffnet  und  ge- 
schlossen wird,  zeigt  die  Fig.  5,  die  die  betreffenden  Theile  des  Con- 
tactwerks darstellt.  Sie  giebt  die  Ansicht  dieser  Theile,  so  wie  sie  sich 
dem  Auge  darbieten,  wenn  man  sich  rechter  Hand  an  der  Uhr  hinstellt. 
aa  ist  also  die  hintere,  aa  die  vordere  Platte  des  Contactwerks,  p  p  sind 
die  beiden  Pfeiler,  die  in  der  Fig.  1  eben  so  bezeichnet  sind,  g  ist  der 
Arm  g  g  vom  rechten  Ende  desselben  gesehen ,  i  die  daran  befestigte 
Lamelle,  an  deren  äusserem  Ende  unten  ein  Plättchen  Iridium  angelö- 
thet  ist.  An  der  Platte  a  a  ist  der  isolirte  MessingwUrfel  k  angeschraubt, 
dessen  Isolirung  durch  die  beiden  Elfenbeinplatten  //,  nebst  einem 
durch  die  Platte  gehenden  Elfenbeinrohr,  welches  in  der  Zeichnung 
nicht  mit  aufgenommen  werden  konnte,  bewirkt  ist.    Durch  den  Würfel 
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k  geht  die  Schraube  m ,  au  deren  oberem  Ende  auch  ein  Plüttchen  Iri- 
dium aogelöthet  ist.  Diese  Schraube  ist  so  gestellt,  dass  zwischen  den 
beiden  Iridiumplältchen  ein  kleiner  Zwischenraum  statt  findet,  wenn 
der  Cylinder  e  die  Stellung  hat,  die  die  Fig.  4  zeigt,  in  Folge  dessen 
der  Arm  gg  sich  auf  seinem  höchsten  Punkt  befindet.    Wenn  während 
der  Bewegung  die  Zahne  des  Gylinders  e  eine  andere  Stellung  einneh- 
fiien»  und  in  Folge  dessen  der  Arm  g  g  sich  senkt ,  dann  treten  die  bei- 
dien Iridiumplattchen  mit  einander  in  Berührung,  die  so  lange  dauert, 
■jis  der  nächste  Zahn  des  Gylinders  e  die  Stellung  der  Fig.  4  hat.  Wäli- 
Mrend  jedes  Umlaufes  des  Getriebes  e  der  Fig.  1  werden  also  in  vier 
.Zeiträumen  die  beiden  Iridiumplättchen  in  Berührung,  und  während 
^dleu  Zwischenzeiten  von  einander  getrennt  sein.    Befestigt  man  daher 
ermittelst  der  Schraube  n  den  einen  Leitungsdrath  einer  galvanischen 
Iterie  an  den  Würfel  k^  und  den  anderen  an  irgend  einem  anderen 
'-■-lieii  der  Uhr,  so  wird  während  Eines  Umlaufes  des  Getriebes  e  der 
El  Ivanische  Strom  vier  Mal  geschlossen,  und  vier  Mal  geöfi'net  werden, 
tr  IQ  die  galvanische  Kette  ein  Kegistrirapparat  eingeschaltet,  so  wird 
Uhrmagnet  desselben  in  diesem  Zeiträume  vier  Zeichen  geben. 
Die  Figur  2  stellt  das  Gontactwerk  von  oben  gesehen  dar,  und 
i  rd  in  Folge  des  Vorhergehenden,  und  weil  dieselben  Buchstaben  an- 
wandt worden  sind,  schon  fast  vollständig  verstanden  werden.   Vor 
lern  bemerke  ich,  dass  in  Fig.  1  die  Grösse  der  Räder  zwar  so  genau 
ie  möglich,  aber  sowohl  dort  wie  in  Fig.  2  die  Grösse  der  Getriebe 
^or  annllhernd  angegeben  ist,  deren  Grössen  daher  bei  der  Anfertigung 
eines  solchen  Apparats  auf  gewöhnliche  Weise  bestimmt  werden  müs- 
sen. Auch  habe  ich  in  Fig.  2  der  leichteren  Zeichnung  wegen  die  Wel- 
len der  Getriebe  blos  durch  einfache  Linien  angegeben.   Hinzuzufügen 
ist  noch,  dass  an  A"  sich  der  Aufziehzapfen  befindet,  der  in  der  linken, 
c^ leeren  Ecke  des  Zifferblatts  der  Uhr  zum  Vorschein  kommt,  so  wie 
dass  F,  G,  H  Stege,  und  q  q  ein  Arm  sind,  die  in  der  Fig.  3  sich  wie* 
d  erholen. 

Es  ist  nun  die  Verbindung  des  Contactwerks  mit  dem  Uhrwerk  zu 

öfklären,  und  hiezu  dient  die  Fig.  3.   Sie  stellt  die  vordere  Platte  des 

Gontactwerks  und  einen  Theil  der  Platten  des  Uhrwerks  dar.   aa...  ist 

]^Qe  Platte,  und  unter  K  muss  man  den  verticalcn  Durchschnitt  dos 

VJhrwerks  in  der  Ebene  von  aa...  verstehen.   Die  Stege  F  und  G,  die 

die  vorderen  Zapfen  der  Getriebe  6,  c,  d  aufnehmen,  liegen  flach  auf. 


238  P.  A.  Hansbw,  [«* 

aber  die  BrUcke  H,  die  deo  vorderen  Zapfen  des  Getriebes  e  aufnimmt, 
ist  mit  einem  Knie  versehen,  um  Platz  für  den  Arm  qq  zn  gewinnen, 
wie  aus  der  Fig.  2  zu  ersehen  ist,  wo  aber ,  um  Undeutlichkeit  zn  ver- 
meiden ,  von  der  Brücke  H  nur  der  untere  Theil  (gleichsam  ein  Durch- 
schnitt) angegeben  werden  konnte. 

In  der  Verticalebene  des  Arms  qq  befindet  sich  der  Anker  rruvw, 
welcher  an  der  Welle  des  Grahamschen  Ankers  der  Uhr ,  und  zwar  in- 
nerhalb der  beiden  Uhrplatten  befestigt  ist.  Die  beiden  Paletten  rr  dieses 
Ankers  sind  aus  glashartem  Stahl  verfertigt,  und  bilden  kreiscylindrische 
Flächen  aus  dem  Mittelpunkt  t,  oder  dem  Drehungspunkt  der  Anker- 
welle. In  so  fem  gleicht  dieser  Anker  dem  Grahamschen,  er  unterschei- 
det sich  aber  von  diesem  dadurch,  dass  er  keine  HebeflSchen  besitzt. 
Vermöge  des  mit  der  Schnur  s  verbundenen  Gewichts  wird  nun  stets 
das  eine  Ende  des  Arms  qq  sich  an  die  eine  der  Paletten  anzulegen 
bestreben,  und  bei  jeder  Oscillation  des  Secundenpendels  der  Uhr  wird 
hierin ,  eben  so  wie  beim  Steigrad  und  dem  Grahamseben  Anker  ein 
Wechsel  eintreten,  nur  wird  hier  in  jeder  Secunde  der  Arm  qq  einen 
Bogen  oder  Winkel  von  90^  beschreiben.  In  den  Zeitmomenten,  in  welchen 
der  Arm  an  einer  der  beiden  Paletten  anliegt,  hat  der  Cylinderedie  Stel- 
lung, die  in  der  Fig.  &  angegeben  ist,  und  die  galvanische  Kette  ist  ge- 
öffnet, so  wie  aber  der  Arm  von  der  linken  Palette  abfällt,  und  sich  zur 
rechten  Palette  hinbewegt,  schliesst  sich  die  Kette  und  der  Registrir- 
apparat  giebt  das  Uhrzeichen.  So  wie  der  Arm  die  andere  Palette  er- 
reicht hat,  ist  die  Stellung  der  Fig.  4  wieder  erreicht,  und  die  Kette 
wieder  geöffnet.*)  Wenn  der  Arm  q  von  der  Palette  rechter  Hand  ab- 
fällt, so  wird  das  andere  Ende  desselben  an  die  Palette  linker  Hand  an- 
fallen ,  und  die  Kette  wieder  geschlossen  und  geöffnet  werden ,  u.  s.  f. 
Es  wird  also  der  Registrirapparat  in  jeder  Secunde  ein  Zeichen  geben, 
und  dieses  wird  mit  dem  Pendelschlage  zugleich  emtreffen.  Um  zu  ver- 
hindern, dass  der  Arm  qq  sich  zu  schnell  bewege,  wodurch  ein  allza 
kurzer  Schluss  der  Kette  entstehen  würde,  dient  der  Windfang  fffig.  1 , 
und  dieser  übt  noch  eine  zweite  Function  aus,  indem  er  bewirkt,  dass 


*)  Die  vortheilhafleste  Anordnung  ist  die ,  dass  mao  dem  Cylinder  e  eine  solche 
StelliiDg  giebt,  dass  der  bez.  Zahn  desselben  die  grade  Linie,  die  durch  die  Mittel- 
punkte von  e  und  h  geht,  eben  passirt  hat,  wenn  der  Arm  qq  auf  einer  der  beiden 
Paletten  des  Ankers  anliegt. 
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Arm  q  q  beim  AnfalleD  an  die  Palette  nicbt  zm'bct^irani .  ^ 
zweiter  Sdihof:  der  Eetie  eDtsteben  könnie .  «kmdeni  rriüc  Kesen 
Es  ist  zu  bemerken,  dass  srowobl  der  Whidfanc  ff.  wie  der  Ann 
^  9,  jeder  Itlr  sich,  genao  iquilSirin  werden  müssen 

Es  ist  die  Einrichtmur  des  Ankej^  noch  nkber  lu  besr^robetL  Per 

r  desselben .  an  welchem  ach  oben  ein  kreisf^nxn^  Tbä!  he£i^ 

1.  ist  onveränderiich  an  der  AnkerweDe  I:»efestifl .  wfchreni  ;?3r  P*- 

fUr  sidi.  nebst  dem  Arm.  woran  sie  ikefestict  ist  iznd  l>r*.  5ft:i 

II  und  V  am  einen  kleinen  Bcuren  drehLiar  ist.  Diese  Dretns^  vtrri 

wirkt  and  gdiemmt  durch  die  Ziurschranbe  x  und  die  Droc^scir»^ 

•     Vemritlelst  dieser  Einridktons  wind  der  Anker  beim  Anfstc^Jk«  de? 

.A.pparats  ein  f&r  die  Mal  so  corridrt,  dass  das  Anfallen  des  Ankern  ms 

fjlirm^ioeteo  des  Recristrirapparats  cenau  mit  dem  Peiidelsch^äace  der 

%Jlir  zusammen  ßlllL   Für  die  annäbemde  Benciiticanc  kann  man  di& 

CjiebOr  anwenden,  die  cenaue  Aosfidininc  derselben  erkennt  man  dansL 

dass  auf  dem  Plipierslreifen  jede  Secunde  deiche  Lioure  hat.    Im  die 

letzt  genannte  Bedingung  zu  erfüllen,  ist  übrigens  nicht  nur  die  ncbtüe 

Stellung  des  neuen  Ankers  in  Bezog  auf  den  Grahamseben  Anker  erfv-vr- 

derlich,  sondern  es  mnss  auch  die  Uhr  rk:-htig  ins  Echappemenl  gesie!*t 

sein,  denn  auch  von  der  Erfolinn^  dieser  Bedimrunc  faänct  die  Gleich- 

Innigkeit  der  Secundentan^-e  auf  dem  Papierstreifen  ab.   Ich  habe  ge- 

fanden,  dass  man  durch  dieses  Mittel  auch  die  letzt  genannte  Bedincnnc 

viel  genauer  herstellen  kann  wie  durch  das  Gehör,  dessen  man  sidi 

sonst  ausschliesslich  dazu  bediente. 

Die  Fig.  6  endlich  zeigt  die  Constmction  des  neuen  Ankers.  Sei 
irieder  e  der  Drehungspunkt  des  Getriebes  e.  und  /  der  Drehungspnnkt 
tkr  Ankerwelle  der  Uhr.  man  halbire  die  Linie  el  in  /,  beschreibe  von 
diesem  Punkt  aus  mit  dem  Halbmesser  je  oder  /l  den  Kreis  iaeat.  und 
ziehe  die  Senkrechte  aya  zuf  ejri-  dann  sind  die  Dnrchschnittspunkte 
a  ad  a  des  Kreises  und  der  Senkrechten  die  Berührungspunkte  des 
Aimgqq  mit  den  Paletten  rr.  Die  halbe  Lange  des  Arms  qq  ist  ^a^, 
ad  der  Halbmesser  der  Bertihnmssflachen  der  Paletten  ist  =s  al  Diese 
CoBstraction  erfüllt  die  zwei  hier  erforderlichen  Bedingungen,  nasi- 
fidi  I;  dass  der  Arm  9  9  bei  jeder  Bewegung  einen  Bogen  von  iH>'  be- 
sdiretbt,  und  2)  dass  die  beiden  an  den  Bcrtthrungspunkten  an  liea 
Kreis  ß^fi^  gezogenen  Tangenten  durch  den  Punkt  f  gehen. 

Man  erkennt  aus  dieser  Beschnjiliun;:,  daaä  der  Arm  '/»y  einro  ^'-^ 
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wissen  Druck  auf  die  Palette  des  Ankers  ausübt ,  und  folglich  in  aller 
Strenge  betrachtet  dem  Pendel  etwas  von  der  bewegenden  Kraft  i*aubt, 
aber  dieser  Druck  ist  so  geringe,  dass  daraus  gar  keine  merkliche  Wir- 
kung entsteht.  Das  Gewicht,  welches  das  Conlactwerk  treibt,  ist  bis  auf 
sehr  weniges  eben  so  schwer  wie  das  Gewicht,  welches  das  Uhrwerk 
treibt,  der  Durchmesser  der  Walze  des  Contactwerks  verhall  sich  zum 
Durchmesser  der  Walze  des  Uhrwerks  nahe  wie  2:3,  der  Arm  qq  voll- 
endet  seinen  Umlauf  in  &,  und  das  Steigrad  den  seinigen  in  60  Zeitse- 
cunden,  da  ausserdem  die  Länge  des  Arms  q  q  nahe  dem  Durchmesser 
des  Steigrades  gleich  ist,  so  folgt  hieraus,  dass  der  Druck  des  Arms  qq 
auf  die  Paletten  rr  nahe  23  Mal  kleiner  isl  wie  der  Druck  der  Zähne 
des  Steigrades  auf  die  Paletten  des  Grahamschen  Ankers,  und  dieser 
geringe  Druck  ist  gänzlich  bedeutungslos.  Wenn  er  irgend  wie  merklich 
Wtire,  so  mttsste  sich  dieses  durch  eine  Verminderung  der  Amplitude 
des  Pendels  zu  erkennen  geben ,  aber  die  angestellten  Versuche  zeigen 
in  dieser  nicht  die  mindeste  Aenderung,  es  mag  das  Contactwerk  in 
oder  ausser  Thatigkeit  sein.  Es  giebt  übrigens  ein  Mittel,  die  hemmende 
Wirkung  dieses  Drucks  strenge  Null  zu  machen ,  und  dieses  besteht  da- 
rin, dass  man  den  Paletten  des  neuen  Ankers  nicht  die  kreiscylindrische 
Form  giebt,  sondern  sie  so  ausfuhrt,  dass  der  Halbmesser  derselben  im 
Sinne  der  Bewegung  stetig  kleiner  wird.  Wenn  diese  Verminderung 
gross  ist,  so  nimmt  der  Anker  den  Gharacter  des  Ankers  der  sogenann- 
ten zurück  fallenden  Hemmung  an,  die  fast  immer  in  den  gewöhnlichen 
Pendeluhren  angebracht  wird,  und  kann  für  sich  allein  das  Pendel  in 
Bewegung  erhalten.  Der  hemmende  Druck  kann  also  durch  dieses  Mit- 
tel in  eine  die  Bewegung  des  Pendels  befördernde  Kraft  verwandelt 
werden,  und  folglich  giebt  eine  gewisse  geringe  Verminderung  der  Halb- 
messer der  Paletten,  die  die  Wirkung  des  Drucks  des  Arms  qq  auf  die- 
selben in  Bezug  auf  die  Bewegung  des  Pendels  strenge  Null  macht.  Aber 
in  Anbetracht  des  so  sehr  geringen  vorhandenen  Druckes  halte  ich  die 
Anwendung  dieses  Kunstgriffes  für  überflüssig,  und  die  Anwendung  von 
kreiscylindrischen  Paletten  für  ganz  unschädlich. 

Ich  kann  noch  erwähnen,  dass  die  Grösse  und  Anordnung  der  ein- 
zelnen Theile  die.ses  Contactwerks  so  bestimmt  wurden,  dass  es  im  Uhr- 
gehäuse, ohne  daran  etwas  zu  ändern,  Platz  fand. 
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Da  es  sehr  wttnschenswerth  war,  dass  die  Zusammenstellung  aller 

zur  Langenbestimmung  angestellleo  Beobachtungen  in  Eine  Hand  gelegt 

Würde,  80  übernahm  Herr  Dr.  Auwers  diese  Arbeit,  deren  Einzelnhei- 

t€n  in   der  nachfolgenden  Abhandlung  niedergelegt  sind.    Bevor  wir 

diese  folgen  lassen,  scheint  mir  angemessen  eine  Yergleichung  des 

neuen  Resultats  mit  dem  früher  vorhandenen  einzuschalten. 

Von  Möbius  und  d'Arrest  ist  im  Jahre  18&9  der  Längenunterschied 

zwischen  dem  Seeberge  und  der  Pleissenburg  aus  Pulversignalen,  durch 

cf  ic^    Bestimmung  des  Unterschiedes  zwischen  der  Pleissenburg  und  dem 

F^^f^crsberge  bei  Halle  im  Anschluss  an  die  Bestimmung  des  Unterschie- 

ci^^  zwischen  dem  Seeberge  und  dem  Petersberge  aus  Zach's  Brocken- 

si^xsalen  vom  Jahre  1803  zu  6°"  33^83  gefunden  worden.*)    Die  neue 

fziger  Sternwarte  liegt  nach  einer  trigonometrischen  Messung  von 

hns  4-00  östlich  von  der  Pleissenburg,  und  der  Thurm  der  neuen 

daer  Sternwarte  nach  trigonometrischen  Messungen  von  mir  4?60 

stlich  vom  Standpunkt  des  Passageninstruments  der  vormaligen  Stern- 

rte  auf  dem  Seeberge.    Die  Summe  dieser  drei  Unterschiede  ist 

6°*  42H3 ,   und  vergleicht  man  dieses  Resultat  mit  der  neuen  Be- 

Oomung,  die,  wie  man  sehen  wird, 

6"  43U85 
en  hat,  so  findet  man,  dass  es  1-06  kleiner  ist  wie  diese. 
Der  Längenunterschied  zwischen  Berlin  und  Leipzig  ist  nach  Bruhns 
und  Förster  =  4"  0^895,**)  also  nach  der  neuen  Bestimmung  Gotha 
^Oq  Berlin  westlich  10""  44^38.  Da  fUr  den  Längenunterschied  zwischen 
Berlin  und  Paris  einstweilen  das  Mittel  der  Verbindungen  über  Brüssel 
und   Greenwich    (=  44™  14"75)   und    über  Altena    und   Greenwich 
(ä  44°»  14^30),  das  ist  4 4"^  14^52  als  der  wahrscheinlichste  Werlh  an- 
zunehmen ist,  so  findet  sich  die  Länge  der  neuen  Gothaer  Sternwarte 
von  Paris  vorläufig  =  33"*  30M  4,  und  daraus  für  den  Seeberg  33"*  34^74, 
zufällig  so  gut  wie  identisch  mit  der  früheren  Annahme  nach  Wurms 
Bestimmung,  nämlich  33™  34'8  aus  1 1  Sternbedeckungen. 

Für  die  Polhöhe  der  neuen  Gothaer  Sternwarte  habe  ich  durch 
trigonometrische  Messungen  (N.  St.  =  Seeberg  +  33:'11)  den  Werth 


*)  S.  Astr.  Nachr.  B.  29.  No.  690. 

**)  S.  Bestimmung  der  LUngendifferenz  zwischen  den  Sternwarten  zu  Berlin  und 
^^Pzig  auf  telegraphischem  Wege  ausgeführt  im  April  186i  von  C.  Bruhns  und 
^•Förster.  Leipzig  1866. 

^^^1.  d.  K.  8.  GflMibch.  d.  WwMMch.    XIH.  4  6 
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von  50^  56'  38''3  gefundeo.  Eioe  clirecte  Bestimmung  derselbea  ist  von 
dem  Major  von  Pldnckner  in  den  Jahren  1 859  und  1 860  ausgeführt  wor- 
den, welcher  aus  Beobachtungen  von  a  Ursae  min.  am  Meridiankreise, 
zu  welchen  der  Horizontalpunkt  vermittelst  eines  Collimators  bestimmt 
wurde,  mit  der  Declination  des  Nautical-Almanac's  folgende  Werihe 
abgeleitet  hat: 

Lage  l  von  Objectiv  und  Ocular. 
Obere  Cuim.  50»  56'  38^22  aus  85  Einstellungen. 
Untere    „  38.59    „    67 

Lage  H  von  Objectiv  und  Ocular. 
Obere  Culm.  50<>  56'  36^52  aus  56  Ginstellungen. 
Untere    „  36.51    „105 

Alle  Beobachtungen  sind  in  derselben  Lage  des  Kreises,  und  bei  einer 
Gulmination  gewöhnlich  fünf  Einstellungen  gemacht.  Die  Mittel  für  die 
beiden  Lagen  von  Objectiv  und  Ocular,  nllmlich  50»  56'  38^40  und 
50»  56'  36-'51  unterscheiden  sich  um  den  doppelten  Betrag  der  Biegung, 
von  welcher  ihr  Mittel,  nämlich 

50»  56'  37746 
als  frei  anzusehen  ist.  Die  Theilnngsfchler  werden  bei  den  Beobach- 
tungen  am  Gothaer  Meridiankreise    bekanntlich   ebenfalls   vollständig 
eliminirt. 

Zu  der  jetzt  hier  folgenden  Abhandlung  sind  die  in  Gotha  ange- 
stellten Beobachtungen  von  Herrn  Dr.  Auwers,  die  in  Leipzig  angestell- 
ten von  Herrn  Professor  Bruhns  berechnet,  über  die  Ableitung  der  Re- 
sultate haben  die  genannten  Herren  sich  berathen,  die  Zusammenstellung 
und  die  Ableitung  der  Resultate  ist  von  Herrn  Dr.  Auwers  gemacht  und 
schliesslich  von  Herrn  Professor  Bruhns  noch  durchgesehen  worden. 


L   Znsaminenstellimg  der  beobachteten  Sterne  nnd 
Ennittelung  der  bistnunentalcorrectionen. 

Es  sind  fdr  die  correspondirend   anzustellenden  Beobachtungen 

z^vei  Gnippen  von  Zeitslernen  so  ausgewählt,  dass  in  der  einen  die  süd- 

lieben   Meridian  -  Zenithdistanzen  im  Mittel   ungefähr   der    nördlichen 

Zenilbdistanz  der  angewandten  Polarsterne  gleich  wurden,  die  Sterne 

der  andern  Gruppe  dagegen  nahe  am  Zenith  selbst  culminirten.  Die  Wahl 

der  ersten  Gruppe  war  durch  die  Erwägung  bedingt,  dass  aus  Polar- 

slembeobachtunsen  die  Elemente  zur  Reduction  auf  den  Meridian  nur 

Tür  Sterne  von  der  angegebenen  Zenithdistanz  —  im  Mittel  für  Beobach- 

toogen  in  beiden  Kreislapen  —  richtig  gefunden  werden,  wenn  die  von 

einer   Normale   auf  die  Drehungsachse   des  Instruments   beschriebene 

Car\-e   kein  srösster  Kreis  ist.  während  die  Zenithsteme  auf  Grund  der 

Ergebnisse  der  Länsenbestimmuni?  zwischen  Berlin  nnd  Leipziir  hinzu- 

genommen  wurden,  welche  zu  dem  Schlüsse  geführt  hatten,  dass  der 

Oberwierrende  Thei!  der  in   d^.-n  Läncendifferenzen  zu   befürchtenden 

Fehler  von  den  zufäHisen  Beobachtunssf^rhlem  der  Azimuthe  herrObrte. 

welche  auf  die  Reduction  der  Beobachtungen  von  Sternen  in  der  Nahe 

des  Zenitbs  einen  geringeren  Einflass  ausöben. 

Die  benatzten  Zeitsteme  sind  nebst  ihren  Gr^issen  und  ihren  ge- 
naberten  Oertem  Tür  IS6o  in  der  folgenden  Tafel  zusammengestellt. 
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Nummer. 

Stern. 

Grosse. 

Gerade  Aufsteig. 

Abweichung. 

14. 

2  Ganum  venat. 

6 

12" 

9" 

'  21» 

+  41*  24.'7 

15. 

rj  Yirginis 

3.4 

12 

13 

0 

-t-    0      5.0 

46. 

YirgiDis  (191} 

7 

12 

23 

42 

+  10   27.9 

17. 

ß  Canum  venat. 

4.5 

12 

27 

20 

+  42     5.5 

48. 

32  YirgiDis 

6 

12 

38 

48 

-•-    8    24.7 

19. 

11  Canum  venat. 

6 

12 

42 

28 

-t-  49   12.2 

20. 

9  H.  Bootis 

5.6 

14 

2 

32 

+  44   29.9 

21. 

X  Yirginis 

4.5 

14 

5 

42 

-    9   38.8 

22. 

ip  Yirginis 

5 

14 

21 

14 

-    1    37.3 

23. 

B.  A.C.  4805 

7 

14 

24 

17 

+  42  24.3 

24. 

B. A.C.  4863 

8 

14 

37 

12 

+  37   20.0 

25. 

109  Yirginis 

3.4 

14 

39 

25 

+    2   27.8 

26. 

1  Serpentis 

6 

14 

50 

38 

+    0   22.7 

27. 

40  Bootis 

5 

14 

54 

26 

+  39    48.1 

28. 

44  Bootis 

6 

14 

59 

20 

+  48    10.8 

29. 

B.  A.C. 4993 

7 

15 

2 

43 

+  25   37.6 

30. 

3  Serpentis 

6 

15 

8 

29 

-t-    5  26.5 

31. 

o  Serpentis 

2.3 

15 

37 

37 

+    6   51.2 

32. 

fi  Serpentis 

3.4 

IS 

42 

35 

—    3     0.8 

33. 

Y  Herculis 
4  Herculis 

4.5 

15 

48 

0 

+  42   49.8 

34. 

6 

15 

50 

58 

+  42   57.6 

No.  14,16  und  28  sind  Doppelsterne.  Bei  dem  ersten  wurde  m- 
dess  der  11"  entfernte  Begleiter  8°"  wegen  der  Helligkeit  der  ange- 
wandten Beleuchtung  in  der  Regel  gar  nicht  bemerkt.  Der  zweite  Stern 
besteht  aus  zwei  1''2  von  einander  entfernten  Sternen  7.8"  und  8"", 
zwischen  welchen  die  Mitte  beobachtet  wurde,  wenn  der  Stern  über- 
haupt doppelt  erschien ;  von  No.  28  endlich  wurden  beide  nur  5"  von 
einander  abstehende  und  an  Helligkeit  nicht  sehr  verschiedene  Gom- 
ponenten  (6""  und  7°" )  an  den  verschiedenen  Fäden  abwechselnd  be- 
obachtet. 

Zur  Bestimmung  des  Azimuths  der  Instrumente  wurden  zwischen 
No.  5  und  6  der  Stern  32  Hev.  Draconis  (5.6"),  nach  No.  19  a  Ursae 
minoris  und  zwischen  No.  30  und  31  642  Groombr.  (6" ),  alle  drei  in 
der  unteren  Gulmination,  beobachtet.  Die  scheinbaren  Rectascensionen 
sind  flir  a  Ursae  minoris  nach  dem  Berliner  Jahrbuch  mit  Berttcksich- 
ligung  der  von  Förster  gefundenen  Correclion  A«  =  +0' 60,  für 
die  beiden  Hulfspolarsterne  den  Bestimmungen  Förster' s  von  1864*} 
gemäss  angenommen,  aus  welchen  sich  die  mittleren  Oerter  für  1865.0 

32  Hev.  Draconis  AR.  =  22^  23"  34^851  ,        d  =  +  85«  25'  37"21 
642  Groombr.  3    22    25.512  86   12    47.63 


*)  »Bestimmung  der  LängendiflTerenz  zwischen  Berlin  und  Leipzig«  pag.  10.  H  . 
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und,  in  AR.  njit  BeillcksichtiguDg  der  von  2(L  abhäDgenden  Glieder,  fol- 
gende scheinbaren  Oerter  für  die  Zeiten  der  unteren  Culminationen  an 
den  einzelnen  Beobachtungstagen  ergeben: 

1 865  32  Hev.  Draconis  (Polstern  I.) 

April  4.       22"  23»  26595         +  85«  25'  35'.'3 

7.  27.45  34.7 

8.  27.62  34.4 

9.  27.83  34.2 
10.  28.04  34.0 
H.                    28.27  33.8 

16.  29.46  32.8 

17.  29.66  32.7 

18.  29.86  32.5 

19.  30.05  32.4 

20.  30.26  32.2 

21.  30.48  32.0 

24.  31.23  31.6 

25.  31.50  31.5 

642  Groombr.  (Polstern  II). 

April  4.         3"  22""  32^94         +  86«  12'  57'.'4 
17.  30,92  53.7 

19.  30.74  53.1 

Wesentlich  war  es  bei  der  Kleinheit  des  Polhühenunterschiedes 
zwischen  Gotha  und  Leipzig  nur,  dass  an  beiden  Orten  zur  Reduclion 
der  Beobachtungen  dieselben  Rectascensionen  der  Polarsterne  an- 
gewandt wurden,  und  es  war  daher  überflüssig,  zur  Ueberlragung 
der  Forster'schen  Positionen  auf  1865  die,  nach  beilauflger  Yergleichung 
der  eilteren  Beobachtungen  nur  unbedeutenden,  Eigenbewegungen  der 
Hulfs Polarsterne  zu  bestimmen. 

Zur  Ermittelung  des  Colliraationsfehlers  dienten  Umlegungen, 
^ivelclie  regelmässig  während  der  Durchgange  der  Hulfspolarsteme  sowie 
S^'^Sentlicb  bei  Beobachtungen  der  oberen  Gulmination  von  a  Ursae 

■ 

miQoris  in  Gotha  und  beider  Culminationen  dieses  Sternes  in  Leipzig  vor- 

geaommeD  wurden.    Das  Leipziger  Passageninstrumenl  lässt  sich  wegen 

seuieg  geringen  Gewichts  vermittelst  einer  einfachen  Hebelvorrichtung, 

uttd  zwar,  weil  alle  Nebentheile  immer  an  ihrem  Orte  verbleiben,  in 

Zeit  von  einer  Minute  leicht  und  sicher  umlegen,  so  dass  es  möglich 


246  AUWERS  UND  BRrHNS,  [98 

war,  trotz  der  Unilegung  a  Ursae  minoris  an  allen  25  (5  Gruppen  von 
je  5«  im  Aequator  etwa  3''2  von  einander  entfernten)  Fäden  and  die 
Hulfspolarsterne  in  jeder  Lage  an  12  Fäden  za  beobachten.  Bei  dem 
Gothaer  Meridiankreis  blieb  dagegen,  obwohl  der  zur  Bestimmung  der 
Ueclinationen  dienende  Apparat  von  dem  Instrumente  entfernt  war,  das 
Umlegen  eine  beschwerliche,  durchschnittlich  10  Minuten  erfordernde 
und  bei  Abend  in  dieser  Zeit  kaum  ohne  schädliche  ErschUtterungen^der 
Zapfenlager  ausfilhrbare  Operation.  Damit  die  Durchgänge  der  Hulfs- 
polarsterne überhaupt  in  beiden  Lagen  beobachtet  werden  konnten, 
mussten  die  9  Fäden,  welche  das  Instrument  hatte,  und  welche  zur  ge- 
nauesten Beobachtung  der  Durchgänge  der  Zeitsterne  jedenfalls  voll- 
kommen ausreichten,  um  zwei  weiter  vom  Miltelfaden  entfernte  Gruppen 
von  je  5  Fäden  vermehrt  werden ;  ausserdem  wurden  zu  jeder  der  drei 
alten  Gruppen  noch  zwei  weitere  Fäden  hinzugefügt,  so  dass  das  Instru- 
ment, wie  das  Leipziger,  ein  Netz  von  5  Gruppen  von  je  5,  3  ?0  von 
einander  entfernten,  Fäden  erhielt.  Die  Genauigkeit  der  Beobachtungen 
der  einzelnen  Antritte  scheint  unter  dieser  grossen  Zahl  etwas  gelitten 
zu  haben,  und  für  die  Polarsterne  noch  mehr  unter  dem  Umstände,  dass 
die  neu  hinzugefügten  Fäden  zu  dick  waren. 

Zur  Bestimmung  der  Neigung,  welche  an  jedem  Abend  nach  ge- 
eigneten Zwischenzeiten  mehrfach  —  bis  acht  Mal  —  ausgeführt  ist, 
war  in  Gotha  auf  dem  in  gewöhnlicher  Weise  eingerichteten  (anzu- 
hängenden) Erterschen  Niveauträger  an  Stelle  des  zum  Meridiankreis 
gehörigen  Spiritusniveaus ,  damit  die  Nivellements  in  kürzerer  Zeit  ge- 
machtwerden könnten,  ein  Repsold'schesAetherniveau  befestigt,  welches 
für  gewöhnlich  zum  Nivellement  eines  Gollimators  für  den  Meridiankreis 
dient.  Bei  der  Untersuchung  desselben,  welche  erst  nach  Beendigung 
der  Beobachtungen  für  die  Längenbestimmung  vorgenommen  werden 
konnte,  zeigte  sich  eine  Verschiedenheit  der  Theilwerthe  an  verschiede- 
nen Stellen  der  Röhre;  innerhalb  der  Grenzen  jedoch,  zwischen  welchen 
sich  die  Blasen -Enden  bei  den  Beobachtungen  bewegt  hatten,  —  bis 
zu  Entfernungen  von  60  —  65  Theilen  vom  Mittelpunct  —  Hessen  sich 
zahlreiche  im  Mai  1865  bestimmte  Werthe  der  Theile  durch  die  Formel 
r  =  0''939  +  0''000081 7 nn  darstellen,  wo  n  den  Abstand  des  be- 
treffenden Theils  vom  Mittelpunct  —  durch  die  Scale  selbst  gemessen  — 
bezeichnet.  Da  der  Collimationsfehler  des  Niveaus  immer  nahe  =  0 
gewesen  ist,  so  konnten  die  in  Theilen  desselben  gefundenen  Neigungen 
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eiofäc'^  mit  Hliire  einer  aus  der  angegebenen  Formel  berechneten  Tafel 
gj^it    dem  doppelten  Argument  »Neigung  und  Blasenlänge«  in  Winkel- 
werthe  verwandelt  werden.  Die  Blasenlangen  ändern  sich  mit  der  Tem- 
peratur sehr  stark  und  variirten  in  Folge  dessen  bei  der  Langenbestim- 
iDUOS  zwischen  65  und  110  Theilen  (entsprechend   den  Ständen  des 
innem  Thermometers  20? 9  und  4?0  C),  während  die  Untersuchungen, 
auf  welchen  die  Formel  beruht,  nur  bei  sehr  hohen  Temperaturen  (zwi- 
schen 16  und  25^)  angestellt  werden  konnten;  erst  nach  Abscbluss  aller 
Reductionen  fand  sich  im  November  Gelegenheit  zu  einer  Bestimmung  des 
Theiiwerthes  bei  4^C.,  welche  indess  keine  zu  verbürgende  Abweichung 
von  der  Formel  gab. 

Das  Leipziger  Niveau  von  Pistor  und  Martins  wird  auf  die  Zapfen 

ober  den  Stellen  aufgesetzt,  in  welchen  dieselben  die  Lager  berühren; 

Der  Werth  eines  Theils  der  Scale  ist  früher  im  Sommer*=  1^60±0''03 

und  iio  Winter  :=  1''65±0«'02  gefunden;  zur  Verwandlung  der  kleinen 

hier  vorkommenden  Neigungen  ist  1^  =  Ofll  gesetzt. 

Die  beobachteten  Neigungen  selbst  (Erhebungen  des  West- Endes 
SS  i  und  die  daraus  abgeleiteten  Werthe)  sind  in  Gotha  folgende  gewesen. 
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.-  an  Zeit. 
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1-11.8189.0-0,878 

—0.872 

—0.872 

H. 

1.8 

0.  |-ia.99l87.7 -0.955 

-0.680 

—  0.680 

7.6 

Das  ostliche  Ls{;er  17M  erniedrigt. 

9.6 

+  8.18:90.8 

+0.1601+0.435 

14.4 

W.  '+  7.11 198.8 

+  0.530+0.530  1 

44.8 

+  6.71  94.9 

+0.501 

+0.501+0.474 

48.6 

0. 

+  9.4694.6 

+0.184 

+0.45»! 

43.6 

+  8.94:95.51  +  0.168 

+0.443,' 

4.0 

1+  8.80|87.0!+0.804 

+0.47a   +0,479 

(3. 

40.S 

W.  ,+  5.8683.1 

+0.380:+0.380, 

44.3 

:+  5.31,84.5 

+0.383;+0.38;-i!  +0.360 

44.8 

+  i. 37184.3 

+0.316;+0.3I6! 

19.3 

0. 

-48.06184.3 

-0.8761-0.6011      ,  ,„„ 

4  3.3 

-49.94  84.51—0.890 

-0.615|~"""" 

4.i 

—40.99  77.3—0.777 

—0.502k 

U. 

1.8 

-40.46175.7-0.748 

—  0.443       „  ,„., 

8.0 

w. 

-  7.06  74.8 -0.509|-0.508  ("■"•"" 

8.8 

0. 

-40. 60t74.8 -0.7471-0.479  1 

*B. 

Das  Östliche  l.ager  ernieiiri);!. 

9.7 

-t-  1.67  80.7 +0.119|+Ö.39i   +0.394 

83  .S 

1+  1.l083.3,+0.086l+0.36l'l     „  „, 
1+  4. 30:79.51+0.0931+0.368 1*"-""" 

0.7 

Ad  Jas  Fernrohr  (Festessen. 

<6. 

4.8 

1+  4. 6.5176. 4|+0. 330 +0.605   +0.605 

7.3 

j+   4.05  75.41+0.884+0.559   +0.559 

9..t 

+  8.56 

8l.n|+ö.18ö+0i60 

+0.460 

10.7 

W.  +  9.55 

82.3+0.183+0.183 

1  +  0.183 

4  4.7 

1+  9.54 

81.3+0.183+0.183 

13.8 

:+  0.98 

86.2 +0.07ll+0  071 

+0.071 

4.7 

+  8.68 

74,i +0.181+0-18* 

+  0.18i 

47. 

7.7 

+  1..50 

7r..1|+0.10ü+0.10ä 

+0.105 

9.5 

+  0.90 

80.7|+0.06i+0.06i'| 

40.6 

0. 

—  8.98 

80.2 -0.1631+0. 112,  +0.064 

4  4.!) 

—  3.6580.4 

— 0.260|+0.0I5|| 

4  8.8 

W. 

+  1.69  80.1 

+0.1211+0.121  1 

44.8 
41.8 

0. 

+  0.59  84.4 
-  3.57183.1 

+0,013 +0.04.'i,l      .  ,,„       «,„,00,, 
-O.258i+0.0l7ir''-^^^~^-''**^''- 

12^3 

13.9 

—  4. 6787. 0 

-0.340 

-O.OG.ijl 

O.i 

-  4.7975.8 

—0.333 

isdi-o«- 

48. 

a.s 

—  4.9073.7 

-0.350 

Ö.4 

—  3.75  79.5 

-0.262 

+O.ÖI.'i   +0.013 

7.3 

—  9.60  65.0 

— 0.1781+0. 097|  +0.097 

9.6 

-  3.70:73,0 

-0.2.181+0. 0I7|1 

+0.026 +0.026  (■^"■''" 

40.6 

w. 

+  0..37'74.3 

88.3 

+  0.09180.0 +0,004l+0-00l|| 

0.5 

+  0.37l74.a|+0.096,+0.096l      „  ... 
-  4.40170.0-0.984-0.009   -«■™- 

4.7 

0. 

4.8 

-  4.60  69.8|-O.348l-O.O43| 

49. 

4.6 

—  4.09 

66.0 

-0.280 

-0.005 

-0.00b 
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1865. 


Stit. 


I 


Kreis.!  Beob.  t. 


L. 


t  in  Zeit. 


beob. 


für  Kr.  W. 


April  4  9. 


:o. 


23. 


S4. 


9^5 

10.6 

H.5 

12.3 

U.2 

U.8 

15.9 

22.9 

0.4 

1.7 

7.7 

9.6 

10.7 

^1.6 

12.3 

13.5 

0.6 

1.7 

7.7 

9.7 

10.7 

11.6 

12.3 

14.0 

0.5 

0.8 

1.7 

9.6 

10.6 

11.8 

12.6 

13.9 

0.5 

1.7 

25.  10.6 

i  1.9 

27.  10.6 

1.0 


0. 
W. 

0. 

W. 
0. 


W. 


0. 


w. 


0. 


—  6?05  74?0 

—  2.01  74.3 

—  2.32  74.7 

—  1.52  75.2 

—  2.78  78.7 

—  3.67  79.0 
-10.1280.9 

—  9.90  75.6 
—11.22  74.6 

—  7.15  70.7 

—  6.60  68.9 

—  7.84  75.0 

—  10.95  75.8 
—11.75  76.0 

—  7.32  76.5 

—  7.50  78.5 
— 11.47172.9 


—  14.37  70.1 

—  11.6270.6 

—  13.29  77.9 
W.    —  9.50  78.81 

—  10.26  81.3 
0.    —15.9879.8 

—  15.88  83.2 
Das  östliche  Ende 

-1-19.22:72.0 
W.  +23.39  68.7 
+22.84  70.4 
0.  +19.02  72.5 
i+1 8.85  74.5 
W.  +22.00|77.0 
1+21  2879.5 
+22.56.70.9 
0.  +19.42  68.7 
f-1 7.50  70.8 
f-18.23i71.5 
♦-15.8277.0 
1-16.6077.0 


— 0!149 
-0.142 
-0.163 
+0.-168 
+0.077 
—0.261 

—  0.449 
—0.422 
-0.515 
-0.497 
—0.457 
—0.552 
—0.500 
-0.557 
-0.518 
—0.534 
—0.804 
—0.726 

—  0.535 
-0.673 


Angen.  für  Kr.  W. 


/ 


I 


-0!424 
-0.142 
—0.163 
-0.107 
-0.198 
-0.261 
-0.724 
—0.697 
-0.790 
-0.497 
—0.457 
—0.552 
-0.775 
—0.832 
-0.518 
—0.534 
—0.804 
-1.001 
—  0.810 
-0.948 

—0.6771—0.677 
-0.738;— 0.738J 
— 1.148'-0.873 
-r^5<|.«0.876 
41 P  erniedrigt. 
+1.354'+1.629 
+  1.640+^.640 
+  1.6061  +  1.606 
+  1.341, +1.616 
+  1.337+1.612 
+  1.576!+1.576 
+  1.:)34!  +  1.534 
1.589+1. 589  \ 


-0H51 

1+0.122 

—0.261 
-0.449 
—0.422 


-0.506 
-0.457 

—0.532 


1-0.765 


^-0.729  — 0?0574(^-'11^0) 


+1.356 
+  1.226 
+  1.280 
+  1.127 


1.631 
1.501 
1.555 
1.402 


1.183+1.458 


I 


1.634 

1.602 

1.534 

1.610 

1.501 
1.555 
1.402 
1.458 


Jedes  dieser  1 09  NivellemeDts  beruht  auf  je  zwei  Anhängungen 
^^    Niveaus  in  den  beiden  entgegengesetzten  Horizontalsteliungen  des 
^^Orohrs;  nur  April  4,  1 1^8,  wurde  aus  Versehen  zwei  Mal  bei  Obj. 
•    viivellirt  und  die  gefundene  Neigung  um  —  0?94  corrigirt,  da  aus 
^"^n  Nivellements  eine  —  bis  auf  etwa  0^03  sichere  —  Differenz  von 
^•^8  zwischen  den  scheinbaren  Neigungen  bei  Obj.  S.  und  Obj.  N.  her- 
^^^gieng  (i  N  kleiner  als  i  S  bis  April  11  ,  und  nachher,  nach  der  Ver- 
tuschung von  Objectiv  und  Ocular,  ebensoviel  grösser). 
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Die  beobachteten  i  zeigen  eine  ungewöhnlich  starke  Yerttnäerlicli- 
keit  der  Neigung  des  Instruments.  Um  den  Gang  derselben  besser  an- 
schaulich zu  machen,  sind  in  der  Columne  »i  in  Zeit  für  Kr.  West«  die 
Zahlen  der  vorhergehenden  Columne  (beobachtete  scheinbare  Neigung 
in  Zeilsecunden)  alle  auf  die  Lage  des  Instruments  iKr.  West«  reducirt 
angegeben,  indem  zu  den  bei  Kr.  0.  gefundenen  Werthen  von  i,  +  0?275 
addirt  ist.  Diese  Differenz  ergibt  sich  nämlich  für  i  (W  —  0)  aus  27 
zur  Bestimmung  derselben  geeigneten  ümlegungen  zwischen  April  4 
und  24  und  weicht  nur  um  eine  nicht  zu  verbürgende  Quantität 
von  dem  Resultate  (+  0-266)  von  1 7  vor  39  Jahren  vorgenommeneD 
Umlegungen  ab. 

Es  ist  nun  aus  dem  obigen  Tableau  zunächst  ersichtUch,  dass 
während  der  ganzen  Beobachtungszeit  eine  rasch  fortschreitende  rela- 
tive Erhebung  des  östlichen  Endes  stattgefunden  hat,  deren  ostensibler 
Grund  das  Eindringen  der  am  Anfang  des  April  ungewöhnlich  stark 
(vom  Morgen  des  21 .  März  bis  zum  Mittag  des  1 0.  April  von  der  Tem- 
peratur —  20®  C.  bis  +  20«  C.)  zunehmenden  Wärme  in  das  Funda- 
ment des  Instruments  ist:  Der  besondere  Umstand,  dass  die  äussere 
Luft  (ausser  April  11  — 19)  durch  ein  zu  spät  beachtetes  Fenster  in  der 
Nähe  des  östlichen  Pfeilers  des  Meridiankreises  Zutritt  zu  diesem,  aus 
einem  bis  in  das  erste  Stockwerk,  in  welchem  der  Kreis  aufgestellt  ist, 
hinaufreichenden  Gewölbe  bestehenden ,  Fundament  hatte ,  ist  Veran- 
lassung einer  neben  der  fortschreitenden  Aenderung  in  der  Neigung  er- 
sichtlichen täglichen  periodischen  geworden,  deren  Amplitude  an  hei- 
teren Tagen  etwa  1 '/  5  in  Bogen  betragen  hat.  Ausserdem  aber  sind 
endlich  noch  unregelmässige  Aenderungen  der  Neigung  vorgekommen, 
welche  grösstentheils  durch  Erschütterungen  der  Lager  beim  Umlegen 
verursacht  sein  werden ,  obwohl  sich  gerade  an  den  Stellen ,  wo  die 
stärksten  Sprünge  vorkommen,  (April  10.  12^6,  April  13.  12^3,  April 
1 9. 1 2^3  und  1 4^8,  April  21.1 2^3)  im  Beobachtungsjournal  keine  solche 
notirt  finden. 

Das  häufige  Vorkommen  dieser  Sprünge  hat  es  unmöglich  gemacht, 
das  Gesetz  der  fortschreitenden  und  periodischen  Aenderungen  der 
Neigung  genauer  zu  ermitteln  und  mit  Anwendung  desselben  die  ver- 
schiedenen Nivellements  der  einzelnen  Beobachtungstage  zu  einem  fklr 
die  Reduction  anzunehmenden  Gesammtresultat  zu  combiniren.  Es  blieb 
vielmehr  nichts  übrig,  als  für  jede  Gruppe  von  Beobachtuagen  die 
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Neigung  so  anzunehmen ,  wie  das  nächstliegende  Nivellement  dieselbe 

Eingegeben  hatte,  oder  auch ,  so  lange  keine  zu  verbürgende  Aenderung 

erschien,  ein  gemeinschaftliches  Mittel  für  mehrere  Gruppen;  an  drei 

Stellen  endlich,  wo  eine  Reihe  aufeinander  folgender  Nivellements  eine 

föhr  nahe  der  Zeit  proportionale  Aenderung  zeigt,  ist  diese  Form  der 

Ausgleichung  derselben  gewählt.    Die  Genauigkeit  der  Reductionen  auf 

den  Meridian  wird  übrigens  durch  die  nothwendige  Trennung  der  Ni- 

Vollements  in  viele  verschiedene  Gruppen  nicht  wesentlich  beeinträch- 

li^t  worden  sein,  da  Dank  der  Constanz  des  Niveaus  die  einzelnen  Ni- 

v^I Jemen ts  eine  grosse  Sicherheit  besitzen.    Der  mittlere  Fehler  eines 

einzelnen  findet  sich  nämlich  aus  den  Abweichungen  der  für  i  (Obj.  N.) 

»   (Obj.  S.)  gefundenen  Werthe  von  ihrem  Mittel  für  A  ±  0?015,  flir 

^     zSz  0*038   (auf  einem  anderen  Wege  ergibt  sich  für  letztere   Zahl 
abei-  der  durchschnittlich  wohl  richtigere  Werth  ±  0?028),  abgesehen 
von     dem  in  der  Verwandlung  der  Scalentheile  in  Winkelwerthe  zu  be- 
ft*i'<3fclenden  mittleren  Fehler,   welcher  allerdings  für  die  git)ssen  vor- 
gekommenen Neigungen  nicht  ganz  unmerklich  sein  mag;   am  letzten 
B^obachtungstage  ist  dem  Instrumente  aber,  da  bis  dahin  negative  Nei- 
gimgen  vorgeherrscht  hatten,  eine  so  starke  positive  Neigung  gegeben 
worden,  dass  das  Mittel  aller  an  den  Beobachtungslagen  vorgekomme- 
nen Neigungen  nahe  =  0  und  das  Resultat  für  die  Längendifferenz  dem- 
Ä^oh  von  dem  Einflüsse  eines  etwaigen  Fehlers  des  angewandten  Scalen- 
^'enihes  frei  geworden  ist. 

Die  zur  Reduction  angenommenen  Werthe  der  scheinbaren  Neigung 
^^    Kr.  W.  sind  in  der  letzten  Columne  des  obigen  Tableaus  zusammen- 
goß^ teilt.  Die  scheinbaren  Neigungen  für  Kr.  0.  erhält  man  daraus  durch 
^Jti^lraction  von  0^275.4.    Diese  Differenz  ist  aber  nicht  die  reine  Wir- 
kai^g  der  Ungleichheit  der  Zapfendurchmesser,  sondern  aus  dieser  und 
deoQ  Hinfluss  der  Mehrbelastung  des  einen  Pfeilers  durch  den  Kreis  und 
dÄs  zu  demselben  gehörige  Gegengewicht  zusammengesetzt.    Zur  Er- 
üÄXtelung  des  Antheils  der  lelzteren  wurden  einige  Experimente  —  theils 
T^^vellements,   theils    Polarslernbeobachtungen    bei   verschiedenen   Be- 
V^siongen  eines  Pfeilers  mit  Gewichten  von  4  bis  19  Kilogramm —  ange- 
stellt, welche  eine  nahezu  der  Mehrbelastung  proportionale  Aenderung 
der  Neigung  anzeigten.    Für  die  Umsetzung  einer  Mehrbelastung  von 
5 . 3  Kilogramm ,  welcher  der  Kreispfeiler  während  der  Längenbeslim- 
oiung  unterworfen   gewesen    ist,  folgte   daraus  eine  Aenderung  von 


252 


AOWBKS  UND  BhGUMS, 


[« 


0?I79  (bei  t  =  15«^  und  L  =  70^)  =  O'JOIS.i;  die  Ungleichheit  dei 
Zapfen  würde  demnach  allein  eine  Differenz  in  den  scheinbaren  Nei- 
gungen von  W.  —  0.  =  +  0»289  hervorgebracht  haben,  und  die 
wahre  Neigung  wird  damit,  indem  die  Zapfenlager  Winkel  von  72^ 
die  Niveauarme  solche  von  90^  haben,  =:  der  scheinbaren  +  0'06( 

mr  Kr.  J:j. 

Die  demnach  zur  Reduction  der  Gothaer  Beobachtungen  angewand- 
ten Werthe  der  wahren  Neigung  sind  folgende. 


April. 

Neigung  für 

Kr.  Ost. 

Kr.  West. 

April. 

Neigung  für 

Kr.  Ost. 

Kr.We 

4. 

o  Urs. min.  O.G.  — 0?093 

4  7. 

4  2^2  --  4  2^7 

+0!0 

Abends 

-0.245 

—OH  02 

a  Urs.  min.  U.  G. 

— 

+0.0 

7. 

a  Urs.  min.  O.G. 

— 

-0.290 

Reg.-St.  II. 

— 0»203 

—0.0 

Abends 

— — 

—0.448 

Pol.  n. 

—0.232 

-^ 

8. 

a  Urs.  min.  O.G. 

—0.383 

^5h6_<5^9 

—0.244 

..— . 

9^8  —  4  0^2 

—0.446 

48. 

7^5 

-0.H2 

Pol.  I. 

-0.572 

-0.423 

Abends 

— 0.<87 

—0.0 

40^7  —  4  4^0 

-0.584 

— 

a  Urs. min.  O.G. 

-0.215 

—0.0 

Reg.-Steme 

-0.606 

-0.479 

49. 

9^8      4  2^0 

—0.360 

-0.2 

V 

o  Urs.  min.  U.  G. 

-0.498 

42.2-44.5 

-0.087 



rj  Urs.  maj. 

«— 

-0.544 

% 

44.5  —  45.3 

— 

—0.3 

8/9. 

a  Urs. min.  O.G. 

—0.604 

-0.464 

45.4  —  45.9 

-0.658 

— 

9. 

Abends 

-0.664 

-0.524 

a  Urs.  min.  0.  G. 

—0.715 

—0.5 

a  Urs.  min.  0.  G. 



-0.505 

20. 

7^5 

—0.5 

40. 

9^8  —  42^0 

-0.7<2 

-0.569 

Abends 

-0.741 

—0.5 

^2.<_^3.7 



-0.877 

a  Urs.  min.  0.  G. 

-0.974 

—0.8 

a  Urs. min.  O.G. 

-0.889 

—0.938 

24. 

Ttb 

-0.737 

—.- 

H. 

Abends 

+0.252 

+0.395*) 

Auge-  u.  Ohr-St. 

-0.881 

—0.7 

a  Urs.  min.  0.  G. 

+0.270 

Pol.  I. 

—0.895 

-0.7 

13. 

Abends 

—0.847 

+0.294 

Reg.-Sterne 

—1.018 

—0.8 

a  Urs.  min.  O.G. 

-0.689 

— . 

o  Urs.  min.  U.  G. 

-1.070 

— 

U. 

Abends 

-0.75: 

— 

rj  Urs.  maj. 

—1.092 



45. 

a  Urs.  min.  O.G. 

+0.396 

— 

23. 

a  Urs.  min.  0.  G. 

+1.425 

+1.5 

46. 

7^5 

+0.350 

— 

24. 

Ab.  bis  42^8 

+1.393 

+1.5 

Ab.  bis  42^0 

+0.254 

+0.447 

aUrs.m.u.oVirg. 

— 

+1.4 

a  Urs.  min.  ü.  G. 

+0.005 

a  Urs.  min.  O.G. 

+1.401 

+1.5 

o  Urs.  min.  O.G. 

— 

+  0.448 

25. 

Abends 

+1.292 

— 

47. 

7^5 

+0.039 

27. 

Abends 

+1.193 

-— 

9^  —  4  2^0 

—0.445 

—0.002 

a  Urs. min.  O.G. 

+1.249 

— 

*)  Die  für  diesen  Abend  angenommenen  Neigungen  entsprechen  der  scheinbarer 
+  0!46l  für  Kr.  W.,  welcher  Werth  an  Steile  des  oben  gegebenen  Mittels  +  0U7^ 
zunächst  aus  Versehen  angewandt,  aber  absichtlich  nicht  verbessert  wurde  ^  weil  dat 
April  H .  H^l ,  ausgeführte  Nivellement,  welches  die  grösste  Neigung  für  diesen  Abenc 
gegeben  hatte,  weniger  sicher  schien. 
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Mit  diesen  Neigungen  geben  die  Umlegungen  folgende  Werthe  an, 
ans  d^nen  der  Collimationsfehier  c  abzuleiten  ist : 


Secunde  der  Durchgangs- 
zeit durch  den  Miltelfaden. 


Correct. 
für  t. 


W.-O. 
+  2c  sec.  d. 


Gew.  c. 


i. 


8. 


9. 
40. 


44. 


Pol.  I.  U.  C. 


Pol.  II.  ü.  C. 
Pol.  I.  U.  C. 
a  Urs.  min. 
Pol.  I.  ü.  C. 
Pol.  I.  ü.  C. 
a  Urs.  min. 
Pol.  I.  U.  C. 


Kr.  0. 
W. 
0. 
W. 
W. 
0. 
W. 
0. 
0. 
W. 
W. 
0. 
W. 
0. 
0. 

w. 


2i»85 
34.00 
29.64 
39.53 
33.70 
23.83 
35.93 
68.89 
23.92 
32.84 
33.27 
23.01 
46.98 
73.87 
36.00 
45.67 


5  F. 
40 

6 

6 

7 

9 

40 
44 

7 

9 

5 

5 
40 
40 

5 

8 


>) 
)> 

n 

)> 
n 


1 


-h  2?22 
+  0.93 
+  2.72\ 
-I-  4.43i 
-h  3.84\ 
-I-  5.44/ 
— 44.84\ 
-49.44J 
-h  6.02\ 
-h  4.77/ 
-h  ö.46\ 
+  6.461 
— 30.49\ 
-28.62) 

—  2.291 

-  3.58/ 


7?86 


8.30 


8.60 


-28.36 
-h  7.67 


8.96 


-28.46 


8.38 


4  3.33 


42.00 
45.75 


20.95 


4  5.75 


40.00 


20.00 


42.34 


Ana  13.  April  wurden  Ocular  und  Objectiv  vertauscht,  der  Colli- 
0iationsfebler  demnach  ein  anderer.  Die  weiteren  Werthe  sind: 


April. 

Stern. 

Secunde  der  Durct 
zeit  durch  denMitt( 

igaDgs- 
elfaden. 

8  F. 
*> 

ü   ,, 

Correct. 
für  1. 

W.— 0. 

=  4: 2c  sec.  d. 

Gew.  c. 

47. 

Pol.  I.  U.  C. 

Kr.  W. 
0. 

8!43 
3.88 

4-  0?02l 
+   4.34J 

+  2?96 

42.31 

48. 

Pol.  I.  U.  C. 

0. 
W. 

4.98 
6.26 

8  ,, 

+    1.691 
+  0.40i 

+  2.99 

10.67 

a  Urs.  min. 

W. 
0. 

34.98 
48.53 

43  ,, 
40  „ 

-  2.321 

-  6.92J 

-14.95 

22.64 

49. 

Pol.  I.  ü.  C. 

0. 
W. 

4.52 
8.39 

8   ;» 

3  ,, 

-h  3.261 
-h  1.96i 

+  2.57 

8.73 

Pol.  11.  ü.  C. 

W. 
0. 

44.34 
43.23 

40  „ 

-h  3.63\ 
+  7.301 

-  2.59 

43.33 

a  Urs.  min. 

0. 
W. 

42.62 

27.72 

43  ,, 
40  „ 

-23.011 
-18.44/ 

-  9.30 

22.64 

80. 

Pol.  I.  ü.  C. 

W. 
0. 

45.07 
9.43 

5  ,, 
8  ,, 

-+-  5.42\ 
+  6.72/ 

+  4.34 

42.34 

a  Urs.  min. 

W. 

0. 

31.98 
48.66 

42  ., 

9  ,, 

-26.751 
—31.35/ 

-42.08 

20.57 

24. 

Pol.  1.  U.  C. 

0. 

w. 

10.03 
43.92 

7     7, 

+  7.99\ 
-h  7.121 

+  3.02 

4  4.67 

23. 

0  Urs.  min. 

0. 

w. 

20.35 
6.64 

8  ,, 
40  „ 

+  45.871 
+50.47/ 

-  9.11 

47.78 

24. 

Pol.  I.  U.  C. 

w. 

0. 

34.14 

28.89 

40  ,, 

—  13.931 
-12.64/ 

+  3.93 

43.33 

a  Urs.  min. 

1 

vv. 

0. 

6.19 
23.67 

8  n 
43  ., 

+49.691 
+  45.09/ 

-12.88 

49.84 
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Als  Gewichtseinheit  ist  für  die  Zahlen  der  letzten  Columne  das 
Gewicht  eines  Fadenantritts  des  belreflenden  Sterns  angenommen.  Es 
haben  sich  aber  für  die  mit  cos  d  multiplicirlen  mittleren  Fehler  eines 
Antritts  der  Polsterne  am  Golhaer  Instrument  folgende Werthe  ergeben: 
für  P.  I.  A  =  ±  0!0453  ;  p  =  1.22  B  =  ±  0?0661  ;  p  =s  0.57 
P.  II.  0.0538  0.86  0.0924  0.29 

«U.m.  0.0397  1.59  0.0403  1.54 

Die  vorhin  angegebenen  Gewichte  sind  hiernach  mit  den  Zahlen  p  zu 
maltipliciren,  wenn  man  fUr  die  Gewichtseinheit  einen  mittlem  Fehler 
±  0*05  annehmen  will,  und  man  erhält : 

April  4.  I.      c  =  —  0^314     G  =  16.3      G'  —  4.8 
II.  —  0.274  10.3  4.1 

8.  I.  —  0.343  19.2  5.1 
a  Urs.        —  0.349              33.3  5.7 

9.  I.  —  0.306  19.2  5.1 

10.  I.  —  0.357  12.2  4.3 
«Urs.        —0.350              31.8                  5.6 

11.  I. —  0.334 15^0 4^ 

April  17.  I.     c  =  —  0.118     G=     7.0      G'  =  3  5 

18.  I.  —  0.119  6.1  3.2 
«Urs.  —0.147  34.8  5.7 

19.  I.  —  0.103  5.0  2.9 
(II.  +  0.085  3.9  — ) 
«Urs.  —0.114  34.8  5.7 

20.  I.  —  0.173  7.0  3.5 
„Urs.  —0.149  31.7  5.6 

21.  I.  —  0.120  0.7  3.4 

23.  «Urs.       —  0.111  28.3  5.6 

24,  I.  —  0.157  16.2  4.8 
«  Urs.        —  0.1 58              31 .5                 5.7 

Das  Zeichen  von  c  gilt  für  Kr.  Ost.  Die  nach  den  Gewichten  G 
genommenen  Mittel  sind  —  0-336  und  —  0-136;  die  Abweichungen 
von  denselben  geben  aber  durch  ihre  Grösse  zu  erkennen ,  dass  neben 
den  Beobachtungsfehlem  der  Antritte  noch  eine  andere  Fehlerquelle, 
und  zwar  in  stärkerem  Grade  als  jene,  auf  die  Bestimmungen  von  c  ein- 
gewirkt hat;  wahrscheinlich  sind  beim  Umlegen  jedes  Mal  kleine  Ver- 
stellungen der  Lager  vorgekommen.   Als  mittlerer  hiervon  herrührender 
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Fehler  eines  c  &adet   sich  ±  0-019  und  damit  das  Gewicht  =  6' 

=5  0.0502 :  (0.0192  -h  ^-:^)  ,  und  die  wahrscheinlichsten  Mitte!  fttr  c 

werden : 

bis  April  11  :  —  0^330      mitll.  Fehler  ±  0!008 

von  April  13  an:  —  0.135         „         ,,       ±0.007 
Dabei  ist  aus  der  zweiten  Gruppe  das  ganzlich  abweichende  Re- 
sultat der  Beobachtung  von  Polstern  II  am  19.  April  ausgeschlossen. 
Da  die  Beobachtung  selbst  nach  der  Uebereinstimmung  der  in  den  bei- 
den Eidgen  erhaltenen  5  resp.  1 0  Fäden  durchaus  sicher  ist»  muss  ange- 
nommen werden ,  dass  durch  die  Umlegung  eine  beträchtliche  Verttnde- 
rong  des  Azimuths  veranlasst  ist ,  was  um  so  wahrscheinlicher  ist ,  als 
zugleich  nach  der  Umlegung  in  den  Nivellements  ein  Sprung  von  fast 
df*ei  Theilen  erscheint. 

Bei  der  Reduction  sind  statt  der  obigen  Mittel  die  Werthe 
o  ^Ä  —  0'329  und  — 0M31  angewandt,  welche  anfangs  nach  einer  vor- 
ittufigen  Rechnung  gefunden  waren. 

Die  zur  Ableitung  der  Azimuthe  aus  den  Polarstern-Beobachtungen 
nothwendigen  Uhrcorrectionen  sind  aus  allen  während  der  Längenbe- 
stimmung gemachten  Beobachtungen  der  Fundamentalsterne  (der  Tabu- 
lae  Hed.)  und  der  unter  den  Längensternen  ausserdem  vorkommenden 
Sief  ne  des  Nautical  Ahnanac- Katalogs  tt,  l  und  x  Leonis  und  rj  Virginis 
duroh  wiederholte  Annäherung  berechnet.  Für  die  eben  genannten  vier 
Sterne  sind  die  um  0^021   vergrösserten  Rectascensionen  des  Green- 
^ictier  Seven-Year-Catalogue  angewandt,  indem  zu  den  Oertem  des 
Nautical  Almanac  folgende  Correctionen  hinzugefügt  wurden : 

n  Leonis     +  0!023 
l  Leonis     +  0.047 
X  Leonis     +  0.009 
t]  Virginis   +  0.066 
!Ait  Bertlcksichligung  dieser  Correctionen   finden  sich  folgende  Unter- 
schiede zwischen  den  Uhrcorrectionen  aus  Registrirbeobachtungen  und 
d^^n  Uhrcorrectionen  nach  Auge-  und  Ohr-Beobachtungen: 

für  A.  April  4.  AU{R)  —  AU  {A.O)  =  —  0?35 

8.  —  0.43 

10.  —0.41 

11.  —0.45 
24.  —  0.45 
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für  B.  April  16.  ^U{R)  —  ^U{A.O)=i  ~  0!25 

19.  —  0.31 

20.  —  0.25 

21.  —0.51 

im  Mittel  —  0^42  für  A.  und  —  0-33  Hlr  B.  Diese  Differenzea  mussten 
hier  aufgeführt  werden,  weil  sie,  wie  sich  später  zeigen  wird,  für  die 
Beurtheilung  einer  Gruppe  von  Beobachtungen  von  Wichtigkeit  ge- 
worden sind.  —  Mit  Benutzung  derselben  ergaben  sich  die  zur  Be- 
rechnung der  Azimuthe  anzunehmenden  Uhrcorrectionen  (für  Beobach- 
tungen nach  dem  Gehör)  und  die  täglichen  Uhrgänge,  wie  folgt: 


April. 

Uhrzt. 

Corr. 

Gang. 

4. 

7. 

41^9 
9.9 

-  7!54 

-  8.29 

—  0!26 

—  0.64 

8. 

11.5 

—     8.94 

0.6 

—     9.01 

-  0.50 

9. 

10.5 

—     9.42 

-  0.64 

0.6 

—     9.66 

—  0.55 

10. 

41.5 

—    9.09 

-  0.59 

0.6 

—  40.25 

-  0.90 

11. 
14. 
16. 

44.5 
9.9 
9.9 

-  40.89 

-  4  3.30 

-  44.61 

-  0.82 

-  0.66 

-  0.57 

47. 
4  8. 
49. 
20. 
21. 

23. 

24.  I 

25.  j 
27. 


10^0 
9.5 
12.1 
10.5 
10.2 

0.6 
11.5 

0.6 
10.4 
10.7 

0.6 


—  15«18 

—  16.31 

—  17.29 

—  48.24 

—  49.49 

—  14.94 

—  15.48 

—  45.54 

—  45.78 

—  47.04 

—  47.62 


—  4H5 

—  0.88 

—  4.02 

—  4.27 

—  0.7: 

—  0.57 

—  0.60 

—  0.63 


Am  22.  April  wurde  die  Uhr  angehallen  und  der  Gontact  gereinigt, 
weil  am  Abend  vorher  der  elektrische  Apparat  einige  Mal  versagt  hatte; 
der  Stand  wurde  dabei  6  —  T"  geändert.  Die  Uhr  ist  nicht  unbeträcht- 
lich übercompensirt ,  welchem  Umstände  auch  die  Schwankungen  in 
den  eben  aufgeführten  täglichen  Gängen  entsprechen,  sowie  das  kleine 
durch  die  Beobachtungen  von  a  Cassiopeiae  (0^6)  angedeutete  Zurück- 
bleiben von  vielleicht  0"1  gegen  die  Abendstände,  welches  jedoch, 
wenn  es  auch  reell  sein  sollte,  nicht  die  Möglichkeit  eines  stärkeren  Vor- 
eilens  in  Folge  der  Ungleichheit  der  Wärmewirkungen  auf  die  Pendel- 
stange und  das  Quecksilber  gerade  während  der  abendlichen  Beobach- 
tungszeiten ausschliesst,  von  welchem  sich  bei  der  Ableitung  der  Län- 
gendifferenzen Spuren  gezeigt  haben. 

Mit  den  angegebenen  Werthen  der  Neigungen ,  Collimationsfehlor 
und  Uhrcorrectionen  verbessert  und  mit  Berücksichtigung  der  täglichen 

Aberration  (Corr.  der  AR.  ±0^53  für  «  Urs.  min.  j^j  C,  —  0M6  für 

Polst.  I.  U.  C.  und  —0*20  für  Polst.  II.  U.  C.)  sind  nun  die  Beobach- 
tungen der  Polsterne  mit  den  für  letztere  angenommenen  Rectascensionen 
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April 


9^8  bis  10^2  k 
10.7  .,  11.0 


M.6 
12.1 
14.8 
15.6 

7.  9.8 

8.  9.8 
10.7 
11.6 
12.1 


♦  ♦ 


II 


1  j 


11 


1 1 


n 


II 


»I 


II 


>♦ 


12.0 
12.7 
15.2 
15.9 
10.0 
10.2 
11.0 
12.0 
12.7 


TjVvs.  inaj. 
a  Cassiop. 
9.    9!;8bis10!;2 
10.7  „  11.0 
a  Cassiop. 

10.  9^8  bis  10.2 
10.7  „  11.0 

11.6  „  12.0 

12.1  „  12.7 
jjUrs.  maj. 

o  Cassiop. 

11.  9!f8bis10!;2 

10.7  „   11.0 

11.6  „  12.0 

12.2  „  12.7 
Tj  Urs.  maj. 

1 3. 1 1  f6  bis  1 2';0 

12.4  „  12.7 

14.    9.8  „  10.0 

16.  7.4  „     7.6 
9.8  „  10.2 

10.7  „  11.0 

11.6  „  11.7 
tj  Urs.  maj. 

17.  714  bis   7';6 
9.8  ..  10.2 

10.7  ,.  11.0 
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=  +0;44 
+0.42 
+0.41 
+0.40 
+0.37 
+0.36 
+0.37 
+0.35 
+0.34 
+0.33 
+0.33 
+0.32 
+0.38 
+0.40 
+0.39 
+0.48 
+0.42 
+0.41 
+0.39 
+0.38 
+0.35 
+0.19 
+0.11 
+0.11 
+0.09 
+0.07 
0.00 
—0.07: 
—2.64 
—2.38 
—2.16 
—2.22 
—2.26 
—2.32 
—2.48 
—2.34 
—2.46 
—2.50 


[34 


April  17  MiJO  bis  12^0  k 

=  —2.52 

12.1   „  12.7 

—2.53 

14.0  „  14.4 

—2.55 

14.6  „  14.9 

—2.55 

15.6  „  15.9 

—2.55 

1 8. «  Geiuinor. 

—2.13 

9';8  bis  1 0'!2 

—2.18 

10.8  „  11.0 

—2.23 

19.    9.8  „  10.2 

—2.57 

10.7  „  11.0 

-2.61 

11.6  „  12.0 

—2.65 

12.2  „  12.7 

2.68 

Tj  Urs.  maj. 

—2.78 

1 4>;0  bis  1 4H 

—279 

14.6  „  14  9 

—2.80 

15.0  „  15.2 

-2.81 

15.6  „  15.9 

—3.35 

20.    7.5  „     7.0 

—3.38 

9.8  „  10.2 

—3.44 

10.7  „  11.0 

—3.46 

11.6  „  12.0 

—3.48 

12.1   „  12.7 

—3.50 

tj  Urs.  maj. 

—3.53 

21.    7Hbis  7^6 

—3.42 

9.8  ,.  10.2 

—3.45 

10.7  „  11.0 

—3.46 

11.6  „  12.0 

-3.51 

12.1   „  12.7 

—3.60 

tj  Urs.  maj. 

—3.83 

23.  a  Cassiop. 

—3.70 

24.    9l8bis10!;2 

—3.69 

10.7  „  M.O 

—3.68 

11.6  .,  12.0 

—3.67 

12.1   „   12.7 

—3.66 

«  Virginis 

—3.65 

a  Cassiop. 

-3.70 

25. 1 0';7  bis  1 1  ^0 

—3.88 

In  Leipzig  sind  die 
für  die  Einstellungen  des 


Neigungen  mil  dem  Aufsaizniveau  unnnttolbar 
Instruments  auf  die  Zenithdistanz  des  Pols  und 
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alte  eolsprechende  sudliche  bestimmt.  Die  MiUel  aus  je  zwei  solchen 
Beslimmaogen ,  zwiscbeD  denen  kein  beständiger  Unterschied  merklich 
ist  (der  aus  den  68  Nivellements  fUr  die  Läagenbestimmung  folgende 
Watb  N.— S.  =  +  0^09  =  +  0-01 0  ist  wenigstens  kaum  dem  Zeichen 
nadi  za  verbürgen],  sind  folgende: 


»p«. 

S>it.Noii.'B«<ib.  ■'. 

Für  N.  W.                April. 

sut. 

Non. 

Boöb.  i- 

Für  N.  w. 

8. 

«slw 

-(res 

-I?68  ,„,,       ,,,.  1     17. 

Tis 

0 

-1-3P0I 

-3!67 

K.l 

0 

+  I.S5 

-i.ts)'»-^ -'■■'' 

18.6 

W 

-1.31 

-4.31 

12l?9  — 3F86 

*. 

D.S 

w 

-a.o7 

—2.07 

14.8 

— i.OO 

—  4.00 

ll.l 

0 

+3.i0 

-2.2S 

14.8 

0 

-1-2.31 

—3.37 

41.S 

-1-3.55 

Iräo '"-'■'« 

16.0 

W 

-3.86 

-3.86 

U.3 

w 

-1.30 

18. 

1.0 

—3.89 

-3.89 

1.1  -3.93 

11.0 

-1.(5 

-1.15 

1.8 

0 

-1-1.70 

—3.98 

lä.9 

0 

-l-i.OS 

-1.63 

19. 

9.7 

-1-1.71 

-3.97 

6. 

%.1 

-t-2.87 

—2.81     9.7  —2.81 

11.1 

W 

-3.86 

-3.86 

8. 

4.1 

-I-S.47 

-3.8I|                       1 

11.8 

-1.01 

-4.04 

ll.l 
tl.S 

w 

-3.16 
-2.90 

ZIm]"-^  -3.02 

12.6 
13.8 

0 
W 

-1-1.88 
-3.41 

-3.80 
-3.41 

13.0  -3.67 

li.] 

0 

-^^.85 

-8.83) 

14.2 

0 

-1-2.30 

-3.38 

9. 

9.5 

w 

-3.88 

l3-»|}l„.3  -3.3* 

11.8 

w 

-3.35 

-3.35 

H.l 

0 

-1-2.82 

16.0 

0 

-1-2.18 

—3.50 

10. 

D.S 
ll.l 

w 

0 

-3.67 
-1-2.05 

-3.67, 
1^11.8 -3.« 

1.8 
1.5 

w 

•1-1.98 
-3.62 

-3.70 
-3.62 

1.3  -3.66 

II.« 

-1-1.99 

80. 

9.6 

—3.15 

—3.45 

ia.3 

w 

-2.78 

-2.781 

11.1 

0 

-1-2.09 

—3.39 

(1. 

s.a 

0 

-1-8.55 

-3.13 

11. a 

-1-2.26 

-3.42 

11.8  -3.32 

ll.l 

w 

-3.08 

I^:J«  11.8 -3.65 

12.5 

w 

—  3.87 

-3.27 

II.S 

-8.05 

13.8 

0 

-1-2.81 

—8.87 

in 

0 

+3.27 

_8.11 

81 

9.7 

-1.2.30 

-3.38 

11 

11.* 

w 

-3.(9 

—3.19 

11.1 

w 

-3,41 

-3.41 

\u 

0 

-1-1.60 

—4.08  12.7  —3.80 

11.8 

—3.11 

—3.11 

11.8  —3.20 

IM 

-Fl.Si 

-4.14 

12.6 

0 

-1-2.69 

-2.99 

15 

It.I 

w 

_4.H 

iIjI  '«■'  -'■'« 

13.8 

w 

-3.12 

-3.18 

IIM 

0 

-1-1.38 

84. 

7.7 

—3.78 

-3.78 

16.'  ).« 

-1-2.05 

—3.63 

10.2 

—3.60 

—3.60 

M.li  W 

-3.88 

-3.82  10.8-3.78 

10.6 

0 

-1-8,25 

-3.43 

10.9  -3.33 

.ii.t! 

-3.89 

-3.89 

11.1 

-l-2.77;-8.91 

I.!i 

—3.87 

—3,87     1.7—3.87 

18.3 

w 

-8.80—2.80 

n.,  1.7, 

-3.90 

—3.901 

13.7 

-3.i4l-3.44 

ll.l 

0 

-1-1.78 

-3.90l 

Da  der  Aufsuchuogskreis  des  Instruments  am  westlichen  Pfeiler 
fest  ist,  werden  die  beiden  Lagen  durch  diejenigen  eines  am  durch- 
bohrten Ende  befindlichen  Nonius  unterschieden.  Filr  die  Differenz  der 
selieiDbaren  Neigungen  in  beiden  Lagen  geben  die  vorstehenden  Nivelle- 
menls  0. — W.  —  -i-  5^62  (=  +  0-62),  wahrend  aus  einer  grösseren 
Anzahl  früherer  Bestimmungen  •+■  5^68  folgt,  mit  welchem  W 
Alles  znnitchst  auf  die  Lage  Nou.  West  reducirt  ist.     Die  redi 


260 


AUWBRS  UND  BrUHNS, 


[36 


Werthe ,  deren  Mittel  fUr  jeden  Tag  in  der  letzten  Columne  augegeben 
sind ,  zeigen  eine  langsam  fortschreitende  Veränderung  an ,  und  zwar 
ist  das  Ost -Ende  mit  der  Temperatur  gestiegen.  Daneben  zeigen  sieb, 
da  auch  in  Leipzig  die  äussere  Luft  Zutritt  zum  Fundamente  gehabt  hat, 
Spuren  einer  täglichen  Periode,  indem  fast  an  jedem  Abend  ein  zwar 
geringes,  aber  entschiedenes  Steigen  des  Ost-Endes  beobachtet  ist,  wel- 
cher Gang  dem  fortschreitenden  in  der  ganzen  Reihe  nicht  widerspricht, 
da  das  tägliche  Temperaturmaxiraum  des  Fundaments  wohl  erst  auf 
späte  Nachtstunden  gefallen  sein  wird.  Zur  nahen  Darstellung  der 
zwischen  7^7  und  1 6^0  vertheilten  abendlichen  Nivellements  ist  es  aus- 
reichend ,  das  Steigen  der  Zeit  proportional  und  für  alle  Abende  gleich 
stark  anzunehmen,  unter  welcher  Voraussetzung  sich  die  stündliche 
Veränderung  der  Neigung  während  dieses  Zeitraums  =  4-  0f094 
=  +  0-0103  ergibt.  Mit  diesem  Werthe  sind  aus  den  oben  angeftlhr- 
ten  Mitteln  der  an  jedem  Abend  beobachteten  Neigungen ,  welche  eine 
vorzügliche  Sicherheit  besitzen ,  obwohl  die  Genauigkeit  der  einzelnen 
Nivellements  etwas  durch  eine  starke  Veränderlichkeit  der  Gollimation 
des  Niveaus  beeinträchtigt  wurde,  die  zur  Reduction  der  einzelnen  Beob- 
achtungsgruppen anzuwendenden  Neigungen  berechnet,  zunächst  die 
scheinbaren  Neigungen  für  Non.  W.  und  aus  diesen  durch  Addition 
von  +  1H2  resp.  +  4?26  die  wahren  Neigungen  für  Non.  W.  resp. 
Non.  0. ,  und  zwar  sind  bei  der  Kleinheit  der  stündlichen  Aenderung 
alle  Auge-  und  Ohr-Beobachtungen  der  Sterne  1 — 9  und  des  Polsterus  I 
mit  dem  für  lOU  berechneten,  alle  Registrirbeobachtungen  der  Sterne 
1 0 — 1 9  mit  dem  Werthe  für  1 2^1  reducirt  u.  s.  w. ,  wie  aus  der  fol- 
genden Tafel  ersichtlich  ist,  welche  die  angewandten  Neigungen  in  Zeit- 
secunden  angibt: 


Non.  0. 


2. 

lOH 

—  0?014 

4. 

10.4 

—  0.038 

12.1 

—  0.041 

13.1 

—  0.030 

15.4 

-  0.007 

8. 

10.4 

—  0.185 

12.1 

—  0.166 

13.1 

—  0.156 

9. 

10.4 

—  0.210 

10. 

10.4 

—  0.231 

12.1 

—  0.212 

13.1 

-  0.202 

0.254 
0.272 
0.283 
0.306 
0.428 
0.1  46 
0.456 
0.102 
0.081 
0.100 
0.110 


April. 
II. 


13. 


15. 


16. 


stzt. 

10H 

Non.  W. 

Non.  0. 

-  0!144 

+  0^168 

12.1 

-  0.125 

+  0.187 

13.1 

—  0.115  i  -•.  0.197 

10.4 

—  0.286 

+  0.026 

12.1 

—  0.268 

+  0.044 

13.1 

-  0.257 

+  0.055 

10.4 

-  0.323 

-  0.011 

12.1 

—  0.306 

+  0.007 

13.1 

—  0.296     +  0.016 

10.4 

—  0.264 

+  0.048 

12.1 

—  0.246 

+  0.066 

13.1 

—  0.236 

+  r.076 
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AprU. 

Stzt. 

Non.  W. 

Non.  0. 

April.. 

Stzt. 

Non.  W. 

Non.  0. 

16. 

4!?1 

—  0?269 

+  0?0i3 

19. 

15U 

—  0!222 

"•-  0!090 

n. 

10.4 

—  0.295 

+  0.018 

1.1 

—  0.246 

4-  0.066 

42.1 

—  0.277 

+  0.035 

20. 

10.4 

-  0.223 

•+  0.089 

13.1 

—  0.266 

+  0.046 

12.1 

—  0.206 

+  0.107 

U.6 

—  0.251 

+  0.062 

13.1 

—  0.196 

+  0.117 

15.4 

—  0.242 

+  0.070 

21. 

10.4 

-  0.210 

-1-  0.102 

IS. 

1.1 

-  0.275 

+  0.037 

12.1 

—  0.192 

+  0.120 

4  9. 

10.4 

-  0.274 

-♦.  0.038 

13.1 

—  0.183 

-h  0.130 

12.1 

-  0.256 

+  0.056 

24. 

10.4 

-  0.216 

+  0.097 

13.1 

-  0.246 

-#.  0.066 

12.1 

—  0.198 

-•.  0.114 

14.6 

—  0.231 

-h  0.081 

13.1 

—  0.187 

+  0.125 

Das  Material   zur  Bestimmung  des  Collimationsfeblers  wird  dann 
fol  säendes : 


Ai»«-il 

Stern. 

See.  der 
durch  d 

Durchgan 
en  Hittelfi 

38!33 
39.37 

gszeit 
iden. 

Correct. 

mr<. 

W.  —  0. 

Gew.  y. 

a. 

I.  U.  C. 

Non.  W. 
0. 

41  F. 

10  „ 

+  0!131 
-  2.72/ 

+  1*S4 

20.95 

4. 

I.  U.  C. 

W. 
0. 

37.75 
38.09 

13  ,, 

9  ,, 

+  0.53\ 
-  2.34/ 

+  2.53 

24.27 

II.  U.  C. 

W. 
0. 

42.39 
44.12 

13  ,, 
10  ,, 

+  0.08\ 
-  3.42/ 

+  4.77 

24.82 

8. 

I.  ü.  C. 

0. 
W. 

33.74 
31.19 

13  „ 

10  ,, 

-  4.47\ 
+  1 .68/ 

+  0.30 

22.64 

a  Urs.  min.  U.  C. 

0. 
W. 

31.32 
21.24 

9  .. 
9  ,. 

—  4.85i 
+  4.85/ 

-  0.38 

48.00 

9. 

I.  ü.  C. 

W. 

0. 

31.56 
32.73 

13  „ 
10  ,, 

+  1.92) 
—  0.92/ 

+  4.67 

22.64 

-•0. 

a  Urs.  min.  U.  C. 

W. 
0. 

34.71 
41.04 

8.,. 
5  „ 

+  6.28| 
-  4 .42/ 

+  3.,37 

42.31 

41. 

I.  ü.  jC. 

0. 
W. 

46.00 
43.16 

12  „ 
10  „ 

—  3.53\ 
+  4.32/ 

+  0.04 

21.82 

45. 

I.  U.  C. 

0. 
W. 

35.35 
33.00 

10  ,, 

11  ,, 

-  4.051 
+  0.79/ 

+  0.49 

20.95 

a  Urs.  min.  U.  C. 

W. 
0. 

23.87 
30.71 

12  „ 
12  „ 

+  2.241 
—  9.50/ 

+  2.87 

24.00 

16. 

I.  U.  C. 

0. 

w. 

34.10 
31.29 

10  „ 
12  „ 

-  0.401 
+  0.37/ 

—  0.04 

24.82 

a  Urs.  min. 

0. 

w. 

58.88 
66.20 

12  „ 
9  ,, 

+  2.391 
-  8.70/ 

-  2.77 

20.57 

«7. 

I.  U.  C. 

w. 

0. 

30.86 
33.41 

11  .. 
10  „ 

+  2.69\ 
-  0.46/ 

+  0.30 

20.95 

II.  ü.  C. 

0. 

w. 

35.27 
32.31 

10  ,, 

<1     M 

-  0.781 
+  2  70/ 

+  0.52 

20.95 

18. 

a  Urs.  ibin. 

w. 

0. 

69.62 
56.25 

12    M 

13  ,, 

-  8.901 
+  4.49/ 

+  3.28 

24.96 

19. 

I.  U.  C} 

0. 

w. 

30.75 
29.07 

12,, 

—  0.351 
+  2.50/ 

+  4.47 

22.96 

o  Urs   min.  U.  G. 

0. 

w. 

26.62 
19.93 

8  ,, 
4«,, 

—  2.051 
+  7.66/ 

+  3.04 

49.20 
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April. 

Stern. 

Seo.  der  Durchgangszeit 
durch  den  Mittelfadea. 

Correct. 
ttai. 

W.  —  0. 

Gew.  e. 

19. 

II. 

ü.  C. 

Non.  W.    29?23 
0.      31.69 

42F 

12  >< 

.    +  2«  48) 
,    —  1.00/ 

+  4  »02 

24.00 

o 

Urs.  min. 

0.        0.01 
W.       2.93 

8„ 

7„ 

,    +2.13\ 
,    -  7.96/ 

-7.47 

44.93 

20. 

I. 

ü.  C. 

W.     28.23 
0.      29.82 

11  u 

43  „ 

,    +  2.041 
,    —  0.81/ 

+  4.26 

24.67 

o 

Urs.  min.  U.  C. 

W.     18.72 
0.     22.26 

44  „ 
12  II 

,    +  6.10\ 
,    —  3.64/ 

+  6.20 

22.96 

21. 

I. 

U.  C. 

0.      29.64 

42  „ 

-  0.93\ 
+  1.92/ 

^^           a     0^ 

^■^  m         ^^  s^ 

W.     27.22 

12  „ 

•4-  0.43 

24.00 

a 

Urs.  min.  U.  C. 

0.      25.00 
W.     44.78 

11  ». 
11  >. 

—  4.041 
+  5.69/ 

—  0.49 

22.00 

24. 

I. 

U.  C. 

W.     24.48 
0.     26.48 

43  „ 
9  ,1 

+  4 .971 
—  0.89/ 

+  0.86 

24.97 

Die  mit  cos  d  maltiplicirten  mittlem  Antrittsfebler  für  die  Beobach- 

tungen der  Polsterne  an 

1  Leipziger  Instrument  sind: 

ftlrP,  I. 

B.: 

t  0^0641      p  = 

0.61 

A.  ±0^0481   ps 

B=1.41 

P.  II. 

0.0716 

0.49             0.0501 

1.00 

a  Urs 

.  min.  0.  C. 

— 

0.0479 

1.09 

a  Urs 

.  min.  U.  C. 

0.0570 

0.77             0.0431 

1.35 

Lttsst  man  also  einem  mittleren  Fehler  ±  0-05  das  Gewicht  G  = 

e  1  ent- 

sprechen 

,  so  wird 

April  2. 

aus  I.             c 

=  -|.0;072  G  = 

=  12.8    c'» +07051   C 

r  =  3.6 

4. 

I. 

+0.101 

13.0            +0.080 

3.6 

IL 

+0.058 

10.7            +0.037 

3.5 

8. 

I. 

+0.012 

13.8            +0.033 

3.7 

a  U.  m. 

—0.005 

13.9            +0.016 

3.7 

9. 

L 

+0.067 

13.8            +0.046 

3.7 

10. 

a  U.  m. 

+0.042 

9.5            +0.021 

3.4 

11. 

1 

I. 

0.000 

13.3            +0.021 

3.7 

15. 

I. 

+0.020 

29.5            +0.041 

4.4 

«  U.  m. 

+0.035 

32.4            +0.014 

4.4 

16. 

I. 

—0.002 

30.8            +0.019 

4.4 

a  U.m. 

+0.034 

22.4            +0.013 

4.2 

17. 

I. 

+0.012 

29.5            —0.009 

4.4 

II. 

+0.017 

20.9            +0.038 

4.1 

18. 

a  U.  m. 

—0.040 

27.2            —0.019 

4.3 

19. 

I. 

+0.047 

32.4            +0.068 

4.4 

a  U.m. 

+0.037 

25.9            +0.058 

4.3 

39]  Bestimmung  des  Längenuntbrschiedes  etc.  263 

April  i  9.  aus  IL  cs= +0^034  G=24.0  c'=+0^013  G'  =  4.3 

aU.m.  +0.088  1Ü.3  +0.067           3.9 

20.  I.  +0.050  30.5  +0.029           4.4 
aU.m.  +0.076  31.0  +0.055           4.4 

21.  .     I.  +0.017  33.8  +0.038  4.5 

aU.m.  —0.006  29.7  +0.015  4.4 

24.         I.  +0.034  13.0  +0.013  3.6 

Das  Zeichen  von  c  gilt  für  Non.  W.  Zwischen  den  Werlhen  von  c 
zeigt   sich  eine  beträchtliche  Differenz,  je  nachdem  die  Beobachtung  bei 
Noo.    W.  oder  Non.  0.  begonnen  ist;  im  Mittel  findet  sich  mit  Berück- 
sictitigung  der  Gewichte  G  aus  13  Bestimmungen  mit  dem  Anfang  bei 
Non.  W.U. C.  oder  Non.O.O.C.  c  =  +  0^052  (G.  258.9)  und  aus  11 
Bestimmungen  mit  dem  Anfang  bei  Non.  0.  ü.  C.  oder  Non.  W.  0.  C. 
c  =    +0^010  (G.  271.2).  Die  jedenfalls  reelle  Differenz  von  0?042  fin- 
det ihre  Erklärung  in  einer  auch  bei  der  Reduction  der  Regislrirbeobach- 
lungen  merklich  gewordenen  —  für  diese  Llingenbestimmung  aber  völ- 
"S  gleichgültigen  —  Ungcnauigkeit  der  für  die  Fadendistanzen  nach  viel 
iilleren  Bestimmungen  angewandten  Werthc.  Werden  die  c  um  +  0*021 
goäntlert,  so  finden  sich  die  Werihe  c  für  den  Collimationsfehler,  deren 
Abweichungen  von  ihrem  Mittel  +  0':031  der 


mittlere  Fehler  eines  c  =  1/  0^022'^ 


entspricht.  Hieraus  ergeben  sich  die  Gewichte  G'(=  1  für  m.  F.  ±  0*03) 
«nd  damit  die  Mittel  aus  den  beiden  Gruppen  der  c  +  0^032  [C  =  51.4) 
und  +  0^030  (G'  =  45.9),  oder  der  Collimationsfehler  im  Mittel 
==  -+  0?031  mit  dem  m.  F.  ±0^005.  Bei  der  Reduction  der  Beobach- 
tungen ist  statt  dessen  der  anfangs  gefundene  Werth  +  0^036  ange- 
wandt. 

Die  Abweichungen  der  Uhrcorrectionen  aus  den  registrirten  Durch- 
gdngen  von  ß  Leonis  und  7]  Virginis  von  den  Uhrcorrectionen  aus  den 
Auge-  und  Ohr- Beobachtungen  fanden  sich  in  Leipzig: 

für  B.  April   4.  —0^5  für  A.  April  16.  — 0?69 

8.  —0.41  17.  —0.70 

10.  —0.46  19.  —0.80 

11.  —0.41  20.  —0.78 
24.  —0.41  21.  —0.76 
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im  Mittel  für  B.  —  0-43  und  für  A.  —  0-75.  Hiermit  werden  die 
Uhrcorreclionen  ftlr  die  Beobachtungen  nach  dem  Gehör  (und  zwar 
rur  Nachtbeobacbtungea,  von  denen  die  Correctionen  aus  den  Tag- 
beobachtungen von  a  und  ß  Geminorum  und  a  Canis  min.  beständig 
etwa  —  OH  abweichen)  und  die  taghchen  Gange: 


April 

Ubreeit. 

Corr. 

G.nj. 

Apfil. 

Uhrioil. 

Corr. 

Gang. 

2. 

l. 

_      8. 

9. 

<<.8 
(CS 

+  .5;i!03 
+  55.02 
+  59.(8 
+  60.0( 

+  0^97 
+  (.03 
+  0.92 

(5. 
(6. 

(-. 
19. 

(0^8 
(0.8 
((.8 
(2( 

—  0!8( 
+  0.67 
+  (.81 
+  3.90 

+  (!48 
+  (.(2 
-f-  (.02 
+  0.82 
+  0.87 
+  0.63 

10. 
(1. 
13. 

(0.5 
H.( 
(8.4 

—  Ifi.09 

—  (3.3! 

—  8.G8 

+  2.S( 
+  2.26 

20. 
2(. 
Sl. 

1(.8 
((.8 
((.« 

+  t.7( 
+  5.58 
+  7.48 

Nach  den  Beobachtungen  des  9.  und  des  1 3.  April  blieb  die  Uhr  stehen; 
das  erste  Hai  hatte  sich  das  Glimmerblättchen  an  den  Etfenbeinspitzen 
gerieben  und  nachher  die  Gewichtschnur  sich  verwickelt.  Der  letztere 
Umstand  wird  auch  wohl  den  starken  Gang  zwischen  April  10  und  13 
veranlasst  haben.  Vor  den  täglichen  Schwankungen  der  Temperatur  ist 
die  Uhr  durch  ihre  Aufstellung  geschützt. 

FUr  das  Azimuth  geben  die  Beobachtungen  der  Polarsterne,  und 
zwar,  wo  Umlegungen  vorgenommen  sind,  die  einfachen  Mittel  aus  bei- 
den Lagen,  mit  Benutzung  der  aufgeführten  Werthe  der  Uhrcorrectio- 
nen,  der  Neigung  und  des  Collimationsfehters: 


April. 

Stern. 

stielt. 

k. 

April. 

Stern. 

stielt. 

k. 

2. 

I. 

<0>4 

—  0'46( 

(7. 

I. 

(OH 

—  0^664 

4. 

I. 

10.4 

—  0.559 

«  Ul^.  min. 

(3.2 

-  0.545 

a  Urs.  min. 

(3.2 

-  0.557 

II. 

(5.4 

-  0.595 

11. 

15.4 

-  0.392 

(8. 

o  Urs.  min. 

(.2 

-  0.6(9 

8. 

1. 

(0.4 

—  0.446 

(9. 

I. 

(0.4 

—  0.568 

a  Urs.  min. 

(3.2 

—  0.4(7 

a  Ui^.  min. 

43.2 

—  0.504 

9. 

L 

(0.4 

-  0.597 

II. 

(5.4 

-  0.458 

10. 

a  Urs.  min. 

(3.2 

-  0.340 

a  Urs.  min. 

4.2 

-  0.607 

1(. 

I. 

(0.4 

-  0.346 

20. 

I. 

(0.4 

—  0.488 

o  Urs.  min. 

(3.2 

—  0.393 

o  Urs.  min. 

(3.2 

—  0.368 

(3. 

a  Urs.  min. 

(3.2 

—  0.576 

2(. 

I. 

(O.i 

-  0.488 

(5. 

I. 

(0.4 

-  0.673 

a  Urs.  min. 

(3.2 

-  0.358 

a  Urs.  min. 

(3.2 

-  0.566 

24. 

I. 

(0.4 

-  0.244 

(6. 

1. 

n  Urs.  min. 

(O.l 
(.2 

-  0.586 

-  0.698 

0  Urs.  min. 

(3.2 

-  0.879 

Neben  einem  nicht  bedeutenden  fortschreitenden  Gang  spricht 
sich  in  diesen  Zahlen  sehr  deutlich  eine  tägliche  Periode  aus,  indem  der 
negative  Werth  von  k  fast  an  jedem  einzelnen  Abend  abnimmt,   im 


Bbstdoidhg  dks  LÄNUNDHTBiscaiBDKs  etc. 


Beobachtungen  in  Gotha. 


Im  Uer.      Ubri^arr. 


April  7. 


Kr.  West 

o  Urs.  min. 

(> 

9-  31!48 

84 

Nr.  ( 

tl 

»7      1.06 

11 

-  0!18 

3!88 

9 

9 

53     1  i.81 

9 

+  0,25 

15.06 

-  8129 

3 

1« 

0      8.3  i 

7 

+  0.17 

8.51 

Pol.  1 

10 

83    38.66 

85 

A 

irll  8. 

<x  Urs,  min. 

1 

9    31.80 

25 

Sr.  1 

9 

i7      i.66 

-  0.13 

4.43 

6-  42176 

i 

9 

53    15.45 

+  0.86 

16.71 

-  8.95 

43.01 

3 

10 

0      9.07 

7 

+  0.18 

9.25 

43.09 

t 

to 

i    33..33 

+  0.21 

33.64 

43.19 

5 

10 

9      7.88 

7 

-  O.Ob 

7.83 

48.78 

Pol.! 

10 

23    33.70 

Kr.  Osl 

Pol.  1 

10 

23    83.83 

9 

Nr.  6 

10 

42    21.34 

-  0.57 

20.77 

-8.94 

42.97 

7 

10 

46    24.31 

7 

-  1.20 

83.11 

48.85 

8 

10 

52      6.27 

-  1.18 

6.15 

48.88 

9 

10 

58    14.91 

—  0.53 

14,38 

-  8.94 

43,0» 

Gehörte  Coincldenzen 

mit  L.  11''    3-  *3*     ml 

G.  <IM9-23' 

\u  —  6"  34^853 

11      6    41 

II    21     36 

34.934 

11      9    43 

11    23    55 

34.941 

11    18    39 

11    86    11 
II    28    30 

34.934 
34.902 

Kr.  Wesl 

«I  Urs.  min. 

1.3' 

9-  ISflO        24 

^  Urs.  maj. 

13 

42    84.83          7 

—  0128     84T55 

—  8!95 

«  Casslop. 

0 

33      1.18        83 

A 

—  0.29       0.89 
pril  9. 

—  9.02 

«Urs.  min. 

1 

9    35.93 

10 

Kr.  Ost 

«Urs.  min. 

1 

10      8.89 

11 

Nr.  { 

9 

47      6.44 

7 

-  1.55 

4.89 

2 

9 

53    16.74 

7 

—  0.56 

16.18 

-9.44 

3 

10 

0    10.34 

7 

—  0.69 

9.65 

t 

10 

4    3t..57 

8 

—  0.64 

33.93 

6 

10 

9      9.54 

7 

-  1.29 

8.85 

Pol.  1 

10 

23    33.92 

7 

Kr.  Wfsl 

Pol.  I 

10 

23    32.84 

9 

.Sr.  6 

10 

42    81.00 

7 

+  0.18 

21.1« 

-  9.36 

r 

10 

16    23.84 

7 

-0.19 

23.65 

8 

10 

m      5.68 

7 

-  0.16 

5,52 

9 

10 

58    14.70 

7 

+  0.21 

14.91 

-  9.48 

««siialb  die  Beobachtungen  nicht  rorlgesolil  wurden. 
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AUWBRS  UNO  BrUUKS, 


[42 


IL  Beobaoh« 

A.  Beobachtungen  nach  den  gehörten 
Beobachtungen  in  Leipzig. 


Stern. 

Durchf;.-Zcit  durch 
den  Mittelfaden. 

Fäden. 

Correct. 
des  Instr. 

Im  Mer. 

ührcorr. 

Differenz 
der  Uhrcorr. 

Beobachter:  Bruhn«. 

April  4. 

Non.  West 

1 

a*  Gemin. 

7»»  25™    6«22 

9 

—  0?30 

ö!92 

+ 

Ö4?60 

a  Gan.  min. 

7   31     21.30 

9 

-  0.49 

20.81 

+ 

54.76 

ß  Gemin. 

7   36    10.28 

9 

-  0.34 

9.94 

i      ■ 

54.85 

Nr.  \ 

9    46      0.75 

9 

—  0.05 

0.70 

4-  1"  2H9 

2 

9    52    12.22 

9 

-  0.40 

11.82 

+ 

54.98 

-•.  1     2.56 

3 

9    59      5.71 

9 

—  0.35 

Ö.36 

-1-  1     2.44 

4 

10     3    29.92 

9 

-  0.37 

29.55 

-h  1     2.64 

5») 

10     7    59.52 

9 

-  0.13 

4.39 

+  1     2.19 

Pol.I 

10   22    37.75 

13 

-  4.73 

33.02  ! 

Non.  Ost 

Pol.I 

10   22    38.09 

9 

-  6.72 

31.37 

Nr.  6 

10    41     17.02 

9 

—  0.20 

16.82 

-1- 

55.04 

-h  1     2.57 

7 

10    45    19.37 

9 

+  0.20 

19.57 

-#.  1     2.15 

8 

10   51       1.07 

8 

+  0.15 

1.22 

+  1     2.51 

9 

10    57    10.70 
Gehörte  Coincid( 

9 

snzen 

-  0.23 

10.47     + 

1 

54.99 

+  1     2.56 

mitL.  11M!»^ 

tO»     A 

ti=  5"»4( 

H622     mit  G.  11'»S 

13-  32' 

11    14    i 

10 

4( 

).633 

11    S 

15    46 

11  17  : 

J5 

4( 

).604 

1f    S 

18      1 

11    20    ^ 

)5 

11    2 
11    3 

10    11 

12    30 

Non.  West 

a  Urs.  min. 

13*    8"35?02 

13 

— 13!40 

21?62 

Nr.  26 

14    49    45.00 

9 

—  0.32 

45.28 

+  r  2:77 

27 

14    53    33.32 

9 

-  0.08 

33.24 

+  1     2.79 

28  pr. 

14    58    26.54 

9 

+  0.01 

26.55 

-h  1     3.15 

28  seq. 

14    58    27.39 

6 

+  0.01 

27.40 

+  1     2.78 

29 

15      1     50.00 

8 

—  0.19 

49.81 

+  1     2.60 

30 

15      8    36.32 

9 

—  0.31 

36.01 

-h  1     2.74 

Pol.  II 

15   21     42.39 

13 

-  5.11 

37.28 

Non.  Ost 

Pol.  II 

15    21     44.12 

10 

-  7.51 

36.61 

Nr.  31 

15    36    44.49 

6 

-  0.14 

44.35    + 

55H2 

-h  1     2.71 

32 

15    41     41.81 

9 

—  0.22 

41.59 

+  1     2.99 

33 

15    47      7.02 

9 

+  0.28 

7.30 

+  1     2.70 

34 

15    50      4. Gl 

9 

-1-  0.28 

4.89 

-1-  1    2.42 

*)  Zur  beobachteten  Durchgangszeit  sind  5^  addirt. 
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Fendelschlagen    (Auge  und   Obr). 

Beobachtungen  in  Gotha. 


Dl.  „  DurchK.-Zeit  durch    ..^  .  „        Correcl.       .  .  „^, 

ä'""-  d.nM.l=H.d.o.       "''•°-     tlcuin.lr.     '"'""■ 


ük^orr.        „I;"; 


Di  (Torem. 


Kl-.  Ort 

a  Vn.  miD.        I*-    9-  54;*1        10 


Np.  4 

i 


Pol.I 
Kl-.  Weu 

Pol.I 

Kr.  6 


fieobaobteri  Auwen. 
April  i. 


"      Urs.  min. 

»r.se 

S7 

88  pr. 

SSseq. 

89 

30 
Toll 
•V- »-.  West 
Toi.  I 


9  t7  1.09 

9  93  U.60 

10  0  8.10 

10  4  38.46 

(0  9  7.89 

tO  83  84. 8S 

tO  83  34.00 
10  48  <8.8« 
)0  48  81.33 
40  58  3.33 
40  58  48.50 
4ieborte  Coincii 
mitL.  44''    7"  6*    roil  G. 

44    40    i 

44    43    4 


40 

7 

-  0!90 

3?49 

7 

-  0.88 

44.38 

-  7;69 

7 

-  0.30 

7.80 

7 

-0.87 

38.49 

8 

-  0.74 

6.58 

6 

40 

7 

-1-0.63 

49.39 

-  7.55 

7 

-1-0.39 

81.78 

7 

-1.0.40 

3.73 

7 
>Dzen 

-t-0.53 

43.03 

-7.88 

■43M3 

43.80 
43.07 
43.87 
48.88 


43.(7 
48.7S 
43.44 
43.15 


ll"  46-37" 
44  48  49 
44  84  10 
14    83    85 

4  4    85    39 


=  6-  40!544 
40.559 
40.518 
40.478 
40.545 


4  3'     8" 

60!83 

80 

44    50 

48.85 

7 

-  0!80 

48!08 

14    64 

36.68 

7 

-  0.65 

36.03 

14    59 

30.64 

6 

-  0.84 

89.701 

14    59 

31.01 

3 

-  0.83 

30.4  81 

48      8 

58.85 

8 

—  0.44 

88.41 

45      8 

39.00 

7 

-  0.85 

38.78 

45    88 

89.64 

6 

45    88 

39.53 

6 

45    37 

46.55 

7 

-1-  0.51 

47.06 

45    48 

44.08 

7 

-t-  0.56 

44.58 

45    48 

9.68 

7 

-1-  0.38 

10.00 

16    51 

6.93 

7 

-F0.38 

7.31 

■43!48 
43.80 


43.00 
43.13 


43.08 
43.36 
43.06 
48.78 


AuwKHs  UND  BsuaifS, 
Beobachtungen  in  Leipzig. 


(« 


Non.  Ost 
o  Urs.  min. 


a  Urs.  min.  1    13 
a  Vii^inis        13 


Nr.  5 
Pol.  1 
Non.  West 
Po).  I 
Nr.  6 


a  Urs.  min. 
^on.  Ost 
a  Urs.  min. 


Nr.  < 
% 


Pol.l 

Non.  West 
Pol.l 
Nr.  6 


Non.  Osl 
a  Urs.  min. 
Non.  West 
a  Urs.  min. 


)0 

fi 

10 

m 

<(l 

i3 

10 

ii 

(0 

45 

10 

51 

G.89 
13      9    S3.87 


9  iS  St. 80 

9  53  6.49 

9  .59  59.97 

<0  4  94.20 

10  8  58.31 

<0  23  34.40 

40  23  31.29 

10  42  11.63 

10  51  55.80 

10  58  5.31 


1       8    58.88 
1       0      6.20 


IS""    9™  42?89 


F«den.    ^„.  ,„„„ 
April  11.  Forts. 
10 


Beobachten  Aawen. 


Im  31er.      Uhrcorr. 


39.43 
17.02 


59.96 
35.35 

33.00 
13.26 
15.65 
57.34 


April  13. 
14    I  —15.31  I 
II        —  0.52 

April  14. 


24.12 
16.50 


April  16. 


A 

ml  15. 

15 

-0.16 

59.79 

10 

-  5.22 

30.13 

41 

—  3.26 

29.74 

7 

-  0.64 

12.62 

15 

-  0.51 

15.04 

9 

-  0.53 

56.81 

9 

—  0.03 

6.24 

12 

-  7.56 

16.31 

42 

-14.31 

16.40 

45 

0.00 

94.80 

9 

-  0.41 

6.08 

-  0.S8 

9 

-  0.35 

59.62 

10 

—  0.37 

23.83 

15 

-  0.10 

68.21 

10 

-  i.99 

29.« 

12 

-3.10 

28.19 

10 

-0.85 

11.08 

+  0.05 

10 

-  0.43 

SS.43 

10 

—  0.56 

4.75 

4-  0.61 

12 

^ 

9 

M 

I 


49] 


Bbstimmcng  DBS  Längknuntebscuirdbs  etc. 


273 


Beobachtungen  in  Gotha. 


Steni. 

Durcbg.-Z 

'     den  MitU 

1 

oit  durch 
)1  faden. 

CH.io«       Correct. 
^*^«°-     deslnstr. 

April  11.  Forts. 

Im  Mer. 

ührcorr. 

Lttngen- 
DifTereiiz. 

Kr.  Ost 

a  Urs.  min. 

43»» 

9" 

22!28 

13 

1/  Urs.  maj. 

13 

42 

26.73 

15 

-  0ü12 

26Ü61 

—  10?99 

a  Urs.  min. 

i 

9 

33.54 

5 

Beobachter:  Brohni. 

a  Urs.  min. 

13 

10 

6.89 

Api 
9 

•il  13. 

a  Urs.  min. 

1 

8 

58.69 

10 

Nr.  4 

9 

47 

10.12 

Api 
12 

•il  U. 
—  1.42 

8.70 

2 

9 

53 

22.31 

10 

—  2.33 

<9.<)8 

-  13.30 

3 

10 

0 

15.96 

11      !   -  2.19 

13.77 

Trübe. 

Apr 

il  1ö. 

1 

a  Urs.  min. 

1 

8 

30.25 

19 

a*  Gemin. 

7 

26 

15.52 

Api 
9 

•il  16. 
-  0.58 

14.94 

—  14.67 

a  Can.  min. 

7 

32 

31 .29 

9 

-  1.45 

29.84 

—  14.49 

/J  Gemin. 

7 

37 

19.82 

9 

-  0.73 

19.09 

-  14.54 

Nr.  4 

9 

47 

9.70 

9 

4-  0.16 

9.86 

6-  43?65 

2 

9 

53 

22.69 

8 

—  1.46 

21.23 

-  14.57 

43.74 

3 

10 

0 

16.10 

9 

—  1.20 

14.90 

43.86 

4 

10 

4 

40.44 

10 

-  1.40 

39.04 

43.77 

5 

10 

9 

13.62 

9 

-  0.23 

13.39 

43.74 

Pol.I 

10 

24 

3.87 

9 

Kr.  West 

Nr.  6 

10 

12 

27.75 

7 

-  1.25 

26.50 

-  14.75 

43.93 

7 

10 

46 

28.77 

10 

—  0.04 

28.73 

8 

10 

52 

10.77 

9 

-  0.23 

10.54 

43.62 

9 

10 

58 

21.48 

9 

—  1.33 

20.15 

—  14.78 

43.90 

a  Urs.  min. 

13 

10 

41.91 

13     ! 

ly  Urs.  maj. 

13 

42 

30.07 

9        -h  0.15 

30.22 

-  14.58 

a  Urs.  min. 

1 

8 

26.94 

19 

AlihaiiHI    d    K.  S.  C;«!Mlliirh.  d.  WiMHriiHrh.   XIII 
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AowBiS  dud  Beuhns, 


[50 


Beobachtungen  in  Leipsig. 


Stern. 


Durchg.-Zeit  durch 
den  Mittelfaden. 


Fäden. 


Gorrect. 
des  Instr. 


Im  Mer. 


Ubrcorr. 


Differenz 
der  Uhrcorr. 


April  47. 


Nr.  \ 

gh  46« 

'  54^03 

2 

9 

53 

5.50 

3 

9 

59 

59.01 

4 

40 

4 

23.31 

5 

40 

8 

57.51 

Pol.  I 

10 

23 

30.86 

Non.  Ost 

Pol.  I 

10 

23 

33.41 

Nr.  6 

10 

42 

10.39 

7 

10 

4U 

12.. 39 

8 

40 

51 

54.40 

9 

10 

58 

4.02 

1    10 

-  0!44 

63;69 

10 

—  0.65 

4.85 

10 

—  0.61 

58.40 

10 

-  0.62 

22.69 

10 

-  0.48 

57.03 

41 

-3.42 

27.44 

10 

-  6.39 

28.02 

10 

-  0.46 

9.94 

10 

-  0.40 

11.99  1 

10 

-  0.18 

54.23 

;  10 

-  0.47 

3.55 

4?82 


1.84 


4.84 


16?90 
46.94 
46.99 
47.02 
46.65 


47.05 

47.13 
47.44 
47.43 


Non.  West 
a  Urs.  min.  | 


Gehörte  Coincidenzen 
mit  L.  4  4 '^ 29" 38"  Am  =  6»26?638  mit  G.  4  4 >» 35» 30»  (zu  spät?) 
Unsicher  wegen  mehrfacher  Störungen  in  der  Verbindung,  deshalb 
später  wiederholt. 


Non.  Ost 
Nr.  28  pr. 
28  seq. 
29 
30 
Pol.  11 
Non.  West 
Pol.  II 
Nr.  31 
32 
33 
34 


43»»    9»22«24    |    24 
Gehörte  Coincidenzen 
mit  L.  43»»  47"  40"     Am 
43    50    49 


44»»  59"20!42 

4  4  59    20.87 

45  2    43.22 

4  5  8    29.84 

45  22    35.27 


—  8»62  I  43?59 


6"  26H63      mit  G.  43»»  53»  35» 
26.458  43    55    50 

43    58      4 


45 
45 
45 
45 
45 


22 
37 
42 

48 
50 


32.34 
38.24 
35.82 
4.45 
58.55 


6 

+  o;o4 

20;43 

6 

+  0.04 

20.88 

9 

—  0.24 

42.98 

10 

—  0.39 

29.45 

10 

—  5.87 

29.40 

44 

—  3.49 

28.82 

40 

—  0.54 

37,67 

40 

-  0.65 

35.27 

40 

—  0.38 

0.77 

40 

—  0.39 

58.46 

2!03 


47!49 
47.55 
47.29 
47.39 


a  Urs.  min. 


Trübe. 


April  48. 

I 


9.62 


42 


51] 
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BeobacbiuDgen  in  Gotha. 


Stero. 


Durchg.-Zeit  durch 
den  Mittelfaden. 


Fttden. 


Correct. 
des  Instr. 


Im  Bier. 


Ubrcorr. 


Lttogen- 
Diflerenz. 


o*  Gemin. 

7h  25- 

16!04 

a  Can.  min. 

7 

32 

31.92 

ß  Gemin. 

7 

36 

20.31 

Nr.  \ 

9 

47 

40.39 

2 

9 

53 

23.33 

3 

10 

0 

16.68 

4 

10 

4 

41.10 

K 

10 

9 

13.94 

Pol.  I 

10 

24 

8.13 

Kr.  Ost 

Pol.  I 

10 

24 

3.88 

Nr.  6 

10 

42 

28.87 

7 

10 

46 

30.18 

8 

10 

52 

12.26 

9 

10 

58 

22.64 

April  M. 


7 

—  0!69 

15!36 

9 

—  1.51 

30.41 

9 

—  0.83 

19.48 

9 

+  0.17 

10.49 

9 

—  1.54 

21.79 

9 

-  1.29 

15.39 

9 

—  1.39 

39.71 

9 

—  0.26 

13.68 

8 

• 

5 

9 

—  1.88 

26.99 

9 

-  0.80 

29.38 

9 

—  0.93 

11.33 

8 

-  1.96 

20.68 

-  15?11 

—  15.00 

-  14.94 

—  15.15 


-  15.26 


-  15.32 


Gehörte  Goincidena^n 
mit  L.  11^^21»  13«  mit  G.  11'»25'°30« 
11    24    15  11    27 

11    29 


►«^43?70 
43.73 
43.77 
43.80 
43.42 


43.78 
43.85 
43.82 
43.83 


43   A  tt  =  6»  26?589 


Kr.  West 
a  Urs.  min. 


55 


13^  10™  44H3    I      9 

Gehörte  Coincidenzen 

mit  L.  13^  39«  56"  mit  G.  13^  48«    9«  A  w 
13    43      1  13    50    31 

13    45    58  13   52    48 


6"  26?551 
26.500 
26.478 


Kr.  Ost 

Pol.  li 

Nr.  31 

32 

33 

34 

c^  Gemio. 
Nr.  1 
2 
5 
Pol.  1 
Kr.  West 
Pol.I 
Nr.  7 
8 
9 
a  Urs.  min. 


15»» 

15 

15 

15 

15 

7 

9 

9 
10 
10 

10 
10 
10 
10 
1 


23«  8!03 
37  57.26 
42  55.16 
48  19.06 
51     16.54 


—  2«10 

55!16 

—  2.34 

52.82 

-  1.00 

18.06 

—  0.99 

15.55 

26 
47 
53 
9 
24 

24 
46 
52 
58 
8 


17.49 
12.04 
24.70 
15.77 
1.98 

6.26 
30.49 
12.53 
23.25 
31.98 


8 
9 
9 
7 
9 
April  18. 


—  15?45 


6«43?81 
43.87 
43.60 
43.70 


9 

-  1.08 

16.41 

9 

—  0.53 

11.51 

9 

—  1.76 

22.94 

10 

—  0.82 

14.95 

8 

4 

9 

—  0.26 

30.23 

11 

—  0.39 

12.14 

9 

-  1 .43 

21.82 

13 

16.18 
16.31 


*-  16.47 


18 


»e 


AnwKis  vm  Bions, 


[M 


Beobachtungen  in  Leiptig. 


Non.  Ost      I 
er  Urs.  min.  j 

a*  Gemin. 
o*  Gemin. 
a  Gan.  min. 
f»  Gemin 
Nr.  1 


4 

5 

Pol.  I 

Non.  West 

Pol.  1 

Np.  6 


Non.  Ost 
a  Urs.  min. 
Non.  West 
a  Urs.  min. 
t]  Urs.  maj. 
Nr.  28  pr. 

28  seq. 

29 

30 

Pol.  n 

Non.  Ost 
Pol.  II 
Nr.  31 

32 

33 

34 
a  Urs.  min. 
Non.  West 
a  Urs.  min. 

a  Can.  min. 

ß  Gemin. 

Kr.  1 


April 

8.  Ports. 

)>     8- 

56!S6 

13 
Ap 

ril  19. 

7    «5 

56.46 

7 

-  0!88 

56;l8) 

7    85 

56.97 

6 

-  0.88 

56.691 

7    3S 

12.18 

10 

-  0.50 

11.68 

7    37 

1.16 

10 

-  0.33 

O.SS 

9    t6 

51.56 

10 

—  0.01 

51.84 

9    53 

3.«4 

10 

-0.41 

i.83 

9    59 

56.73 

10 

-  0.35 

56.38 

10      4 

81.08 

10 

-0.47 

80.61 

10      8 

&S.ÖO 

10 

-  0.10 

64.90 

<0    93 

30.75 

II 

-  4.88 

85.93 

10    23 

89.07 

18 

-  2.85 

36.88 

10    42 

B.37 

10 

-  0.64 

7.83 

10    46 

10.55 

10 

-0.43 

10.12 

10    61 

58.55 

10 

-  0.14 

68.11 

10    58 

1.98 

10 

—  0.56 

1.48 

+ 

3;58 

+ 

3.63 

+ 

3.67 

+ 

3.79 

Gehfirle  Coincidenzen 

mit  L.  1 1"  1 0-  86'  i^  u  =  6"  22!548 
II    13    81  82.531 

II    16    83  88.637 

11    19    21 


h  80!70 

-  80.78 

-  80.80 

-  20.75 
r  80.93 


-1-3.88  -1-81.38 
-I-  21 .26 
+  81.23 

-1-3.98       -(-81.28 

mit  G.  11»  88-  6' 
II  84  80 
11  86  34 
II  28  48 
II    31       5 


I3>     9" 

26!68 

8 

-I3!66 

12?96 

13      9 

19.93 

12 

-  6.92 

13.01 

13    42 

11.94 

10 

-  0.35 

11.59 

-1-  4!06 

14    59 

18.80 

6 

-  0.38 

18.48 

14    59 

19.86 

6 

-  0.38 

18.93 

15      2 

41.43 

10 

-  0.41 

41.02 

15      8 

27.88 

10 

-  0.46 

87.48 

15    88 

89.83 

18 

—  2.80 

86.43 

16    88 

31.69 

12 

-  5.18 

26.61 

16    37 

36.05 

10 

-  0.30 

35.75 

-1-  3.09 

16    48 

33.63 

10 

—  0.36 

33.27 

15    47 

58.77 

11 

-  0.02 

58.75 

16    60 

66.25 

9 

-  0.08 

66.23 

1      9 

0.01 

8 

1       9 

8.93 

7 

+ 

24r75 

+ 

XI 

4» 

+ 

21 

42 

+ 

81.64 

+ 

21 

39 

+ 

21 

42 

32  11. 3S 

37  0.34 

46  50.86 

63  2.42 


April  20. 
10  —  0.55 
10  —  0.49 
10  —  0.30 
10       —  0.45 


10.77  I  +  im  I 

59.85  +  4.62 
50.56  I 

1.97  I  +  4.63  I 


I-  82.95 
h  22.88 


53] 


BssTiimuNG  Dss  Lärgbnviit£18chibdss  etc. 


»77 


Beobacbtuogen  io  Gotha. 


Stern. 


DQrchg.-Zeit  durch  !  p- j._ 
dcQ  Mittelfaden.     1  '^■°*"- 


Correct. 
des  Instr. 


Im  Mer. 


Uhrcorr. 


Ltfngeo- 
Differenz. 


Kr.  Ost 
a  Urs.  min. 


4^    8"»  48!53 


April  48.  Forts. 

40 
April  49. 


Nr.  1 

9 

47 

13.04 

2 

9 

53 

25.76 

3 

10 

0 

19.12 

4 

10 

4 

43.50 

5 

10 

9 

46.95 

Pol.  1 

10 

24 

4.52 

Kr.  yfesl 

Pol.  I 

40 

24 

8.39 

Nr.  6 

10 

42 

30.95 

7 

10 

46 

31.95 

8 

10 

52 

14.04 

9 

10 

58 

24.52 

9 

—  0*80 

42*24 

7 

-2.16 

23.64 

9 

-  1.94 

47.48 

7 

-  2.02, 

44.48 

10 

-  4.42 

45.83 

8 

3 

7 

-  4.74 

29.24 

9 

-  0.56 

34.39 

9 

-  0.70 

13.34 

9 

-  4.82 

22.70 

^^-    Ost 

**   tlrs.  min. 
•7  ^rs.  maj. 


^*"-    West 
^^r.  29 

30 
»Ol.  II 
^»^^    Ost 

i^oi.  n 

^r.  34 
32 
33 
34 

*  VJrs.  min. 
^■"-  West 

*  VJrs.  min. 

^  Clan.  min. 
P  Oemin. 
Nr.  4 
2 


Gehörte  Coincidenzen 
mitL.  44»»    5"  23"  mit  G.  44'»  46"*  33»  Aw 
44      8    24  44    48    54 

44    44    22  44    24       9 

41    23    26 
44    25    44 


43^»  40»42!44 
43    42    33.29 


45 
45 
45 

45 
45 
45 
45 
45 
4 


3      4.42 

8    54.02 

23    44.34 


23 
38 
42 
48 
54 
8 


43.23 
0.43 
58.44 
24.85 
49.36 
42.62 


4       8    27.72 


19 

7 

—  0*42 

32!87 

9 
9 
5 

-  4.35 

—  2.41 

2.77 
48.94 

10 
8 
9 
9 
9 

43 

-  2.96 

-  3.23 

-  1.71 

-  1.71 

57.47 
54.91 
20.14 
17.65 

40 

7 
7 
9 
9 


32 
37 
47 
53 


April  20. 


-  47?00 


-  47.49 


-  47.36 


43?38 
43.45 
43.46 
43.44 
43.58 


43.99 
43.86 
43.83 
43.87 


22?625 
22.603 
22.574 
22.554 
22.566 


-  47!22 


-  47.43 


6-44?03 
43.76 


43.66 
43.87 
43.64 
43.63 


35.85 

8 

-2.45 

33.40 

-  18.04 

24.25 

8 

-  1.88 

22.37 

-  17.89 

14.29 

9 

-  0.78 

13.51 

6    43.63 

27.50 

8 

—  2.65 

24.85 

-  18.25 

43.55 

278 


Aowras  om>  Brohns, 
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Beobachtungen  in  Leipzig. 


Steni. 


Nr.  3 
4 
5 
Pol.  I 
Non.  Ost 
Pol.  I 
Nr.  6 
7 
8 
9 


Non.  West 
a  Urs.  min. 
Non.  Ost 
a  Urs.  min. 
fj  Urs.  maj. 


Darchg.-Zeit  durch 
den  Mitteifa  den. 


aCan.  min. 
ß  Gemin. 
Nr.  4 
2 
3 
4 
5 
Pol.  I 
Non.  West 
Pol.  I 
Nr.  6 
7 
8 
9 


Fäden. 


Correct. 
des  Instr. 


Im  Bier. 


Ohrcorr. 


DÜferenz 
der  Uhrcorr. 


9^  59"»  55?90 

10  4    20.20 

10  8    54.32 

10  23    28.23 

10    23    29.82 

10    42      7.29 

10    46      9.34 

10    51     51.35 

10    58      0.94 

Gehörte  Goincidenzen 

mitL.  11*»    9»  56"  Au 
11     12    53 
11     15    52 
11     18    47 


April  20.  Forts. 


10 

-  0!44 

55746 

10 

-  0.44 

19.76 

10 

-  0.34 

53.98 

11 

—  2.38 

25.85 

13 

-  4.35 

25.47 

10 

-  0.26 

7.03 

10 

-  0.01 

9.33 

10 

-  0.04 

51.31 

10 

—  0.89 

0.65 

4"67 


4.68 


22^91 
22.95 
23.00 


22.91 
22.99 
23.07 
23.08 


6*  20!537  mit  G, 
20.508 
20.531 
20.525 


Ih  19-  42» 

1  21  58 

1  24  16 

1  26  31 

1  28  47 

1  31   4 


13*»  9»  18?72 

13      9    22.26 
13    42    10.59 


11 

-  6»67 

13'05 

12 

-12.45 

9.81 

10 

+  0.10 

10.69 

4!96 


April  21 . 


7 

7 

9 

9 

9 

10 

10 

10 

10 
10 
10 
10 
10 


32 
36 
46 
53 
59 
4 
8 
23 

23 
42 
46 
51 
58 


10.21 
59.16 
49.64 
1.34 
54.82 
19.10 
58.17 
29.64 

27.22 
6.67 
8.79 

50.70 
0.12 


10 
10 
10 
10 
10 
10 
10 
12 

12 
10 
10 
10 
10 


Gehörte  Goincidenzen 


—  0.38 

9.83 

—  0.21 

58.95 

+  0.09 

49.73 

—  0.28 

1.06 

-  0.22 

54.60 

—  0.25 

18.85 

0.00 

53.17 

-  4.41 

25.23 

-2.44 

24.78 

-  0.42 

6.25 

—  0.32 

8.47 

—  0.33 

50.37 

-  0.43 

59.69 

5.43 
5.51 

5.53 


5.44 


5.63 


25!08 
24.95 
24.97 
24.93 
25.43 


mit  L.  11^ 
11 
11 
11 
11 


10™ 

13 

15 

18 

21 


0«  Am  =  6-  18!401   mit  G. 

1  18.435 

53  18.424 

49  18.429 

44  18.401 


25.15 
25.13 
25.14 
25.34 


24"  38» 
26    48 
29      9 
31    20 
33    35 


M) 


BBSTUmCKÜ  DES  LÄHaGRtnTIRSGHIBDBS  ßtC. 


BeobachlUDgeo  in  Gotha. 


April  20  Ports. 


Nr.  3 

I0>     0-  80!69 

9 

-S!38 

I8!3I 

«■ 

43!57 

4 

10      i     46.20 

9 

-  2.49 

48.71 

43.60 

5 

10      9    <8.S3 

9 

-  1.25 

16.98 

43.66 

Pol.  I 

10    84     15.07 

5 

Er.  Osl 

Pol.l 

10    84      9.43 

8 

Nr.  6 

40    48    38.91 

9 

-2.97 

89.94 

-  18;24 

43.61 

7 

10    46    34.11 

9 

-  1.79 

38.32 

43.68 

8 

(0    52    (6.31 

9 

-  1.93 

14.38 

43.66 

9 

10    68    86.79 

9 

-  3.06 

83.73 

—  18.41 

43.66 

Geborte  Coincidenzen 

mitL.l1'     S-    0-rail  G.  11»  14-20' A 

u  «  6»  20!566 

11       5       8               11      16    36 

20.666 

11       7     67               11      18    53 

80.574 

11     10     53               11     21     18 

80.544 

II     23    88 

20.588 

11     85    41 

80.574 

Kr.  West 

a  Urs.  min. 

13»  10-  55M6 

15 

t]  Vn.  nlBJ. 

13     48    34.86 

9 

-  0!82 

34!04 

-  18!39 

«r  ün.  min. 

1       8    31.98 

18 

Kr.  Ort 

a  Urs.  min. 

1       8    48.66 

9 

Ap 

ril8l. 

4^  Gerain. 

7    86    81.89 

9 

-8.88 

19.61 

—  19.44 

a  Gas.  min. 

7    38    57.68 

9 

—  3.10 

54.42 

-  19.08 

fl  Gerain. 

7    37    86.17 

9 

-2.42 

«3.76 

-  19.89 

Nr.  1 

9    47    16.44 

9 

-  1.63 

14.81 

6- 

43!65 

« 

9    53    89.15 

9 

-  3.14 

86.01 

—  19.48 

43.51 

3 

10      0    22.47 

6 

-8.90 

19.67 

43.58 

t 

1«      4    46.78 

9 

-3.00 

43.78 

43.48 

5 

10      9    20.84 

9 

—  1.64 

18.60 

43.99 

Pol.l 

It    24    10.03 

5 

Kr.  Wen 

Pol! 

10    84     13.98 

7 

Nr.  6 

10     48    34.14 

9 

-  8.74 

31.40 

-  19.71 

43.69 

7 

10     46    35.09 

9 

-  1.49 

33.60 

43.68 

8 

10    53     17.15 

9 

-  1.64 

15.51 

43.68 

9 

10    58    87.86 

9 

-8.83 

25.03 

-  19.71 

43.81 

Gehörte  Coincidenzen 

railL.II»    2-30'mitG.  11"  17-10' A. 

= 

11       6    85               11      19    88 

6-  I8!515 

11       8    19               11     81     44 

18.459 

11     11     14               11     83    59 

18.493 

11     14    14               II     80     18 

18.434 

11     88 

38 

18.1 

41 

AOWSHS  UND  Brl'HNS, 
Beobaohtungeo  in  Leipzig. 
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Non. 

D»l      1 

«Urs 

min. 

Non.  Wesl 

a  Urs 

mio. 

,Ura 

maj.  1 

April  21 .  Fort«. 


a  Can.  miD.I 
ß  Gemin.      | 


13'     9-  S5!00 


<3      9    li.78 
<3    H    <0.I8 


7    32      9.31 
7    3S    58.56 


(( 

-12!67 

I8!33 

14 

—  5.89 

6.89 

10 

-  0.87 

9.91 

+  5!7i 

April  28. 

1 

-  O.il 

8.87 

-t-  6.39    1 

25 

-  0.39 

58.17 

+  6.87   1 

Beobachter:  Brohiu. 


April  24. 


«!  Gemin. 

7 

23    53.38 

9 

-  0.38 

52.94 

+  7.18 

a  Can.  min. 

7 

38      8.38 

9 

-  0.42 

7.90 

+  7.33 

ß  Gemin. 

7 

36    57.46 

9 

-  0.39 

57.07 

+  7.34 

Nr.  1 

9 

(6    48.14 

10 

-  0.29 

47.85 

+  22!3I 

2 

9 

52    .W.57 

9 

-  0.34 

59.23 

+  7.31 

+  88.40 

3 

9 

59    52.78 

9 

-  0.33 

52.45 

+  28.75 

t 

10 

4    17.43 

9 

-  0.33     17.10 

+  28.33 

5 

10 

8    51.59 

9 

—  0.30 

51.29 

+  88.33 

Pol.  I 

10 

83    24.18 

13 

—  1.03 

23.15 

Non.  Osl 

Pol.  1 

10 

23    26.18 

9 

-  3.01 

23.17 

Np.  6 

10 

42      4.33 

9 

—  0.15 

4.18 

+  7.48 

+  82.60 

7 

10 

46      6.48 

9 

+  0.03 

6.51 

+  82.59 

8 

(0 

51     48.51 

9 

+  O.Ol 

48.58 

+  22.51 

9 

10 

57    57.77 

6 

-  0.16 

67.61 

+  7.68 

+  88.87 

Gehörte  Coincidf 

nzen 

milL.  11''11-  3 

1"  Au 

->  6-  20;469     m 

IG.  11'81 

-48' 

11    14    3 

0 

20.475 

11    23 

55 

11    17    2 

6 

80.463 

11    86 

18 

(1    20    2 

6 

20 

498 

11    28 

38 

Non.  West 
et  Urs.  min. 
t]  Urs.  maj. 


13'     9-<.3!32 
<3    42      8.49 


1«6     ll!76 
.  0.25       8.24 


67] 


BeSTIMIIUNG  des  LÄNGEt«UNTEBSCHIEDES  etC. 


881 


Beobachtungen  in  Gotha. 


Stern. 


DurcKg.-Zeit  durch 
den  Mittelfaden. 


Ffldeu. 


Correct. 
des  Instr. 


Im  Mer. 


Kr.  Ost 
a  Urs.  min. 


f]  Urs.  maj. 


er  Cassiop. 
a  Urs.  min. 
Kr.  West 
a  Urs.  min. 


Nr.  4 

2 

3 

4 

5 
Pol.  I 
Kr.  Ost 
Pol,  I 
Nr.  6 

7 

8 

9 


Kr.  West 
a  Urs.  min, 
a  Virginis 
a  Cassiop. 
a  Urs.  min. 
Kr.  Ost 
a  Urs.  min. 


43^  40"  38^79 


43    42    37.47 


April  24 .  Forts. 


44 


45 


—  2«00 


3ö?47 


Beobachter:  Auweri. 


0 
4 

4 


33 

7 


4.26 
20.35 

6.64 


April  23. 


9 
8 


2.85 


40 
April  24. 


7.4  4 


9 
9 

40 
40 
40 
40 

40 
40 
10 
40 
40 


47 

53 

0 

4 

9 

24 

24 
42 
46 
52 
58 


7.59 
22.86 
4  5.86 
40.34 
4  4.99 
34.44 

28.89 
28.22 
28.00 
40.24 
22.4  4 


Gehörte  Goincidenzen 

mit  L.  44»^    3"  47«     mit  G.  44M6"  32« 


(Jhrcorr. 


Längen- 
Differenz. 


44 
44 
44 


6 

9 

42 


45 
42 
38 


44 
44 
41 
41 


48 
24 
23 
25 


53 
4 

29 
42 


43^  42"    0«90 
'    43    48    25.60 
0    33      4.48 
4       7      6.49 

4      7    23.67 


-  49«54 


-  4  4.94 


iO 

+  2.57 

10.16 

10 

-  1.23 

21.63 

10 

—  0.66 

15.20 

10 

—  0.88 

39.43 

10 

+  1.63 

13.62 

5 

10 

10 

—  1.44 

26.78 

10 

+  1.10 

29.10 

10 

+  0.82 

11.03 

10 

—  1.63 

20.48 

—  45.08 


-  45.42 


—  45.49 


>BI 


42!86 
42.95 
43.29 

42.77 
42.86 


43.44 
43.09 
43.04 
43.36 


Au  =  6"  20H78 
20.444 
20.508 
20.474 


23 

10 

-  2!40 

23^20 

«• 

o 

-1-  3.53 

7.74 

9 

43 

-  45?31 

-  45.54 


AUWERS  UNO  BltüKB, 
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Regisl 


Ablesungen  vom  Leipziger  Papiorstreifen. 
Beobachter:  Brahiu  in  Leipsi^,  Anmn  In  Ootha. 


l.-Z.d.M.- 

Lfipzig. 


Corrcct  '    D.-Z.  d.  M.- 
doslnstr.i  Gotha. 


deslBStr.  iLeipiig.l  Gotha.      D'f« 


L.  Non.  Ost 
Nr.  10 


13 
L.NoD.Wesl 
Nr.  1i 


April  i. 


II  i1  18.38  H 
11  54  23.81  25 
11   57   27.99  25 

2Ö 


..  Non.  Osl 
Nr.  U 


16 


Nr.  10 
II 


L. Non. West 
Nr.  1i 


12     8   29.3 

12  12      8.24  S 

12  22   SO. 34  i 

12  26   27.44  S 

12  37    55.91  S 

12  41    3(i.44  ^ 

UhrcorrectioD :  Nr.  1 1  - 


II  37  59.22 

II  4t  H.28 

11  54  19.22 

11  57  24.05 


IlMt-iS!»! 

171  +0!54 

3!01 

46!45 

tl   48     0.96 

17j  +0.50 

18.23 

1.46 

ti     \      K.76 

3   +0.39 

23.04 

6.15 

ii     i   tO.66 

16   +0.S3 

27.81 

11.19 

IS  (5    13.U 

24   -0.67 

29.21 

12.47 

12  18   Sl.Si 

25  -0.17 

7.86 

54.37 

12  29   33.76 

22,  —0.26 

50.01 

33.50 

12  33    11.46 

25   —0.69 

27.33 

10.77 

12  44   39.30 

25,  -0.24 

55.57 

39.12 

12  48   20.781241  —0.86 

36.40 

19.92 

12     8  25.04 

12  12  4.14 

12  22  {G.30 

12  26  23.28 

12  37  51.71 

12  41  32.35 
Uhrcorrection 


25 

-0.39 

25 

-0.37 

25 

-0.26 

25 

-0.38 

20 

+0.0.5 

25 

-0.26 

15 

-0.19 

25 

+0.06 

25 

—0.21  1 

-54!50;  Nr.  15  +54:67. 
April  8. 


11    44  42.70 

11  47  57.96 

12  I      3.39 
12     4      7.52 

12  15     8.35 

12  18  46.83 

12  2D  29.09 
12  33     6.70 

12  44  34.68 

12  48  15.79 

58;82;  Nr.  15 
April  10. 


0.54 

58.83 

42.16 

« 

0.65 

13.91 

57.31 

1.23 

18.96 

2.16 

0.57 

2,1.67 

6.95 

0.12 

25.09 

8.23 

0.28 

3.88 

47.11 

0.18 

46.11 

29.27 

0.13 

23.34 

6..57 

0,20 

51 .50 

34.88 

0,21 

32.50 

15.58 

11   29 

14.26125   -0.23 

11   45   57.83  251  -0.58 

14.03 

5-.S5  1 

11    42 

29.36  !25   -0.18 

11   19   12.99  25!  -0.71 

29.17 

42.28  1 

11   55 

33.80!  7   +0.02 

12     8   18.46  25:  —1.36 

33.82 

17.10; 

11   58 

38.95 '24  -0.21 

12     5   22..52.201  -0.61 

38.74 

21.91  i 

12     9 

40.54  13   -0.31 

18  16   23.89  16   —0.63 

40.23 

23.26 

12  13 

19.37    8  —0.38 

12  20      1.95  25!  +0.08 
18  30   44.30  24i  —0.10 

18.99 

2.03 
44.20  ' 

12  27 

.38.67  23  -0.31 

12  34   88.11  ;2l|  -0.65 

38.36 

21.46 

12  39 

6.901  3  —0.37 

12  43   49.83124   -0.06 

6..53 

49.77 

12  42 

47.71  13   —0.29  112  49   31.32  :24i  —0.82  1,  47.42 

30.50 

Ubrcorreclion  :  Nr.  1 1  —  16;44;  N'r.  15  —  I6;4n, 

April  II. 

11   39 

H.57iä5  -0.31     11   45   54.01:85  +0.68  '  11.26  ;  51.69 

11   42 

26.60  125—0.29    1149     9.01  125,  +0.73     26.31  '    9.74 

11   56 

31.52  25-0.19    12     8     3.53 '20  +1.01     31.33  |    4.54, 

11   58 

36.:l«i25  -0.31 

12     5    18.65i85|  +0.69 

36.02 

19.34  1 

59] 


Bestimmung  des  Längbnunterschiedes  etc. 
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Beobachtungen. 


Ablesungen  vom  Gothaer  Papierstreifen. 
Beobachter:  Anweri  in  Ootha,  BmhnB  in  Leipzig. 


Sien, 


D.-Z.  d.  M.-F. 
Leipzig. 


s 


D.-Z.  d.  M.-F. 
Gotha. 


e 

xo 
(au 


Im  Meridian. 


Leipzig. 


Gotha. 


Längcn- 
DiflTerenz. 


L.  Str. 
G.  Str. 


Kr.  West 
r.  10 

H 

12 

43 
kr.  Ost 
r.  U 

15 

16 

17 

18 

19 


r.  10 

11 

12 

13 
ir.  West 
r.  U 

15 

16 


17 

18 
19 


r.  Ost 

.  10 

H 

12 

13 

r.  West 

.  14 

15 

16 

n 

18 

19 

.  10 

11 

12 

«3 

April  4. 


11^32»22?38 

11   35  37.53 

H   48  41.97 

11  51  47.16 

12  2  48.51 
12  6  27.44 
12  17  9.56 
12  20  46.64 
12  32  15.13 
12  35  55.66 


25 
21 
25 
25 

25 
25 
25 
25 
25 
25 


11  »»39"  5?05 
11  42  20.10 
11  55  24.91 
11   58    29.81 


12 
12 
12 
12 
12 
12 


9 
13 
23 
27 
38 
42 


32.32 
10.68 
52.94 
30.67 
58.53 


39.97 
Chrcorrection :  Nr.  1 1 .  —  7?87 ; 


11  32  24.06 

11   35  39.14 

11   48  44.08 

11  51  48.91 

12  2  49.91 
12  6  29.01 
12  17  11.19 
12  20  48.18 
12  32  16.66 
12  35  57.26 
Uhrcorrection 


25 
25 
25 
25 


11  39 

11  42 

11  59 

11  58 


April  8. 

7.48 

22.75 

28.20 

32.35 


20  12  9  33.18 
25  12  13  11.65 
15  12  23  53.94 
25    12  27    31.54 

24  12  38   59.57 

25  12  42  40.66 
Nr.  11  —  9!38;  Nr.15  —  9H0 

April  10. 


11   32   25.16  125 II  11   39      8.63 


11  35   40.22  ;25 


11   48  44.75      7 

11  51  49.86    24 

12  2  51.49    12 
12     6  30.30      8 

12  20  49.66    23 

12  32  17.86  I    3 

12  35  58.73  |l3i 
Uhrcorrection  :  Nr.  1 1 


11  42  23.84 
11  55  29.33 
11    58    33.40 


12 
12 
12 
12 
12 
12 


11  32  25.84 
11  35  40.89 
11  48  45.83 


25' 

25 

25 


11  51  50.66  125 


11 
11 
11 
11 


9  34.79 
13  12.90 
23  55.23 
27  33.07 
39  0.80 
42  42.29 
-10'?42; 
April 
39  8.20 
42  23.24 
55  27.78 
58  32.91 


25 
25 
25 
19 

17 
25 
24 
24 
24 
24 


24.93 
40.04 
44.77 
49.65 


51. 

29. 

49. 
17. 
58. 


18 
92 

35 
49 
44 


8.05 
23.13 
27.97 
32.79 

34.16 
12.98 
55.13 
32.42 
0.74 
41.47 


Xr.15  — 10!45. 
11. 


17 

22*17 

5!59 

17 

37.40 

20.60 

3 

42.20 

25.30 

16 

46.98 

30.34 

2i 

48.39 

31.65 

25 

27.06 

10.51 

ii 

9.23 

52.68 

25 

46.53 

29.98 

25 

14.79 

58.29 

24 

55.62 

39.41 

Nr.1 

5  -  8^0fl 

25 

23.67 

6.94 

23 

38.77 

22.10 

23 

43.82 

26.97 

24 

48.53 

31.78 

21 

49.96 

33.06 

25 

28.75 

11.93 

25 

11.00 

54.12 

24 

48.24 

31.41 

25 

16.45 

59.77 

23 

57.41 

40.45  i 

6 


25 

25.53 

8.88 

25 

40.60 

23.97 

21 

45.64 

28.79 

25 

50.35 

33.60 

43H2 

O'OIÖ 

43.20 

0.006 

43.10 

0.015 

43.36 

0.025 

43.26 

0.005 

43.45 

0.061 

43.45 

0.033 

43.45 

-  0.007 

43.50 

0.054 

43.49 

0.032 

43.27 

0.061 

43.33 

0.064 

43.15 

0.052 

43.25 

0.031 

43.10 

0.031 

43.18 

0.048 

43.12 

0.043 

43.17 

0.0G8 

43.32 

0.061 

43.04 

0.040 

43.12 

0.097 

43.09 

0.020 

43.20 

0.086 

43.14 

0.033 

42.98 

0.042 

43.06 

-  0.021 

43.07 

0.034 

43.25 

-  0.005 

43.03 

0.051 

43.35 

0.087 

43.37 

0.051 

43.15 

O.OiS 

43.25 

0.062 

284 


AuWERS  UND  BrL'IIIIS, 


[60 


Ablesungen  vom  Leipziger  Papierstreifen. 


Stern. 


.L. 


I).-Z.  d.  M.-F. 
Leipzig. 


§  I  Correct. 
S  I  des  Instr. 


D.-Z.  d.  M.-F.      g 


Gotha. 


Correct. 
des  Instr. 


Im  MeridiaD. 


Leipzig. 


Gotha. 


'  Lioi 
DiffiB 


L.  Non.  Ost 

Nr.  U 
15 
16 
17 
48 
19 


L.  Non.  West 

Nr.  10 
11 
12 
13 
L.  Non.  Ost 
Nr.  14 
15 
16 
17 
18 
19 


L.  Non.  West 

Nr.  10 

11 

1!2 

13 


April  f1.  Forts. 


12»»  8"37!21  |25 
12  13  16.34125 
12  23  58.55  [25 
12  27  35.69  25 
12  39     4.14 '25 

24 


+0!12 
-0.19 
-0.13 
-4-0.13 
-0.14 
+0.21 


12M9"59!87 
12  30  41.92 
12  34  18.99 
12  45  47.51 
12  49    28.07 


12  42    44.91 

Uhrcorrection :  Nr.  11  —  13ü58;  Nr.15— 13?62. 
Registrirte  Coineidenzen 
mitL.  13»»  3»  34«  Aw'  = 
13   6    25 


37f33 

15 

-0H2 

16.15 

59?75 

25 

—0,09 

58.42 

41.83 

25 

—0.09 

35.82 

18.90 

85 

-0.10 

4.00 

47.41 

24 

— 0.<2 

45.12 

27.95 

6-45?638     mite.  13M2"14» 
45.616  13    14    29 

13  16    4a 


Beobaehter :  Anwarf  in  Leipzig,  Brohnf  in  Gotha. 


(BisIlMrttbe.) 

11'*42"22?72  15 
11   55   27.30:25 


11   58   32.34 


20 


12  9  33.12  22  —0.12 
12  13  12.37  24  -0.47 
12  23  54.54  18  -0.40 
12  27  31.38  24  —0.12 
12  39  0.09  25  —0.41 
12  42  40.48  23  -0.01 
Uhrcorrection :  Nr.  11  — 
Registrirte  Coineidenzen 
mit  L.  11»»  3"  16»  Am'  = 

11    6    16 

11    9    15 


0-56 
0.43 
0.58 


April  13. 

11  »»45- 50125 

11  49     5.30 

12  2    10.05: 
12     5   15.01 


25  +0?30 
25   +0.34 


23 

20 


0.57 
0.31 


12  30  39.95  161  —2.51 
12  34  16.48  25  —1.81 
12  45  45.52  j25'  -2.54 
12  49  25.45  j25i  -1.57 
9Ü45;  Nr.  15  —  9?37. 


6"  40^079 
40.085 
40.090 


Registrirte  Coineidenzen 
mit  L.  11H3'»  27«  Au' 

11    16    24 

11    19    24 


April  16. 

6-  28Ü769 
28.740 
28.702 


mite.  11H2' 
11  14 
11  16 
11  18 
11  21 
11    23 


5" 
22 
35 
51 

5 
22 


mite.  11 '»23-  44» 
11  26   2 
11  28  15 
11  30  30 


11»»38-58?13!25 
11  42  13.20)25 
11  55  17.86  20 
11  59  22.87  25 


— 0?52 
—0.50 
—0.39 
-0.52 


-1?40 
-1.17 


57?61 
12.70 
17.47 
22.35 


6- 42 
43 
43 
43 
4S 


50!55 

2271 6 

5.64 

26.87 

10.62 

31.76 

15.32 

33.00 

11.90 

54.14 

37.44 

31.26 

14.67 

59.68 

42.98 

40.47 

23.88 

6-43 
49 
43 


43 

43 
43 
43 


UhrcorrectioD :  Nr.  11  —  0!01. 

UnoiHtelbar  nach  dem  Durchgang  von  Nr.  1 1  wurde  die  Verbind,  anlerbroc 


61] 
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Ablesungen  vom  Gothaer  Papierstreifen. 


Stern. 

D.-Z.  d.  M.-F. 

• 

a 

D.-Z.  d.  M.-F. 

f 

• 

e 
« 

Im  Meridian. 

1 

LSngen- 

L._Slr. 

Leipzig. 

2 

Gotha. 

Leipzig. 

Gotha. 

DiflTerenz. 

G.  Str. 

April  11.  Forts. 

Kr.  Ost 

Cr.  U 

«2^   2-5<!o2 

25 

51?64 

15 

12     6    30.70 

25 

12H3"14?10 

15 

30.51 

13!98 

6"43?47 

0!128 

16 

42  17    12.92 

25 

12  23    56.27 

24 

12.79 

56.18 

43.39 

0.023 

il 

12  20    50.06 

25 

12  27   33.33 

25 

50.19 

33.24 

43.05 

0.030 

18 

12  32   18.51 

25 

12  39      1.88 

25 

18.37 

1.78 

43.41 

0.001 

19 

12  35   59.30 

24 

12  42    42.43 

24 

59.51 

42.31 

42.80 

0.033 

übrcorrection : 

Nr 

.11  -.11?26;  Nr.15  -11H5. 

Er.  West 
Nr.  10 

12 

13 

Cr.  Ost 

fr.  14 

15 

16 

17 

18 

19 


r.  West 
.  10 
II 


Registrirte  Coincidenzen 

mit  L.  12»»  57-  52«     mit  G.  13^  4"    4«  Ati'=  6»  45?617 

13      0    47                  13    6    21  45.603 

13    8    39  45.574 

Beobachter :  Brnhns  in  Ootha,  Auwers  ii  Leipzig. 

April  13. 


11'*35'"42!68 
11  48  47.25 
11   51    52.31 


12  6  32.35 
12  17  14.53 
12  20  51.41 
12  32  20.11 
12  36  0.50 
Uhrcorrection 


15 
25 
20 


24 
19 
23 
25 
23 


I1\39"10H5  125 
11    42    25.19    25 


11   55    29  95: 
11   58   34.91 


12  24  59.92 

12  27  36.43 

12  39  5.51 

12  42  45.46 


23 
20 


16 
25 
25 
25 


42?12 
46.82 
51.73 


31.88 
14.13 
51.29 
19.70 
0.49 


10!45 
25.53 
30.52 
35.22 


6'»43?41 
43.70 
43.49 


Nr.  11  —12^82. 
Registrirte  Coincidenzen 
mit  L.  10*'  56"  22^     mit  G.  11^   5" 

10  59    21 

11  2    19 


11 
11 
11 
11 
11 


9 
11 
14 
16 


3« 
21 
37 
53 
11 
27 


A?*'  = 


April  16. 
Registrirte  Coincidenzen 
mit  L.  11»»    7-  49»     mit  G.  11»'  n«» 
11    10    51  11    20 

11    13    48  11    22 

11    24 


45" 
0 

17 
36 


Am'  = 


41»*32-29?42    23  |  11»»39"13«88  125     28^90 
11   35   44.54  123  111    42    28.78  ;2.'>!    44.04 


0?065 
0.050 
0.062 


57.41 

43.28 

0.027 

34.62 

43.33 

0.080 

2.97 

43.27 

0.032 

43.89 

43.40 

0.011 

6"  40!162 

40.154 

40.132 

40.132 

40.103 

40.110 

6«"  28^780 

28.802 

28.773 

28.743 

12H8       6« 

» 43?58 

27.61 

1 

1 
t 

43.57 

Uhrcorrection:  Nr.  11  —  14*93. 
Iialb  diesen  Abend  gar  keine  Gothaer  Reobachtungssignaie  nach  Leipzig  kamen, 


Adwbks  umd  Brchns, 
Ablesungen  vom  Leiptiger  Papierstreifen. 


(»« 


D.-E.  d.  M,-F. 


D.-Z.  d.M,.F. 


: '  Correcl.       I""  Meridian. 
>  dcslnsir.    Uip«ig.|  Gotha. 


L.  Non.  Ost 
Kr.  << 


L.Non.West 
Nr.  U 
IS 


83 
L.  NoD.  Ost 
Nr.» 


!6 
87 


L.  NoD.West 
Nr.  10 
II 


L.  Non.  Ost 
Nr.  14 
19 


April  17. 

— 0!39  IIM8»S6!78 
-0.1!  18  8  0.68 
0.43  118     ä     6.C8 


H''42"ll!90 
H  55  10.37 
11   58   81.69 


18     9  83.00 

18  13  1.96 

18  83  44.(1 

18  87  81.87 

12  .38  49.77 

18  48  30.36 

14     8  33.46 

14     5  44.06 

14  81  16.94 

14  84  19.08 


14  37    43.10  85  —0.18    14  44   57.78 
14  39   87.19  18  —0.44    14  46   18.61 
14  50   39.91  25  -0.43    14  .5 
14  54   «7.56  85  — O.ll    15     I    12.09  „ 
Uhrcorrection :  Nr.  II  +  I;I8;  Nr.  15  +  I!I7. 
Begislrirte  CoincideDieD 

mit  L.  IS""    5-  48'  Ai*'  =  O"  86:638        mit  G.  15» 
15     8   41  26.687  15 

IS   11    38  86.610  IS 

15   14   38  15 

April  19 


-0.45 
-O.Ol 
-0.58 
-0.45 
-0.58 
-0.40 
-0.41 

-o.;i9 

-0.57 
-0.12 


18  16  6.48 

18  19  46.86 

18  30  88.73 

18  34  4.71 

18  45  34.40 

12  49  13.42 

14     9  16.85 

14  12  89.16 

1 4  28  1 .93 

14  31  8.68 


85 

-l!78 

11151 

94!94  1 

17 

-0.92 

16.25 

99.76 

9 

-1.93 

21.16 

4.75 

19 

-0.38 

88.55 

6.10 

2E 

-1.75 

1.35 

45.11 

25 

—1.49 

43.56 

«7.24 

21 

-0.87 

20.82 

4.44 

25 

-1.56 

49.19 

32.84  1' 

25 

+0.17 

29.96 

13.59 

25 

—0.86 

33.05 

16.59 

22 

-8.14 

43.47 

87.08 

25 

-1.91 

16..37 

0.02 

16 

-0.38 

18.66 

2.84 

20 

-1.17 

12.92 

56.61 

24 

-8.18 

26.6S 

10.43 

25 

-8.83 

39.48 

88.88 

25 

-1.07 

27.45 

11.08 3 

16"  SS- 
IS  10 
80  86 
88    41 


11^38-54196 

25 

-0!52 

11   48    10.03 

25 

-0.50 

II   55   14.68 

2! 

—0.40 

II   58   19.71 

«5 

—0.52 

18     9   80.55 

85 

-0.09 

18  12   59.81 

25 

—  0.40 

18  83   41.94 

24 

—0.34 

12  27    18.94 

24 

-0.09 

12  38   47.56 

85 

-0.33 

12  42    27.95 

14 

—  0.00 

11''45-39«4  25 

-1;87 

54n4 

1 
38!07 

II   48   54.72125 

-1.65 

9.53 

53.07 

12     1    38.33:25 

-0.57 

14.22 

67.70 

18     5      4.55 

23 

—  1.81 

19.19 
20.46 

8.74 

12  19    45.08 

89 

-2.86 

59.41 

48.88 

18  30   87.30 

80 

-1.97 

41.60 

86.33 

12  34     3.14 

25 

-0.85 

18.89 

8.29 

12  45   32.82 

25 

-2.03 

47.21 
27.95 

30.79 

Uhrcorreclion :  Nr.  1t  +  3H5;  Nr.  15  -»-  3M0. 

Repistrirle  Goincidenzen 

mitL.  42*57"    8'       mit  G.  U»-   9-48* 

13     0      1  13    11    35 

13     3    36  13    13    51 

13     5   63  13    <6      7 

13    18    S3 

13    20    39 

13   29   55 


6-t 

4; 
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BeSTIMIIUNG  BBS  LÄNGEN VNTBKSCHIBDBS  CtC. 


887 


Ablesungen  vom  Gotbaer  Papierstreifen. 


D.-Z.  d.  M  -F. 
Leipiig. 


c 

o 

Cx. 


D.-Z.  d.  M.-F. 
Gotha. 


o 


Im  Meridian. 


Leipzig. 


Gotha. 


Lungen 
Differenz. 


L.^tr. 
G.  Str. 


April  4  7. 

Er.  Ost 

Nr.  40  gieng  auf  beiden  Stationen  wegen  einer  vorübergehenden  Unterbrechung  der 
jilung  verloren.  Die  zu  den  Beobachtungen  der  Sterne  Nr.  4  4  — 46  gehörigen  IMomente 
ind  auf  dem  Gothaer  Streifen  nicht  verzeichnet,  weil  beim  Aufstecken  einer  neuen  Rolle 
ler  Signalstift  zurtlckgeschlagen  war,  welcher  Umstand  erst  nach  dem  Durchgang  von 
Ir.  16  bemerkt  wurde.  Es  wurden  deshalb  weitere  Registrirsteme  eingeschaltet. 
Kr.  West 


Ir.  47 

18 

49 

20 

24 

32 

23 
Kr.  Ost 
ir.  24 

25 

26 

27 


42i'20"54?44 

42  32  22.93 

42  36  3.50 
13  56  6.73 

43  59  47.33 

44  4  4  50.23 
44  47  52.34 

44  30  46.42 

4  4  34  0.58 

44  44  43.23 

44  48  0.90 


25, 
23! 
23' 
25 
9 
251 
231 

25 
49 
2 
25 


42^27"37!84 
42  39  7.54 
42  42  46.52 
14  2  50.07 
44  6  2.44 
44  24  35.12 


25 
25 
25 

25! 
23! 
25  i 


14  24  35.00  47 


44  37  34.07 

4  4  39  45.87 

4  4  50  58.43 

4  4  54  45.46 


20 
25 
25 
25 


••  > 


Ö3?96 

37?54 

22.35 

5.95 

3.40 

46.69 

6.32 

49.84 

46.74 

0.27 

49.66 

33.24 

54.92 

35.52 

46.24 

29.90 

0.44 

43.69 

42.80 

56.20 

0.79 

44.39 

6™  43?58 
43.60 
43.59 
43.49 
43.53 
43.55 
43.60 

43.66 
43.55 
43.40 
43.60 


0!038 
0.064 
0.043 
0.058 
0.023 
0.095 
0.020 

0.035 
0.028 
0.004 
0.028 


Hegislrirte  Goincidenzen 


mit  L.  45»"  0'"25* 
45   3    20 
45   6   20 


mitG.  45M0"»46«  Au' 
45   42    34 
45    44    49 
45    47      3 
April  49. 


6"  26?647 
26.647 
26.62^ 
26.640 


:r.  West 

•.  40 

4  4»»32™32«4  7 

25 

11^39" 

'17M0 

25 

31?65 

15!23 

6"  43!58 

0?050 

44 

44   35    47.25 

25. 

14    42 

34.87    251 

46.75 

30.22 

43.47 

0.070 

42 

44   48   51.84    25 

11   55 

35.52    25 

51.44 

34.95 

43.51 

0.034 

43 

4  4   54    56.96  j  25 

11    58 

1 

41.69    25 

1 

56.44 

39.88 

43.44 

0.440 

>.  Ost 

'             1 

42     2    57.77  !  25 

1 

.  44 

1             1 

1 

57.68 

1 

45 

42     6   37.02 

25 

12  13 

22.31     25 

:    36.62 

20.05 

43.43 

-  0.040 

46 

42  47    49.20 

24 

12  24 

4.49 

20' 

18.86 

2.52 

43.66 

0.070 

47         1 

12  20   56.48 

24:  12  27 

40.38    25 

56.09 

39.53 

43.44 

0.040 

4S 

42  32    2i.85 

25'i  12  39 

10.05 

25 

,    24.50 

8.02 

43.52 

0.056 

49 

i 

1 

ührcorrection  :  Nr.  4  4  —  4  7»63 ;  Nr.  15  —  4  7!53 

Registrirte  Goincidenzen 

mit  L.  nicht  verzeichnet,         mit  G.  13**    3"  37^  Au' 

weil  die  Schlüsse  zu 

kurz  waren. 


13     5    51 


13 
13 
13 
13 
13 


8 
10 
12 
45 
47 


8 
24 
43 

0 

47 


6«  22?694 
22J13 
22.706 
22.706 
22.684 
22.676 
22.669 


288 


AirwBBS  UND  Brdhns, 


[64 


Ablesungen  vom  Leipziger  Papierstreifen. 


Stern. 


Correcl 
des  Instr. 


D.-Z.  d.  M  -F. 
Gotha. 


s 

TS 


Coprect. 
des  Instr. 


Im  lleridian. 


Leipzig. 


Gotha    I  Diff« 


Nr.  20 

21 

22 

23 
L.  Non.West 
Nr.  24 

25 

26 

27 

L.  Non.  Ost 
NY.  40 

11 

12 

13 
L.  Non.West 
Nr.  1 4 

15 

16 

17 

18 

19 


L.  Non.West 
Nr.  10 

11 

12 

13 
L.  Non.  Ost 
Nr.  14 

15 

16 

17 

18 

19 


14»«  2"31?08 
14  5  41.92 
14  21  14.82 
14  24    16.81 


24 
25 
24 
21 


14  37  11.38  22 

14  39  25.37  20 

14  50  37.89124 

14  54  25.82122 


0?02 
0.42 
0.37 
0.04 

0.38 
0.47 
0.48 
0.37 


April  19.  Forts. 
14^  9"15!26 
14  12  27.61 
14  28  0.41 
14  31      1.21 

14  43    55.74 
14  46    10.52 

14  57   23.06 

15  1      9.74 
April  20. 


25 
25 
25 
25i  - 


I 


17 
20 
25 
25 


0^74 

31!06 

2.64 

41.50 

2.40 

14.45 

0.85 

16.77 

1.06 

11.00 

2.18 

24.90 

2.24 

37.41 

0.95 

25.45. 

11  38  53.81 
11  42  8.88 
11   55    13.31 


25  — 0.2ft 

25  -0.21 

25'  -f-0.02 

11   58    18.56125  —0.24 


12  9  19.88  24  -0.32 
12  12  58.95  23  -0.41 
12  23  41.10  25  —0.39 
12  27  18.20  22  -0.31 
12  38  46.77  24  —0.40 
12  42  27.26  24  —0.28 
ührcorrection :  Nr.  1 1  -f- 
Registrirte  Coincidenzen 
mitL.  12^  59"  10*  Aw' = 

13     2      4 

13      4   59 

13      7    55 

13    10    47 


11  45  40.07  25 
;i1   48  54.94  25 

12  1  58.72  25 
12     5  4.83  25 


3.09 
2.86 
1.80 
3.03 


12  16      4.40  25!  -1.38 
12  19    44.90  25  —2.96 


12  30  26.75 

12  34  2.71 

12  45  32.56 

i12  49  11.35 


13 
25 
25 
21 


-2.64 
-1.34 
—2.70 
-0.87 


4?00;  Nr.  15  -f-  3ü97. 


53.55 

8.67 

13.33 

18.32 

19.56 
58.54 
40.71 
17.89 
46.37 
26.98 


14-52 

24.97 

58.01 

0.36 

54.68 
8.34 

20.82 
8.79 


36.98  ;; 
52.08 
56.92 
1.80 

3.02 
41.94 
24.11 

1.37 
29.86 
10.48 


6"  20!678 
20.678 
20.667 
20.672 

April  21. 


mite.  13M3-55« 
13    16     9 
13    18   25 
13    20    41 
13    22    58 


11^38»53!11  24 
11  42  8.19  25 


11  55  12.77 
11  58  17.84 


24 

25: 

24 


0-40 
0.38 
0.29 
0.39 


12  9  18.71  24  +0.02 
12  12  57.92 125  -0.27 
12  23  39.98123  —0.21 
12  27    17.02  !23i  -f-0.02 

11  38    45.61  25!  -0.22 

12  42    26.05  |25!  -f-0^11 
lihrcorrection  :  Nr.  1 1  + 
Registrirte  Coincidenzen 
mitL.  12^  57-"  33*  Aw  = 

13  0  29 
13  3  22 
13     6    19 


11^ 

45« 

^39';04 

25 

11 

48 

53.89 

25 

12 

1 

57.42 

25 

12 

5 

3.67 

25 

12 

16 

4.52 

25 

12 

19 

44.90 

25 

12 

30 

26.81 

25 

12  34  2.97 
,  12  45    32.46 

12  49  11.71 
4«85:  Nr.  15 

6'"  18^")8I 
18.581 
18.571 
18.571 


25 
25 
125 
-f-  4?86. 

mit  G.  13»»    9™37- 
13    11    53 
13    14      8 
13    16    22 


— 2?93 

52?71 

36!11 

6-4 

—2.69 

7.81 

51.20  1       4 

-1.58 

12.48 

55.84 

C 

-2.86 

17.45 

0.81 

-2.30 

18.73 

2.22 

-3.57 

57.65 

41.33 

—3.30 

39.77 

23.51 

-2.28 

17.04 

0.69 

1                _ 

1       4 

-3.35 

45.39 

29.11 

-1.92 

26.16 

9.79 

1 
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Ablesungen  vom  Gothaer  Papierstreifen. 


oMTD. 

D.-Z.d 
Leip 

.  M.-F. 

• 

o 

9 

D.- 

-Z.  d.  H.-F. 
Gotha. 

• 

a 

TS 

xe 

Im  Me 

Leipzig. 

ridian. 
Gotha. 

Lfliigen- 
Differenz. 

L._Str. 
G.  Str. 

April  19.  Forts. 

fr.  so 

13^56»   8^48 

84 

14» 

1     Qn 

»52?63 

25        8?16 

5I?89    1 

'  6"»  43?43 

0«039 

S1 

13  39 

49.30 

2o 

14 

6 

5.00 

23  |i    18.88 

2.36 

43.48 

—  0.004 

'  2« 

14  14 

52.23 

24 

14 

21 

37.81 

23 1 

51.86 

35.41 

43.55 

0.008 

S3 

14  17 

54.24 

88 

14 

24 

38.63  :  25 

54.20 

37.78 

43.58 

0.005 

It.  West 

1 

1 

1 

Ir.Si 

14  30 

48.86 

22 

14 

37 

33.10 

18!    48.48 

32.04 

43.56 

0.421 

S5 

14  33 

2.82 

80 

14 

39 

47.97 

20 1 

2.35 

45.79 

43.44 

-  0.003 

86 

14  44 

45.39 

24 

14 

51 

0.43 

23 

14.91 

58.19 

43.28 

0.118 

87 

14  48 

3.27 

82 

14 

54 

47.14 

23 

2.90 

46.19 

43.29 

0.049 

, 

April  20. 

[Ir.  Ost 

kfO 

11  38 

33.00 

85 

11 

39 

19.22 

25 

32.74 

46.13 

6    43.39 

0.042 

f   ** 

11   35 

48.08 

25 

i'< 

42 

34.12 

23 

47.87 

31.26 

43.39 

0.019 

48 

H   48 

52.53 

25: 

11 

55 

37.91 

23, 

52.55 

36.11 

43.56 

0.036 

13 

11   51 

57.79 

85 

11 

58 

44.03 

23 

o/.o5 

41.00 

43.45 

0.038 

tr.  West 

' 

1 
1 

r.  4  4 

18    8 

59.44 

84 

18 

9 

43.62 

25 

58.82 

42.24 

43.42 

0.036 

45 

18     6 

38.19 

83 

12 

13 

24.07 

25 

37.78 

21.11 

43.33 

0.067 

46 

18  17 

20.33 

83 

12 

24 

6.00  ;i2 

19.94 

3.36 

43.42 

-  0.023 

47 

18  80 

57.48 

83 

12 

27 

41.94 

25      57.17 

40.60 

43.43 

0.050 

48 

18  38 

26.05 

24 

12 

39 

11.80 

25      25.65 

9.10 

43.45 

0.045 

49 

18  36 

6.57 

24 

12 

42 

50.61 

21 

6.29 

49.74 

43.45 

0.042 

Uhrcorreclion :  Nr 

.11 

-  18!6I;  Nr.  15  —18« 

62. 

Begistrirte  Coincid 

enzen 

mit  L. 

42*»  56" 40' 

niilG.  IS"    8""  16*  Am' = 

=  6"  20?6 

91 

12    59    35 

13    10    30 

20.6 

91 

13     2    33 

13    12    49 

20.6 

69 

13     5   24 

1 

13    15      4 
13    17    23 

April  21. 

ij 

20.6 
20.6 

76 
62 

t 

•-  40 

H   32 

34.43 

1 
2i. 

1  11 

39 

20.29    25!    34.03 

17.36 

1 

6    43.33 

0.076 

44 

41   35 

49.48    25 

M 

42 

35.14  '25'i    49.10 

1 1 

32.45 

43.35 

0.030 

48 

41   48 

54.08    24 

11 

55 

38.70    25  1    53.79 

37.12 

43.33 

0.022 

43 

44  54 

59.14    25 

11 

58 

44.96    25 '1    58.75 

42.10 

43.35 

0.010 

[r.  Ost 

1 

r.  44 

42     3 

0.05  |24 

12 

9 

45.85 

24!      0.07 

43.00 

43.48 

0.007 

45 

42     6 

.39.25 

23 1 

i  12 

13 

26.17 

25:1    38.98 

22.60 

43.62 

0.060 

46 

42  47 

21.34 

23 

12 

24 

8.15 

25'    21.13 

4.85 

43.72 

0.015 

47 

42  20 

58.37  i23 

12 

27 

44.33 

25:    58.39 

42.05    1 

43.66 

-  0.018 

48 

42  32 

26.98 

25 ! 

12 

39 

13.84  125     26.76 

10.49    i 

43.73 

-  0.012 

49 

42  36 

7.44 

25! 

12 

42 

53.09 

^5 

7.55 

51.17    j 

43.62 

0.020 

Uhrcorreclion:  Nr.  11  —  20105;  Nr.  15— 20124. 

Registrirte  Coincidenzen 

mit  L.  42^  49"  31*  initG.13'^  4"  10'  At/ =  6"  181618 
42   52   27  13     6   24  18.632 

12   55   22  13     8    43  18.603 

42   58    49  13    10   59  48.588 
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Ablesungen  vom  Leipziger  Papiersircifen. 


Stern. 

D.-Z.  d.  M.-F. 
Leipzig. 

• 

c 

Correct. 
des  Instr. 

D.-Z.  d.  M.-F. 
Gothh. 

• 

e 
« 

xa 

1 
Correct.       I™  Meridian. 

des  Instr.  1  Leipiig.  Gotha. 

1 

Diflc 

Beobachter  t  Bnihni  in  Leipzig,  Anwen  in  Gotha. 

April  24. 

Nr.  40 

H^aS'-ÖO^eS  24!  -0?14    11^45"33!?63  25 

-1f67 

50?34    33!96  ,  6" 

11 

11   42     5.59 125 

-0.10 

11    48    50.17 '25 

—1.18 

5.49 

48.99 

1^ 

11   55   10.41 

25 

-4-0.06 

12     1    52.71 

25 

-f-1.11 

10.47 

53.82 

13 

11   58   15.36 

25 

-0.13 

12     5     0.26 

25 

-1.54 

15.23  ,58.72 

' 

L.Non.Wesl 

i 

Nr.  14 

12     9    16.80 

25:  —0.27 

12  15   58.59 

13;  +1.39 

16.53 

59.98 

U) 

12  12    55.77  25 

-0.28 

12  19    40.78  25 

-1.74 

55.49 

39.04 

1 

16 

12  23    38.08  25 

—0.28 

12  30   22.30  25:  -1.09 

37.80  !  21.21 

17 

12  27    15.27 

25  -0.27 

12  33    56.97  25  -f-1.46 

15.00  ,  58.43 

i 
1 

18 

12  38    43.50  25  —0.28 

12  45   28.03  24 

-1.22 1 

43.22 

26.81  ' 

19 

12  42   24.40  !25  —0.26 

I12  49     5.09,25 

+2.38 

124.14 

■ 

7.47  ' 

11 

UhrcoiTection :  Nr.  11  +  7M5;  Nr.  15  +  7ü01. 

Regislrirle  Coincidenzen 

mit  L.  12^  52"  52«  A  w'  =  6"  20!610  mit  G.  13^     3"  20» 

12    55    52                 6    20.633              13      5    37 

12    58    48                 6    20.633              13      7    55 

13    10    12 

13    IS 

\    28 

67J 


BbSTIMMUNG  DBS  LÄNGENOHTEltSCHIBDBS  etC. 


291 


Ablesungen  vom  Gothaer  Papierstreifen. 


Stern. 


D.-Z.  d.  M.-F. 
Gotha. 


e 
o 


Im  Meridian. 


Leipzig. 


Gotha. 


Llingen- 
DilTerenz. 


L._Str. 
G.  Str. 


[r.  10 

,  ll'SS" 

'29!89 

21 

11 

11  35 

41.81 

25 

12 

14   48 

49.68 

25 

13 

11  51 

54.66 

25 

Er.  West 

ir.  14 

12     2 

56.09 

25 

15 

12     6 

35.07 

25 

16 

12  17 

17.38 

25 

17 

12  20 

54.56 

25 

18 

12  32 

22.86 

25 

19 

12  36 

3.72 

25 

Beobachter :  Anwen  in  Ck>tha,  Brnhni  in  Leipzig. 

April  24. 

H^39-U?81  '25  29^75  |   13«U  |  6»  43«39 

25    11   42  29.34    25  44.71  ;  28.16  '        43.45 

11   55   31.91     25  49.74  |   33.02  43.28 

11   58   39.45    25  54.53  37.91  43.38 


12     9  37.81  25  55.82  39.20  ü       43.38 

12  13  20.00  12!  34.79  18.26  \       43.47 

12  24  1.53  25  1  17.10  0.44  43.34 

12  27  36.16  25'  54.29  ■  37.62  |        43.33 

12  39  7.28  24!l  22.58  '     6.06  43.48 

12  42  44.35  25 ij  3.46  j   46.73  P       43.27 


Uhrcorrection :  Nr.  11  —  15!53;  Nr.  1 
Registrirte  Coincidenzen 
mitL.  13»»  47"  40'  mit  G.  13^ 
13   50    36  14 

13   53    32  14 

14 


0!029 
0.051 
0.073 
0.108 

0.058 
0  074 
0.068 
0.107 
0.122 
0.052 


5 


-15^76 


57" 
0 
2 
4 


45'' 

1 

20 

38 


A  u'  = 


14   6 


o5 


6"  20^662 
20.669 
20.662 
20.654 
20.647 
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m.    Ableitung  des  Resultats  für  den  Längenunterschied. 

In  der  Zusammenstellung  der  Beobachtungen  sind  bereits  die  aus 
den  einzelnen  an  beiden  Orten  beobachteten  Durchgängen  folgenden 
Werthe  der  Längendifferenz  aufgeführt.  Für  die  Auge-  und  Ohr- Beob- 
achtungen sind  die  auf  den  rechten  Seiten  stehenden  Längendifferenzeo 
die  Summen  der  beobachteten  Differenzen  der  Uhrcorrectionen  (oder  der 
Werthe  Culminationszeit  in  Gotha  nach  der  Gothaer  Uhr — CuIminatioDS- 
zeit  in  Leipzig  nach  der  Leipziger  Uhr)  mit  den  durch  die  gehörten 
Coincidenzen  gefundenen  absoluten  Differenzen  der  Uhrzeiten.  Die 
Uhrgänge,  welche  hierbei  und  später  angewandt  worden  sind,  ergeben 
sich  aus  den  im  ersten  Abschnitt  mitgelheilten  Uhrcorrectionen  für  die- 
jenigen Abende,  an  welchen  correspondirende  Beobachtungen  verbun- 
den werden  konnten,  wie  folgt: 


April 

Golhacr  Uhr 
in  %kK 

Lcipz.  Uhr 
in  44»». 

\    -f-  1^00 

Rcl.  Gang 
stündlich. 

-f-  0:047 

Mittel  derGänge 
stündlich. 

'4. 

—  0«12 

-f-  0?018 

8. 

-  0.56 

-f-  0.95 

-f-  0.063 

-f-  0.008 

10. 

-  0.74 

-4-  3.00 

-f-  0.156 

-f-  0.047 

M. 

—  0.86 

-f-  2.62 

-f.  0.1  i5 

-4-  0.037 

13. 

—  0.80 

-f-  1.90    ' 

-f-  0.M2 

-4-  0.023 

16. 

—  0.60 

-f-  1.30    i 

-f-  0.079 

-f-  0.015 

17. 

—  0.86 

-f-  1.09    1 

-f-  0.081 

-f-  0.005 

19. 

—  0.95 

-f-  0.89    ; 

-f-  0.077 

—  0.001 

20. 

-  1.14 

-f-  0.85 

-f-  0.083 

—  0,006 

21. 

-  1.08 

-4-  0.81 

1 

-4-  0.079 

—  0.005 

24. 

-  0.60 

-h  0.60    1 

-f-  0.050 

0.000 

Die  Uhrverglcichungen  durch  die  einzelnen  Coineidenzenpaare  sind 
ebenfalls  bereits  in  der  Zusammenstellung  der  Beobachtungen  aufge- 
führt, auf  den  linken  Seilen  die  durch  die  Leipziger  (L)  und  auf  den 
rechten  Seiten  die  durch  die  Gothaer  Hülfsuhr  (G)  erhaltenen.  Von 
dieser  waren  136.4  Schläge  =  135.4  Sternzeil-Secunden,  während  das 
Intervall,  in  welchem  die  crslere  einen  Schlag  gewann,  etwas  veränder- 
lich zwischen  174''  und  180"  schwankte.  Die  Vergleichungen  sind  mit 
den  Werthen : 

178  Schläge  der  Leipziger  Hülfsuhr  =  177«  Sternzeit 

137     „  „    Gothacr  „        =136^ 

berechnet  und  die  Mittel  aus  den  Zahlen  des  vorigen  Abschnitts  mit  den 
eben  aufgeführten  relativen  Gängen  auf  ein  Moment  reducirt.    Es  fand 


69] 


Bestimmung  des  Längbnuntersciiiedks  etc. 


293 


^fcf)  wenn  A^  die  DilFerenz  Leipiiger  Uhrzeit  —  Gothaer  ührzeit  nach 
"öa  gehörten,  und  ^u   dieselbe  Difl'crenz  nach  den  registrirten  Coin- 
^^denzGn  bezeichnet: 


April 

4. 

8. 
10. 
H. 
\7. 

49. 
20. 
21. 
2i. 


Att  für 
Slzt.  L. 

H.i 
II. i 
11.4 
11.5 
13.9 
11.3 
11.3 
11.4 
11.3 


5" 

5 

G 

6 

6 

6 

6 

6 

6 

6 


durch  L. 

40«613  (3) 
34.887  (4) 
48.953  (4) 
45.500  (4) 
20.638  (1) 
20.452  (2) 
22.533  (3; 
20.520  (4) 
18.407  (5) 
20.474  (4) 


durch  G. 

5"  40«524 

5  34.919 
0  48.982 
0  45.020 

6  20.596 
0  20.520 
0  22.595 
0  20.579 
0  18.473 
0  20.480 


(5) 
(ö) 

(^) 
(1) 

(3) 
(5) 

(^) 


G.  — L. 

-  01089 
I-  0.032 
h  0.029 
h  0.006 

-  0.042 
h  0.008 
h  0.002 
h  0.059 
h  0.006 
h  0.006 


*^  "  !  Stzt.  L. 


I  1. 

13. 
4  6. 
17. 

19. 
50. 
21. 
24. 


13^2 
11.2 
H.4 
15.2 
13.3 
13.2 
13.1 
14.0 


durch  L. 

6"*  45^010  (2) 
0     40.074  (3) 
28.727  (3) 
26.621   f3) 


0 
0 


0    20.007  (4) 
i  6     18.509  (4) 
0    20.022  (3) 


durch  Ci, 

0"  45:004  (3) 

6  40.121  (0) 

28.780  (i) 

20.050  (4) 

22.090  (7) 

20.0S7  (5) 

18.020  (4) 

20.005  (5) 


0 
0 
0 
0 
6 
6 


G.  — L. 

—  0Ü006 
-h  0.0i7 
-h  0.053 
-h  0.029 

■4-  0.020 
-h  0.051 
-h  0.043 


Au' — Att 


0':275 


0.282 
0.261 
0.285 
0.289 
0.302 


>ie  DilFerenz  G. — L.  ist  die  doppelle  Slromzeit,  oder  das  Doppelte 

dcrjß^^igen  Zeit,  um  welche  das  von  der  Stromquelle  (19  Meilen)  ent- 

ferii^^re  Relais  spiifer  zum  Anschlag  gekommen  ist,  als  das  nähere.  Der 

ßaoSvinterschied  der    beiden  Relais  ist  nach  früheren  Untersuchungen 

yoü  Bruhns  verschwindend;  werden  demnach  ohne  Weiteres  aus  allen 

^bten  G.  —  L.  die  Mittel  mit  Berücksichtigung  der  aus  der  Anzahl  der 

(^oiücidenzen  folgenden  Gewichte  gebildet,  so  erhält  man : 

JopP^lle  Stromzeit  nach  d.  gehörten  Coincidenzen  =  0^0386  (Gew.  i  TA  4) 

„    ,,  registrirten        „  =  0.0360  (Gew.  1 2.72) 

Die  Einheit  der  Gewichte  ist  dasjenige  einer  Uhrvergleicbung  durch 
eio  Coincidenzenpaar,  welchem  derUebereinstimmung  der  eiozelaeoVer- 
gleichung  eines  jeden  Abends  zufolge  ein  mittlerer  Fehler  von  etwa 

±  0^021  für  die  gehörten  Coincidenzen,  und  '    m 

±  0.014   ,,    ,,    registrirten         „ 
ent^pi'icht.    In   der  Auffassung   resp.  Verzeichnung   der  CoincMeiii 
selbst  sind  hiernach  mittlere  Fehler  von  etwa  ±  2-2  resp.  ±  ^ 
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gangen  worden,  welche  gewiss  erheblich  kleiner  gewesen  sein  würden, 
wenn  nicht  die  Gothaer  Hülfsuhr  etwas  ungleiche  Secunden  geschlagen 
und  in  Leipzig  das  nahe  Zusammenfallen  von  vier  verschiedenen  Schlä- 
gen —  des  Relais ,  der  im  Beobachtungsraume  selbst  stehenden  Hülfs- 
uhr und  der  doppelt  schlagenden  elektrischen  Uhr  —  die  Beobachtungen 
gestört  hätte.  Aus  den  Abweichungen  der  einzelnen  G.  —  L.  von  ihren 
Mitteln  erhalt  man  aber  bedeutend  grössere  mittlere  Fehler  und  damit 
die  mittleren  Fehler  der  doppelten  Stromzeiten  gewiss  richtiger 

=  ±  0?009  resp.  ±  0?008. 
Hierbei  ist  die  April  4  resultirende  negative  Stromzeit  unberücksichtigt 
geblieben.  Anscheinend  wohl  verbürgt,  muss  diese  auffallende  Differenz 
durch  einen  besondern  nicht  weiter  zu  ermittelnden  Umstand  veran- 
lasst sein.  Vielleicht  könnte  in  Leipzig  in  einer  der  beiden  Reihen  eine 
durchgehende  Yerzählung  um  SIO"*  vorgefallen  sein  (in  Gotha  sind  die 
Coincidenzen  an  diesem  Abende  auch  von  Herrn  Geh.- Rath  Hansen, 
und  zwar  nicht  wesentlich  von  Auwers  verschieden,  notirt).  —  Die 
erste  negative  Strorozeit  vom  17.  April  wird  durch  die  Unsicherheit  der 
betreffenden,  durch  Unterbrechung  der  Verbindung  beider  Stationen 
vielfach  gestörten,  Vergleich ungen  erklärt,  und  ebenso  ist  das  negative 
Zeichen  der  Stromzeil  nach  den  registrirten  Coincidenzen  vom  1 1 .  April 
nicht  zu  verbürgen. 

Zur  Berechnung  der  Längendifferenzen  sind  die  Mittel  aus  den  Uhr- 
vergleichungen durch  die  Leipziger  und  durch  die  Gothaer  Hülfsuhr 
angewandt;  April  17  sind  die  beiden  Paare  mit  den  Gewichten  0.50 
und  I.SO  vereinigt.  April  19  ist  von  dem  /\u  nach  den  Vergleichungen 
mit  G.  die  mittlere  Stromzeit,  0^018,  abgezogen.  Darauf  fanden  sich  die 
Unterschiede  A^'  —  A^,  welche  oben  aufgeführt  sind;  dieselben  kön- 
nen als  völlig  constant  angesehen  werden  und  zeigen,  dass  die  gehörten 
Coincidenzen  von  beiden  Beobachtern  gleich  aufgefasst  sind.  Das  Mittel 
+  0-282  ist  benutzt  worden ,  iim  April  1 6  die  Längendifferenzen  aus 
den  Auge-  und  Ohr-Beobachtungen  mit  Hülfe  der  Uhrvergleichung  durch 
die  registrirten  Coincidenzen  zu  berechnen,  da  an  diesem  Tage  wegen 
Unterbrechung  der  Verbindung  keine  Coincidenzen  nach  dem  Gehör 
beobachtet  werden  konnten. 

Aus  den  Mitteln  der  Uhrvergleichungen  sind  mit  den  vorhin  ange- 
gebenen relativen  Gängen  die  folgenden  Tafeln  berechnet. 
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Aus  der  Tafel  a  siud  die  Zahlen  interpolirl,  deren  Summen  mit 
den  »Differenzen  der  Uhrcorrectionena  der  Abtheilung  A.  des  Abschnitts  II. 
die  ebendaselbst  aufgeführten  LängendiUerenzen  gegeben  haben.  Die- 
selben sind  in  Gothaer  Uhrzeit  ausgediUckt  und  also  noch  wegen  des 
Uhrgangs  um  einige  Tausendstelsecunden  zu  verbessern ,  welche  an  die 
Mittel  angebracht  werden  sollen.  — 

Die  Registrirbeobachtungen  geben  durch  die  Verzeichnung  auf  bei- 
den Papiersireifen  je  zwei  Werthe  für  die  Längendifferenz,  welche  sich 
wieder  um  die  doppelte  Stromzeit  unterscheiden.  In  der  Abtheilung  B. 
des  Abschnitts  II.  sind  diese  Doppelwerthe,  sowie  unter  der  Ueberschrift 
»Leipz.  Streifen  —  Gothaer  Streifena  die  einzelnen  Werthe  für  die  dop- 
pelte Stromzeit  aufgeführt;  die  ersteren  sind  indess  noch  von  dem  Gange 
der  beiden  einzelnen  Uhren  und  die  letzteren  von  dem  relativen  Uhr- 
gange zu  befreien.  Mit  Rücksicht  hierauf  finden  sich  für  die  doppelte 
Stromzeit  folgende  Tagesmittel : 

April  4.  0?029     10  St.  m.  F.  für  einen  Stern  =  ±  0?023 

0.015 
0.033 
0.033 
0.027 
0.036 
0.046 
0.020 
0.027 
0.030 

Der  mittlere  Werth  der  doppelten  Stromzeit  ist  hiemach  =  0*0508, 
und  aus  den  Abweichungen  der  einzelnen  Werthe  von  den  Tagesniitteln 
findet  sich  der  m.  F.  der  doppelten  Stromzeit  aus  einem  Stern  =  ±  0*030. 
Dieser  Werth  ist  viel  zu  gross ,  um  aus  den  Fehlern  der  Verzeichnung 
und  Ablesung  erklärt  werden  zu  können,  es  scheinen  vielmehr  merk- 
liche Schwankungen  in  der  Stromzeit  selbst  im  Laufe  eines  Abends  vor- 
gekommen zu  sein ,  und  ebenso  von  einem  Tage  zum  andern  (wie  auch 
die  Coincidenzen  andeuteten),  indem  aus  den  Unterschieden  zwischen 
den  einzelnen  Tagesmitteln  der  m.  F.  eines  solchen  =  ±  O'OIG,  der- 
jenige des  Gesammlmitlels  also  =  ±  0^005  folgt. 


8. 

0.057 

10  „ 

10. 

0.055 

9  .. 

11. 

0.067 

9  „ 

13. 

0.056 

7  „ 

17. 

0.039 

11  „ 

19. 

0.054 

16  „ 

20. 

0.044 

10  „ 

21. 

0.030 

10  „ 

24. 

0.079 

10  .. 
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Alle  Werlhe  der  einfachen  Stroiiizeit  sind  demoach : 
aus  den  Registiirsternen  =  0';0254  ra.  F.  =  ±  0^0025 
„      „    registr.Coincid.  =  0.0180    „    „  =  ±  O.OOiO 
„      .,    gehörten     ..       =0.0103    „    „  =±0.0045 

Mittel  =  0^0226  ra.  F.  =  ±  0^0020 
Mit  dem  Werthe  0-025  sind   diejenigen  LitngendilTerenzen  ver- 
bessert, welche  nur  auf  einem  Streifen  verzeichnet  wuren,  während  im 
Uebrigen  aus  den  Angaben  beider  Streifen  die  Mittel  genommen  sind. 

Um  nun  einen  Anhalt  fUr  die  weitere  Behandlung  der  Beobachtun- 
gen zu  gewinnen,  nuissten  wir  Näherungswerthe  für  die  LängendifiTercnz 
und  die  einzelnen  Tagcsresullate  ableiten.  Zu  diesem  Zwecke  sind  ohne 
Berücksichtigung  irgend  welcher  Gewichtsunterschiede,  ausser  für 
Stern  1 2  und  Stern  1 8 ,  von  denen  der  erste  April  4  in  Gotha  und  der 
andere  April  10  in  Leipzig  nur  an  3  Faden  beobachtet  war,  weshalb 
die  beiden  entsprechenden  Längenditfercnzen  vorläufig  das  Gewicht  Vi 
erhielten,  aus  den  einzelnen  Beobachtungsgruppen  die  Mittel  genommen, 
Dämlich 

A.    Aus  den  Auge-  und  Ohr-Beobachtungen 
Reihe  I  (Bruhns  in  Leipzig,  Auwers  in  Gotha). 
April  4.  Gr.  1.  6°  43!074    9  St.;  corr.  für  Uhrg.  6"  435073 
Gr.  2.       43.129    9  43.128 

8.  42.924    9  42.921 

10.  42.904    7  42.901 

11.  43.144    9  43.140 
24.                   43.033    9  43.030 

Reihe  II  (Auwers  in  Leipzig,  Bruhns  in  Gotha). 
April  1 6.  6"  43!776    8  St.;  corr.  für  Uhrg.  Ö"  43n73 

17.  Gr.  1.       43,744    9  43.740 

„  2.       43.745    4  43.741 

19.  Gr.  1.       43.648    9  43.644 

„  2.       43.752     6  43.748 

20.  43.601      9  43.596 

21.  43.650     9  43.645 
B.  Aus  den  Regis trir-Beobachtungen 

Reihe  I. 
April  4.  6"»  43^399     10  St.;  corr.  für  Uhrg.  6"  43^401 
8.       43.218     10  43.219 
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W.  0.  —  0^04,  0.  W.  +  0^04,  0.  0.  —  0?01,  W.  W.  +  0'?01;  ft)r  0.  0/ 
und  W.  W.'  keine  Correclion  und  fUr  die  einmal  vorkommende  Combi- 
nalion  W.  0-'  —  0-03.  Zu  demselben  Zweck  musslen  ausserdem,  da 
nicht  alle  Sterne  an  allen  Tagen  beobachtet  sind,  die  Abweichungen  der 
beiden  Gesammtmittel  von  den  einzelnen  Tagesresult^iten,  wie  dieselben 
vorhin  vorläufig  bestimmt  sind ,  zu  allen  einzelnen  ^X  der  betreffen- 
den Tage  addirt  worden.  Darauf  ergaben  sich  fUr  die  einzelnen  Sterne 
folgende,  nach  den  Declinationen  der  Sterne  geordnete  Mittel  (wieder 
ohne  Unterscheidung  von  Gewichten,  ausser  für  Nr.  12  und  Nr.  18) 
nebst  den  Quadratsummen  der  Abweichungen  von  denselben  yff  (resp. 
-^>/^  für  Nr.  12  und  Nr.  18): 

A.  Nach  den  Auge-  und  Ohr-Beobachtungen. 


Nr. 

i       Decl. 
-  3?0 

i         aA 

1    0«0302 

Beob. 

:)% 

6™  43?:')3 

3^ 

*9 

26 

-h  0.4 

43.38 

1 
1 

1 

M) 

•5.4 

43.35 

i    0.0008 

2 

.31 

6.9 

43.35 

1    0.0122 

3 

9 
2 

SA 

8.7 

43.47 
43.35 

i    0.1388 
■     0.1260 

10 
1  10 

1 

'  («)  6°^  43'!396  (für  d  = 

+  10?9) 

() 

11.3 

43.42 

0.1308 

No 

i 

14.0 

43.33 

0.2238 

9 

3 

17.4 

43.39 

0.1714 

10 

29 

25.6 

43.42 

0.0968 

2^ 

27 

39.8 

43.40 

< 

8 

41.2 

43.35 

0.1142 

10 

33 

42.8 

43.26 

0.0224 

3 

3i 
5 

i3.0 
43.6 

43.27 
43.28 

0.0180 
0.3308 

3 

(Cj  6"  43*312  (fürrf  = 

+  44?e) 

r 
i    ' 

43.9 

43.32 

0.1881 

9 

2« 

48.2 

43.57 

1 

i 

50.5 

43.30 

0.1084 

io) 

B.  Nach 

den  Regist 

rir-Beobachlungen. 

Nr.  ■ 

Decl. 
-  9?6 

AI 
6™  43?39 

^v.ff. 

Dcol 

4 

3. 

21 

0':ooo4 

^ 

22 

-  1.6 

43.47 

0.0006 

2 

15 

+  0.1 

43.45 

0.1131 

9 

26 

0.4 

43,26 

0.0002 

2 

25 

2.5 

43.39 

0.0004 

2 

.              ■                 _                            ^         ^                ^      ^1^       ^              M  ^b                               ^^ 

40 

7.3 

43.42 

0.0554 

9 

>  (a)  6"  4 3«  426  (fUrrf  = 

=  +  7?5) 

18 

8.4 

43.50 

0.0336 

8% 

13 

9.5 

43.  iO 

0.0312 

9 

16 

10.5 

43.46 

0.0Ö75 

8 

11 

15.3 

43.38 

0.1068     i 

10  ; 
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Nr. 

Decl. 

AA 

0Ü0002 

Bcob 

• 

24 

-l-37?3 

6"  43!o4 

-      > 

27 

39.8 

43. 3J) 

0.0162 

9 

U 

41.4 

43.  iO 

0.0212 

17 
23 

42.1 
42.4 

43.39 
43.47 

0.072i 
0.0040 

9 

.    (f)  6-"  43M73  (für  d  =  -h  .13?5) 

12 

43.8 

43.36 

0.1047 

8% 

20 

44.5 

43.37 

0.0000 

2 

19 

49.2 

43.3  i 

0.2495 

8     , 

DicAequatorealsterno  geben  also  Wcrthc  («)  ftlr  die  Liingentlifferenz, 
welche  erheblich  grösser  sind,  als  die  Werlhe  (^)  aus  den  Zenilhsternen ; 
es  ist 

(a)  _  (f)  für  die  A.-  und  O.-B.  =  +  0^084  m.  F.  =  ±  0^:027 
„     ,.    Regislr.-B.        =  +  0.0Ö3  m.  F.  =  ±  0.025 

Die  angegebenen  m.  F.  dieser  Differenzen  folgen  aus  den  Werthen  des 
m.  F.  einer  Längendifferenz  aus  einem  Paar  correspondirender  Beobach- 
tungen 

A  (a)  ±  0M49;  A  (f)  ±  0^26;  B  («)  ±  0^139;  B  (f)  ±  OM  12. 

welche  sich  aus  den  Abweichungen  der  Resultate  aus  den  einzelnen 
Sternen  von  den  vier  Mitteln  ergeben.  Die  ni.  F.  Gnden  sich  auf  diese 
Weise  für  die  Gruppen  («)  grösser  als  für  die  Gruppen  (f);  wenn  man 
diesen  Unterschied  aber  wegen  der  Ucbereinstimnmng  der  beiden  Be- 
obachtungsmethoden in  Bezug  auf  denselben  für  reell  halten  will ,  wird 
man  seine  Erklärung  wohl  nur  in  der  grössern  Ausdehnung  der  Gruppen 
(a)  im  Sinne  der  Declination  suchen  und  darin  eine  weitere  Bestätigung 
der  Aonderung  der  /\A  mit  den  Zenithdistanzen  sehen  dürfen. 

Vorgleicht  man  die  Beobachtungen  der  einzelnen  Tage  untereinan- 
der, so  erhält  man  folgende  Differenzen  («)  —  (f) : 


April                 A 

B 

»litt 
+  0';09 

cl 

4.     1  +  0-22  G, 
2  +  0.05 

2.4 
2.4 

+  0:0.3  G. 

3.4^ 

G.  8.2 

8.       +  0.24 

2.4 

+  0.09 

4.0 

+  0.15 

6.4 

10.       +  O.Ol 

1.9 

+  0.07 

3.6 

+  0.05 

5.5 

M.       +0.17 

2.4 

+  0.33 

3.2 

+  0.26 

5.6 

IG.       +  0.17* 

2.0 

+  0.17 

2.0 

17.     1  +  0.08* 
2  +  0.19* 

2.4 
1.1 

0.00 
—  0.07 

3.8j 
3.5» 

+  0.02 

10.8 
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April  A  B   .  Mittel 


19.    i  —  0!02*G.2.4 
2+0.21*      1.3 

+  0?08 
-^  0.04 

G. 

2.3) 
3.5) 

+  0^02 

G.  9.5 

20.        +  0.05* 

2.4 

—  0.02 

4.0 

+  0.01 

6.4 

21.        —0.10* 

2.4 

0.00 

4.0 

—  0.04 

6.4 

24.        +0.14 

2.4 

+  0.06 

4.0 

+  0.09 

6.4 

Mittel    +0.102  +0.045  +0.068 

Aus  den  Abweichungen  der  Tagesmittel  (aus  A  und  B)  von  dem  Ge- 
sammtmittel  +  0!068  würde  der  m.  F.  für  Gew.  1  =  ±  0*222,  also 
der  m.  F.  des  letztem  Mittels  =  ±  0'027  folgen.  Die  Gewichte  selbst 
beruhen  aof  den  Annahmen  des  Gewichts  eines  A  ^  ^us  einem  Stern 
Af  =  1.00,  Aa  =  1.20,  Bf  =  1.33,  B«  =  2.59. 

Die  Uebereinstimmung  der  einzelnen  Tagesresultate  bestätigt  also 
die  Realität  des  Unterschiedes  (a)  —  (f).  Bei  der  Längenbestimmung 
zwischen  Berlin  und  Leipzig  fand  sich  fast  ganz  derselbe  Unterschied, 
nämlich  +  0"08i  mit  dem  m.  F.  ±  0-OiO.  Man  könnte  durch  diese 
Uebereinstimmung  dazu  veranlasst  werden,  die  Ursache  des  Unterschie- 
des, von  dessen  Interpretation  die  weitere  Behandlung  der  bis  hierher 
erlangten  Zahlen  wesentlich  abhängt,  in  dem  Leipziger  Instrumente  su 
suchen.  Andererseits  ist  es  jedoch  nicht  unwahrscheinlich,  dass  wenig- 
stens ein  Theil  des  Unterschiedes  nicht  den  Instrumenten,  sondern  in 
Folge  einer  Abhängigkeit  der  persönlichen  Gleichung  von  der  Zenith- 
distanz  der  beobachteten  Objecto  den  Beobachtern  zur  Last  dkWt 

Wenn  man  die  persönliche  Gleichung  constant  und  den  Gangunter- 
schied der  Relais  nach  den  Untersuchungen  von  Bruhns  :=  0  annimmt,  so 
gibt  die  Vergleichung  der  vorhin  abgeleiteten  vorläufigen  Mittel  I  und  II 
(in  naher  Uebereinstimmung  mit  der  weiter  unten  mitzutheilenden  defi- 
nitiven Rechnung)  die  persönliche  Gleichung  B.  —  A.  für  Auge-  und 
Ohr-  Beobachtungen  :=  +  0"332  und  für  Registrirbeobachtungen 
=  +  0M17,  wo  das  Pluszeichen  angibt,  dass  Bruhns  fllr  dasselbe 
Moment  grössere  Zeiten  nolirt  als  Auwers.  Für  die  erste  Art  von  Be- 
obachtungen haben  wir  bei  Gelegenheit  des  ersten  Ortswechsels  April  1 2 
die  persönliche  Gleichung  am  Leipziger  Instrument  direct  bestimmt  und, 
indem  jeder  3  —  6  Antritte  desselben  Durchgangs  beobachtete,  folgende 
Werlhe  gefunden : 


Bestimmung  des  LÄriGENtNTEiisrmEDi':^  elc. 


au8    k  Ursae  raaj.  B.  —  A.  =  H-  0::3o  Decl.  +  öOi'Ö 


Leonis 
Ursae 


-  0.41 


11.3 


maj. 
47  Ursae  maj. 
X  Leonis 
V  Virginis 
ß  Leonis 
y  Ursae  maj. 
67  Ursae  maj. 
o  Virginis 


■  0.37 


9.5 


m  Mitlei  B, —  A.  =  +  0':3I8  mil  dem  m.  K.  ±  0?0:16.  indem  der 
m.  F.  eines  einzelnen  ß.  —  A.  sich  aua  de»  Abw(!ichnngen  derselben 
von  jenem  Mittel  =  ±  0-1 13  ergibt.  Zwischen  Zenith-  und  südlichen 
Sternen  zeigt  sich  kein  Unlerscbied ,  iodem  die  Mittel  fllr  die  beiden 
Gruppen  +  0-336  und  +  0-310  fllr  identisch  zu  ernchten  sind. 

Eine  weitere  Verfolgnng  dieses  Gegenstandes  schien  uns  damjits 

zwecklos.    Bei  der  Reduction  der  Beobachtungen  aber  wurden  wir  zu 

der  Annahme  geführt,  dass  wir  einen  ganz  anderen  Werlh  für  die  [ter- 

sönliche  Gleichung  erhalten  haben  wünlen,  wenn  wir  dieselbe,  anstatt 

am  Leipziger,  am  Golhaer  Instrument  bestimmt  hatten.  Der  Unterschied 

zwischen  den  gehörten  und  registrirten  Zeilscalen  ist  nitmlich  nach  dem 

^eugniss  der  Coincidenzbeobaehlnngcn  in  Leipzig  0'282  grüsser  als  in 

Ciotlia,  um  dieselbe  QuanliliSt  hätlcn  also  die  Differenzen  zwischen  den 

Ulircorrectionen  nach  Ohr-  und  Registrirbeobachtungen  in  Leipzig  grösser 

*«jsfallen  müssen.     Dieselben  sind  aber,  wie  in  Abschnitt  I.  angegeben 

•st,  gewesen: 

Jn  Gotha  für  A.  Corr.  fO,  —  Corr.  (R)  =  —  O^ii,  für  B  =  —  O^iS 

in  Leipzig —  0.75 —  0.i3 

Differenz  =  —  0:33  —  OMO 

t>ie  Abweichung  —  0:05  von  —  0:28  für  A.  ist  kaum  oder  gar  nicht  zu 

Verbürgen,  die  Abweichung  ■+•  QMS  fui'  B.  aber  so  gross,  dass  sie  eine 

»nähere  Untersuchung  um  so  mehr  nothwendig  machte,  als  sich  in  der 

That  für  eine  Verschiedenheit  in  der  Uebeilragung  der  Anirillsmoraenle 

auf  die  gehörte  Zeitscale  an  den  beiden  Orlen  eine  nahe  liegende  Kr- 

kltlrung  bot,  indem  in  Gotha  an  einer  ülir  mit  scharfem  einfachen  Schlag 

beobachtet  wurde,  während  in  Leipzig  eine  elektrische  Uhr  mil  wenig 

prücisem  Doppelschlag  zur  Anwendung  kam,  welclier  um  so  unange- 
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nehrner  war,  weil  bei  der  damaligen  Einrichtung  der  Schlag,  welcher 
den  Anfang  der  Secunde  bezeichnen  sollte,  der  folgende  war  und  ein 
nicht  viel  schwächerer  etwa  eine  Drittelsecunde  vorangieng.  Hier  scheint 
nun  Bruhns  den  Hanptschlag  bei  der  Vergleichung  mit  den  Kelaissehlttgen, 
so  lange  nämlich  nur  der  Gehörsinn  allein  in  Thätigkeit  war,  richtig  auf- 
gefasst  zu  haben,  beim  Beobachten  der  Stern durchgänge  dagegen,  wo 
die  Aufmerksamkeit  auf  die  Controle  zweier  verschiedenen  Sinnesthätig- 
keiteh  zu  vertheilen  war  und  sich  vielleicht  derjenigen  des  Sehens  vor- 
zugsweise zuwandte,  den  Secundenanfang  ungefähr  auf  die  Mitte  zwi- 
schen beiden  Schlägen  verlegt  zu  haben,  während  in  Gotha  zu  einer 
Verschiedenheit  der  Zählung  der  Uhrschläge  bei  den  Coincidenz-  und 
Antrittsbeobachtungen  keine  Veranlassung  war.  In  dieser  Interpretation 
der  gefundenen  Abweichung  ist  die  Voraussetzung  enthalten ,  dass  der 
Ortswechsel  nicht  zugleich  auch  eine  wesentliche  Veränderung  in  der 
Art  zu  registriren  zur  Folge  gehabt  hat ,  deren  hinlänglich  genähertes 
Zutreffen  man  wohl  annehmen  kann ,  da  die  beiden  Instrumente  und 
ihre  Vergrösserungen  nicht  viel  verschieden  gewesen  sind  und  jeder 
Beobachter  an  beiden  Orten  denselben  Signalgriff  benutzt  hat. 

Wenn  Bruhns  in  seiner  Zählung  in  Gotha  0*18  gegen  Leipzig 
zurück  war,  Auwers  dagegen  an  beiden  Orten  gleich  beobachtete,  so 
musste  die  Differenz  B.  —  A.,  die  sich  in  Leipzig  ss  +  0^32  gefunden 
hatte,  in  Gotha  =  +  0-14  sein.  Zwei  zur  Entscheidung  der  Frage, 
freilich  erst  beinahe  ein  halbes  Jahr  nach  der  Längenbestimmung,  am 
Gothaer  Instrument  angestellte  Beobachtungsreihen  gaben  (1865  Octo- 
ber  2  und  3)  in  der  Thal  B.  —  A.  =  +  0'15,  zugleich  aber  noch 
andere  Resultate,  welche  es  nolhwendig  machen,  diese  Beobachtungs- 
reihen hier  ausführlicher  zu  besprechen. 

Am  2.  Octüber  wurden  31  Sterne,  von  jedem  Beobachter  fast 
immer  an  6  -  7  Fäden ,  gemeinschaftlich  beobachtet.  Die  Differenzen 
B. — A.  fanden  sich  durch 

B.A.C  6928  — 0?23 
66  Aquilae  +0.18 
B.A.C.  6966  —0.08 
36  Cygni  +0.04 
B.A.C.  701 4  +0.22 
68  Aquilae  +0.10 
co2  Cygni  +0.05 


62  Serpentis 

+0M0 

ß  Cygni 

+0M4 

10  Aquilae 

+0.31 

9  Vulpeculae 

+0.03 

1 4  Aquilae 

+0.08 

0  Aquilae 

+0.49 

S  Aquilae 

+0.16 

X  Aquilae 

+0.21 

t  Lyrae 

+0.16 

y  Aquilae 

+0.44 

B.A.C.  6366 

+0.27 

a  Aquilae 

—0.22 

B.A.C.  6579 

+0.02 

ß  Aquilae 

+0.39 

81] 
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uAqaiiae  +0722  V  Cygni  — 0?02  70  Aquilae  +0M9 

B. A.C. 6626  —0.14  15Vulpeculae  +0.13  B. A.C. 71 53  -1-0.13 

«Aquilae  -1-0.06  jy  Sagitlae  +0.11  o  Cygni  —0.14 

35  Aquilae  —0.07 

Das  Mittel  aus  diesen  31  Wertben  ist  =  +  0*108.    Ordnet  man  die- 
selben aber  nach  den  Declinationen  der  Sterne,  so  hat  man  B.  — A. 


flJr  — 3?9 

=  +0^08 

für 

+10?3  = 

+0U4 

für 

+ 

34?6s 

:  +0^04 

—3.8 

+0.10 

11.4 

+0.22 

35.9 

+0.16 

—3.0 

+0.19 

11.5 

+0.21 

44.8 

—0.14 

-1.4 

+0.18 

13.7 

+0.16 

48.5 

+0.05 

+1.7 

—0.07 

13.7 

+0.31 

49.3 

—0.14 

2.8 

+0.06 

19.5 

+0.05 

49.6 

+0.02 

4.9 

+0.22 

19.6 

+0.11 

50.1 

+0.27 

5.1 

+0.49 

25.2 

—0.08 

52.1 

—0.02 

6.5 

+0.10 

27.4 

+0.13 

52.5 

+0.13 

6.0 

+0.39 

27.7 

+0.14 

52.8 

—0.23 

8.5 

—0.22 

für  +2?3 

=  +0*138 

für 

+18?0  = 

+0-1 69 

für 

+ 

.  47^0  = 

s+0'01 4 

m.  F.  ■ 

=  ±0.048 

±0.050 

±0.050 

Die  Uebereinstimmung  unter  den  einzelnen  Werthen  ist  zwar  sehr  gering 
(der  m.  F.  eines  B.  —  A.  folgt  aus  den  Abweichungen  von  den  drei 
Mitteln  =  ±  0?1 58),  ohne  Zweifel  weil  die  Luft  schlecht  war  —  unge- 
ßlbr  wie  im  Durchschnitt  bei  der  Längenbestimmung  —  und  einmal  die 
2af^lligen  Antrittsfehler  deshalb  gross  ausfielen,  hauptsächlich  aber  auch 
die  persönliche  Gleichung  selbst  sehr  unbeständig  war;  eine  Verschie- 
denheit derselben  iUr  Zenithai-  und  südliche  Sterne  tritt  indess  trotzdem 
cleutlich  hervor. 

Am  3.  October  gaben  30  gemeinschaftlich  an  je  6 — 7  Faden  be- 
obachtete Sterne  ftlr  B.  —  A.  folgende  Werlhe: 

^SVulpeculae   +0^38     B.  A.C.  71 53  +0?06 

fj  Sagittae        +0.29       « Cygni  +0.02 

52  Cygni  +0.09 

55  Cygni  +0.36 

57  Cygni  +0.15 

1 8  Delphini  +0.38 

2  Equulei  +0.24 


B.  A.c.  6928 

+0.19 

66  Aquilae 

+0.31 

B.  A.C.  6966 

—0.01 

36  Cygni 

+0.07 

B.  A.C.  701 4 

+0.28 

Abhandl.  d.  K.  S.  Geiellsrh.  d.  Witunuh.    XIII 


i  Cygni  +0^05 
34Vulpeculae  +0.38 
21  Aquarii  +0.1 4 
35  Vulpeculae  +0  07 

ß  Aquarii       +0.27 

B.  A.C.  7499  +0.28 

74  Cygni         -0.06  . 
20 
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68Aquilae        +0U2       4  Equulei      +0^09  B.A.C.7548  -hO'.l7 

0»*  CyKDi           -1-0.07     63  Cygni         —0.04  9  Pegasi  -i-O.1 4 

70  Aquilae        -^0.40       6  Equulei      -1-0.491  81  Cygni  -4-0.17 

im  Mittel  -i- 0-193.  Ordnet  mau  diese  Werlhe  aber  wieder  nach  den 
ßeclinationen,  so  findet  sich  B. — A.: 

fUr  — 6?2  = -^0^27    für -H0^3  =  -k0?38  ftlr  - 


—4.6 

-1-0.28 

16.7 

+0.14 

-4.1 

-1-0.14 

19.6 

+0.29 

—3.8 

+0.42 

23.3 

+0.38 

—3.0 

+0.40 

25.2 

—0.01 

-1.4 

+0.31 

27.0 

+0.07 

^4.9 

+0.28 

27.4 

+0.38 

6.4 

+0.09 

29.7 

+0.05 

6.6 

+0.24 

30.2 

+0.09 

9.5 

+0.42 

34.6 

+0.07 

39^8  =s 

— 0?06 

43.9 

+0.16 

44.8 

+0.02 

45.6 

+0.36 

47.1 

—0.04 

48.5 

+0.07 

48.7 

+0.17 

49.1 

+0.17 

52.5 

+0.06 

52.8 

+0.19 

für  +0?3  »  +0^283  fUr+24''4  =  +0M84   für  +47?3  =  +0M09 
m.  F.         ±0.045  ±0.045  ±0.045 

Bei  etwas  besserer  Luft  waren  die  Antrittsfebler  und  die  Schwankaogeü 
der  persönlichen  Gleichung  selbst  etwas  geringer,  als  am  vorhergehendeo 
Tage,  aber  immer  noch  sehr  beträchtlich,  indem  die  Abweichungen  von 
den  drei  Mitteln  fUr  den  m.  F.  einer  Differenz  ±  0?1 41  geben. 

Die  Abhängigkeit  der  persönlichen  Gleichung  von  der  Zenithdistanz 
zeigt  sich  in  dieser  Reihe  noch  besser  und  muss  iUr  unsere  Beobach- 
tungen am  Gothaer  Instrument  als  bewiesen  angesehen  werden.  Sie 
ist  (Ur  Zenithaisterne  etwa  0-1 4  kleiner  gewesen,  als  fUr  stüd  liehe  Sterne. 

Die  Aenderung  von  Bruhns  beim  Uebergange  von  Leipzig  nach 
Gotha  kann  ebenfalls  nicht  mehr  bezweifelt  werden ,  obwohl  der  Betrag 
derselben  sich  nicht  sehr  genau  festsetzen  Idsst.  Die  Differenz  zwischen 
den  beiden  Tagesresultaten 

October  2.  B.— A.  =  +  0^108     m.  F.  ±  0^028 
„      3.  +0.193  ±0.026 

ist  nHmlich  wiederum  so  gross,  dass  sie  nur  durch  eine  beträchtliche 
reelle  Aenderung  der  persönlichen  Gleichung  von  einem  Tage  zum  an- 
dern zu  ei  klaren  ist. 

In  Leipzig  war  die  piTsönliche  Gleichung  im  Zenith  dieselbe  wie 
fUr  südliche  Sterne.  Die  Aenderung  in  Gotha  w  ird  man  eher  geneigt  sein» 
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in  der  AufTassuog  der  Antritte  von  Bruhns  zu  suchen,  der  an  einem 
fremden  Instrumente  mit  ungewohnten  und  ihm  weniger  bequemen 
Einrichtungen  beobachtete,  als  bei  Auwers ,  dessen  AufTassungsart  sich 
bei  Yergleichong  mit  anderen  Astronomen  sehr  constant  gezeigt  hat.  In 
diesem  Falle  ist  aber  an  diejenigen  (a)  —  (^)  der  Gruppe  A. ,  welche  in 
der  oben  gegebenen'Zusammenstellung  mit  einem  Stern  bezeichnet  sind, 
die  Correction  —  OM  4  anzubringen ;  die  Auge-  und  Ohr-Beobachtungen 
geben  dann  für  den  Theil  der  Differenz  (a)  —  (S) ,  welcher  durch  die 
Eigenthttmlichkeiten  der  Instrumente  oder  Fehler  in  den  angewandten 
Werthen  ihrer  Au&tellung  zu  erklären  sein  würde ,  nur  noch  das  Mittel 
4^  0'03S ,  dessen  Realität  an  sich  gar  nicht  mehr  zu  verborgen  ist  und 
Aar  durch  seine  Uebereinstimmnng  mit  dem  Mittel  nach  den  Registrir- 
beobachtungen  einigermaassen  wahrscheinlich  gemacht  werden  kann; 
das  allgemeine  Mittel  würde  +  0*04  mit  dem  m.  F.  ±  0*03. 

Als  Resultat  dieser  Betrachtung  kann  nur  angenommen  werden, 
dass  eine  jede  auf  einer  bestimmten  Interpretation  der  Differenz  (a) — (£) 
beruhende  Behandlungsart  der  vorläufig  erlangten  Längenunterschiede 
sich  so  wenig  sicher  begründen  lassen  würde ,  dass  man  die  Berück- 
siclitigung  dieser  Differenz  ganz  aufgeben  und  die  verschiedenen  Werthe 
von  ^X  mit  denjenigen  Gewichten  combiniren  muss,  welche  sich  aus 
den  Beobachtungen  selbst  für  die  einzelnen  Sterngruppen  ableiten  lassen. 

Zu  diesem  Behuf  sind  zunächst  die  mittleren  Werthe  der  reinen 
Beobachtungsfehler  der  Durchgänge  aufgesucht  worden. 

Aus  den  Beobachtungen  am  Gotbaer  Instrument,  bei  126maliger 
Vei^rösserung  und  fast  immer  schlechter,  öfters  äusserst  unruhiger  Luft, 
ergaben  sich  die  mittleren  Fehler  eines  Antritts  iUr  die  Auge-  und 
Ohr-Methode : 

aus  fUr  Auwers  iUr  Bruhns 

Aequat.-St.        ±0M  1 4  aus  42  Dchg.,  338  F.  ±0M  97aus35Dchg.,  305  F. 

2enith-St.             0.U7  „    31     „      237,,  0.227  „  28     „  251,, 

235  „  0.828  „11     „  70  „ 

12  „  1.401   „     3     „  23  „ 

294  „  1.639  „     9     „  115,, 

96  „  2.034  „     6     „  77  „ 


Polst.  1 .  0.568  „  1 8 

Polst.  11  0.816  „  2 

a  Urs. min. O.G.  1.614  „  20 

aürs.min.U.C.  1.832  „  5 


und  für  die  Beobachtungen  am  Leipziger  Instrument ,  bei  lOimaliger 

Vergrösserung  und  durchschnittlich  guter  Luft : 

20* 
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aus  für  Bruhns  für  Auwers 

Aequal.-St.       ±0^248  aus  29  Dchg..  246  F.,  ±0H  06  aus  39  Dchg.,  384  F. 

Zenith-St.             0.231   „    23     .,     201  „      0.130  „  30     „  303,, 

Polst.  I                0.803,,    12     „     133,.      0.528  „  12     „  135,, 

Polst.  II               1.085  „     2     „       22  „      0.759  „     4     „ '  45  „ 

a  Urs. min. O.e.       —         —            —           4.946  „     6     „  61  „ 

aUrs.min.U.C.    2.319,,     7     „       73  „      1.752  „  10     „  124., 

Der  mittlere  Fehler  eines  Durchgangs  ist  hiernach: 

in  Gotha  in  Leipzig 


für  Aequat.-St.   A.  ±0^0402    B.  ±0?0668     B  ±0:0853   A.  ±0^0337 
„  Zenith-St.  0.0530  0.0757  0.0780  0.0410 

und  der  m.  F.  einer  Differenz 

Ag  —  B,  ±  0?0943  resp.  ±  0^0943 
Bg  —  A,  ±  0.0748  resp.  ±  0.0861 

oder  im  Mittel  aus  beiden  Reihen 

fUr  Aequatorealsterne  ±  0-085 
„  Zenithaislerne        ±  0.090. 

Für  die  Registrirmethode  fand  sich  für  die  mittleren  Fehler  eines 
Antritts  mit  Einschluss  der  Fehler  der  Verzeichnung  und  Ablesung : 

nach  den  Ablesungen  vom  Gothaer  Streifen 

Gothaer  Instr. 


^^ 


für  Auwers  Bruhns 

Aeq.-St.  ±0^077  30  D.  699  F.  ±0?118  34  D.  810  F., 
Zen.-St.      0.141  19  „  414  „       0.174  22  „  496  „ 

Leipziger  Instr. 

für  Bruhns  Auwers 

Aeq.-Sl.  ±0^124  29  D.  606  F.  ±0^098  34  D.  775  F. 
Zeu.-St.      0.140  20  „  490  „       0.123  24  „  572  „ 

nach  den  Ablesungen  vom  Leipziger  Streifen 

Gothaer  Instr. 


filr  Auwers  Bruhns 

Aeq.-St.  ±0?083  30  D.  701  F.  ±0':i09  36  D.  842  F., 
Zen.-Sl.      Ü.143  19  „  414  „      0.157  24  „  555  „ 


93]  BssTimiuNG  DES  Längknumtebschibdbs  etc.  317 

April  1 6. 

aus  Nr.  1 0.     6"  43;60 "     G.  1 .86 
11.  43.60  1.86 


Tagesmitlel 

6"  435600 

(3.72) 

Corr.  f.  Uhrg. 

—  0.003 

April  17 

• 

April 

19. 

aas  Nr.  1 0. 

6-    —        G. 

1 

6"  43560 

G.  1.86 

11. 

43U1 

1.86 

43.51 

1.86 

12. 

43.48 

1.00 

43.52 

1.00 

13. 

43.57 

1.67 

43.50 

1.86 

14. 

43.52 

1.00 

— 

15. 

43.74 

1.86 

43.42 

1.86 

16. 

43.65 

1.86 

43.70 

1.86 

17. 

43.60 

1.00 

43.44 

1.00 

18. 

43.63 

1.86 

43.55 

1.86 

19. 

43.61 

1.00 

— 

20. 

43.52 

1.00 

43.45 

1.00 

21. 

43.54 

1.86 

43.47 

1.86 

22. 

43.60 

1.86 

43.56 

1.86 

23. 

43.59 

1.00 

43.58 

1.00 

24. 

43.68 

1.00 

43.62 

1.00 

25. 

43.57 

1.86 

43.44 

1.86 

26. 

43.40 

1.86 

43.34 

1.86 

27. 

43.59 

1.00 

43.32 

1.00 

Tagesmittel 

6"  43?570     ( 

:24.55) 

6'"  435504 

(24.60) 

Corr.  f.  Uhrg. 

+  0.003 

0.000 

April  20. 

April 

21. 

«US  Nr.  10.   6 

r  43U1        G 

.  1.86 

6"  43537 

G.  1.86 

11. 

43.40 

1.8G 

43.37 

1.86 

12. 

43.57 

1.00 

43.34 

1.00 

13. 

43.47 

1.86 

43.36 

1.86 

14. 

43.44 

1.00 

43.48 

1.00 

15. 

43.37 

1.86 

43.65 

1.86 

16. 

43.41 

1.86 

43.73 

1.86 

17. 

43.45 

1.00 

43.66 

1.00 

18. 

43.47 

1.86 

43.72 

1.86 

19. 

43.47 

1.00 

43.63 

1.00 

Tagesmittel   6"  43-438 

15.16) 

G"  435532 

(15.16) 

Corr.  f.  Uhrg. 

O.ÜOI 

0.001 

»                                        w 

Im  Mittel  gil 

:)l  die 

Reihe  I. 

AA  =  6"  43^310  +  B — 

A'     Gew.  71.53 

Reihe  II. 

G    43. 

521  +  A'  — 

B'     Gew.  83.19 

Mittel    AA  =  6"' 435416 
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Addirt  man  zu  den  fünf  Tagesmitteln  der  Reihe  I.  0M06  und  sublrabirt 
von  den  andern  OH  05,  so  erhalt  man  die  Werthe 

April  4.   AA  =  6"  43U98     Abw.  +  0!082 


8. 

43.348 

—  0.068 

10. 

43.237 

—  0.179 

11. 

43.432 

+  0.016 

16. 

43.492 

+  0.076 

17. 

43.468 

+  0.052 

19. 

43.399 

—  0.017 

20. 

43.332 

—  0.084 

21. 

43.426 

+  0.010 

24. 

43.534 

+  0.118 

Die  Abweichungen  sind  wieder  viel  grösser,  als  bei  einem  m.  F. 
von  ±  0?03  zu  erwarten  gewesen  wäre,  zu  welchem  vielmehr  noch 
eine  mittlere  Tagesunsicherheit  von  ±  0^083  hinzutritt.  Erklärt  man 
dieselbe  wiederum  durch  die  Veränderlichkeit  der  persönlichen  Glei- 
chung, so  ist  es  auffallend,  dass  diese  sich  für  die  Registrirbeobachtungen 
grösser  ergibt,  als  für  die  Beobachtungen  nach  dem  Gehör ;  indess  kann 
man  hierfür  den  Erkiärungsgrund  angeben,  dass  sich  in  Gotha  jeden  Abend 
die  Luft  rasch  verschlechterte  und  deshalb  bei  den  Registrirbeobachtungen 
im  Durchschnitt  erheblich  unruhiger  gewesen  ist,  als  bei  den  anderen. 

Der  m.  F.  eines  Tagesresultats  der  Registrirbeobachtungen  mit  dem 
vorläufigen  Gewicht  g  ist  also 


-V 


0!0832  +  ^•^"* 


zu  setzen,  wofür  jedoch  wieder  April  17  und  19 


/ 


0r088'     .      0!180' 


1.5        •         g 

genommen  ist.  Man  erhält  damit 

Reibe  I. 

April  4.  A'l  =  6"  43?392     m.  F.  ±  0?089  Verb.  Gew.  1 .27 

8.                    43.242                  0.089  1.28 

10.  43.131                   0.090  1.24 

11.  43.326                  0.089  1.26 
24.                    43.428                  0.089  1.28 


Mittel  1.           6°"  43^305  ±  0?040  6.33 

Reihe  II. 

April  16.  A>1  =  6"  43?ö97  m.  F.  ±  0M04     Verb.  Gew.  0.92 

17.                     43.573  0.072  1.93 

19.  43.504  0.072  1.93 

20.  43.437  0.089  1.28 

21.  43.531  0.089  1.28 


Mittel  II.         6"  43^526  ±  0^037  7.34 
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überwiegend  grOssten  Theile  in  der  Variabilität  der  persönlichen  Glei- 
ohang  ihren  Grond  hat,  während  die  angewandten  Werthe  der  Instru- 
mentaioorrectionen  als  durchaus  den  Beobachtungen  entsprechend 
anzosehen  sein  würden.  Die  mittlere  Abweichung  der  persönlichen 
Gleichung  von  ihrem  Tageswerthe  ist  namüch  für  einen  einzelnen 
nach  dem  Gehör  beobachteten  Stern  am  2.  October  ass  ±  0*1 2i  und 
am  3.  October  =  ±  0-1  Oi  gewesen  (wie  man  findet,  wenn  man  von 
den  oben  fttr  diese  Tage  angeführten  m.  F.  die  reinen  Antrittsfehler 
abzieht) ,  und  zwar  bei  einem  Luftzustande ,  welcher  ungefähr  eben  so 
ungünstig  war,  wie  bei  der  Längenbestimmung  durchschnittlich.  Bei 
guter  Lufl  haben  wir  dagegen  für  dieselbe  Methode  unsere  Gleichung 
(Leipzig,  April  12)  völlig  constant  gefunden,  indem  die  Differenzen  zwi- 
schen den  Werthen  aus  den  einzelnen  Sternen  genau  so  gross  waren,, 
wie  die  mittleren  Antrittsfehler  erwarten  liessen.  Es  ist  daher  wohl  ge- 
stattet, anch  für  die  Registriro^thode  die  Vergrösserung  des  Beobach- 
tungsfehlers durch  eine  Variabilität  der  persönlichen  Gleichung  in  Folge 
der  ungünstigen  Luftzustände  zu  erklären ,  obwohl  ftir  diese  Methode 
der  directe  Nachweis  derselben  fehlt.  Bei  der  einzigen  Bestimmung 
unserer  persönlichen  Gleichung  beim  Registriren ,  welche  wir  auszu- 
filbren  Gelegenheit  hatten  (in  Leipzig  1866  Januar  2),  wurde  dieselbe 
zwar  völlig  constant  gefunden ,  aber  wahrscheinlich  nur  deshalb ,  weil 
die  Luft  bei  diesen  Beobachtungen,  wie  bei  der  ersten  Bestimmung  nach 
der  andern  Methode,  ruhig  war.  Es  fand  sich  aus  16  Sternen  der  Werth 
B.  — A.  =  +  0"108  mit  dem  m.  F.  ±  0'012,  dass  indess  auch  für 
diese  Methode  Tagesresultate  beträchtlich  variiren  können,  zeigt  die 
Abweichung  dieses  Werthes  von  dem  kurz  zuvor  zwar  indirect  (durch 
Yergleichungen  mit  Dr.  Engelmann)  aber  anscheinend  ebenfalls  sicher 
erhaltenen  Resultat  B.  —  A.  =  +  0M23  (m.  F.  ±  0^025)  —  0M05 
(m.  F.  ±  0?0H)  =  +  0!01 8.  — 

Aus  den  Werthen  der  m.  F.  einer  reducirten  Längendifierenz 
±0-144  und  ±0-136  für  Auge-  und  Ohr-Beobachtungen  von  Zenith- 
resp.  Aequatorsternen  folgt,  dass  zur  Bildung  der  definitiven  Tages- 
mittel  nach  den  Beobachtungen  dieser  Art  die  beiden  Gruppen  mit  Be- 
rücksichtigung des  Gewichtsverhältnisses  1:1.11  zu  vereinigen  sind. 
Die  von  Verschiedenheiten  in  der  Anzahl  der  beobachteten  Antritte  her- 
rührenden Schwankungen  um  diese  Mitt^lvverthe  sind  ganz  geringfügig 
und  daher  vernachlässigt  worden. 
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Da  die  Epochen  der  CoincidenzeD  von  dem  Mittel  der  Durchgangs- 
zeilen  der  Rcgistrirsterne  in  der  Regel  erheblich  (im  Mittel  02)  ver- 
schieden gewesen  sind ,  so  wird  man  diesen  Unterschied  wohl  durch 
eine  kleine  Abweichung  des  nächtlichen  relativen  Uhrgangs  von  dem 
bei  den  ZeitUbertragungen  angewandten  mittlem  24stUndigen  Gange  zu 
erklären  haben,  und  zwar  müsste  sich  der  Unterschied  der  beidersei- 
tigen Uhrzeiten ,  da  die  Coincidenzen ,  ausser  April  13,  16  und  1 9  II, 
nach  den  Slernbeobachtungen  registrirt  sind,  während  der  Dauer  der 
Beobachtungen  langsamer  verringert  haben ,  als  angenommen  worden 
ist.  Trennt  man  die  Beobachtungen  eines  jeden  Abends  der  Zeit  nach 
in  mehrere  Gruppen ,  so  gibt  in  der  That  jedes  Mal  die  von  den  Coin- 
cidenzen entferntere  Gruppe  die  Längendifferenz  fehlerhafter  als  die  nä- 
here ,  und  zwar  ist  der  Unterschied  in  den  Fehlern  im  Mittel  =  0-007 
bei  einem  Unterschied  der  Mitlelzeiten  von  0^88.  —  Wahrscheinlich 
hat  die  Gothaer  Uhr  ihren  Gang  am  Abend  etwas  beschleunigt;  von 
diesem  Umstand  würde  auch  ein  kleiner  Einfluss  auf  die  Bestimmung 
der  Lftngendifferenz  aus  den  Auge-  und  Ohr-Beobachtungen  vorauszu- 
setzen sein,  da  die  mit  denselben  verbundenen  Coincidenzen  in  der 
Regel  ebenfalls  einer  späteren  Epoche  angehören.  Indess  ist  der  Un- 
terschied der  Epochen  im  Mittel  nur  der  dritte  Theil  desjenigen,  welcher 
für  die  Registrirbeobachtungen  stattgehabt  hat,  ein  etwaiger  davon  her- 
rührender Fehler  also  jedenfalls  äusserst  klein.  — 

Die  beiden  Werlhe  für  die  Längeudifferenz 

A.  6"  43U47  mit  dem  m.  F.  ±  0^0544,  und 

B.  6    43.416  mit  dem  m.  F.  ±  0.0271 
geben  als  wahrscheinlichsten  Endwerth 

6"  43U22  mit  dem  m.  F.  ±  0^0243 
für  die  Längendifferenz  zwischen  dem  Leipziger  Passageninstrument  und 
dem  Gothaer  Meridiankreis.  Das  Centrum  des  Hauptpfeilers  ist  in  Leip- 
zig 10.4  Meter  östlich  vom  Passageninstrument,  in  Gotha  7.9  Meter 
westlich  vom  Meridiankreis.  Die  Differenz  zwischen  den  Hauptpfeilem 
der  beiden  Sternwarten  ist  demnach  im  Parallel  18.3  Meter  oder  0'063 
grösser,  also 

6"  43-485  mit  dem  id.  F.  ±  0-0243  oder  dem  w.  F.  ±0-0164. 
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Linier   den    von  Brewster  in  seinen  »Bemerkungen  über  die 
Thermoelekiricitat  der  Mineralien«*)  als  thermoelektrisch  aurgefUhrtcn 
Kryslallen  findet  sich  auch  der  Amethyst  und  der  Quarz  aus  dem  Dau- 
Phine,  unter  welchem  letzteren  jedenfalls  diejenige  Varietät  dieses  Mi- 
nerals zu  verstehen  ist ,  welche  gewöhnlich  mit  dem  Namen  des  Berg- 
•frystalles  bezeichnet  wird.    Indess  macht  Brewster  durchaus  keine 
^Vei  leren  Mitlheilungen  weder  über  die  Lage  und  Anzahl  der  Pole,  noch 
Ü6er  die  Stärke  der  erregten  Elektricität ,  noch  auch  über  die  Tempe- 
''3t  u rerhöhung,  bei  welcher  dieselbe  auflritt;  es  würde  das  von  ihm  an- 
gevx?andte  Verfahren  (Anziehung  einer  auf  einer  Spitze  leicht  beweglichen 
^e^^singenen  Nadel  oder  sehr  dünner  Stückchen  der  innern  Membran 
^'ox^  Arundo  Phragmites)  dazu  auch  nicht  ausreichend  gewesen  sein. 

Bei  meinen  mit  Unterbrechungen  vou  1834  bis  18*39  über  die 

•*  *^^nnoelektricität  der  Krystalle  ausgeführten  Untersuchungen**)  halle 

'^^•'^      mir  nicht  sowohl  die  Auffindung  neuer  thernioelektrischer  Kryslallo 

^■^      vielmehr  die  Ermittelung  der  besonderen  Vertheilung  der  Elektri- 

^'*-*Ät  an  den  bereits  bekannten  elektrischen  Krystallen  und  ihres  Zusam- 

»hanges  mit  der  Form  derselben  zur  Aufgabe  gestellt,  und  es  gelang 

^  damals,  nicht  nur  die  Angabe  Brewster 's  über  die  durch  Erwär- 

^g  am  Bergkrystall  hervortretende  Elektricität  im  Allgemeinen  als 

Vitig  zu  erkennen ,  sondern  auch  speciell  die  Anzahl  und  Lage  der 


1 


*)  TheEdiub.  Journal  of  Science,  conducled  by  David  Brewster  182 i,   lieft 
übersetzt  im  Jahrbuch  der  Chemie  und  Physik  von  Schweigger,  1825,  Bd.  43, 
B7ff. 

**)  De  Iherraoeleclricilatc  cryslailorum,  IIaiiie1839;  Quaeslionis  de  Ihormo- 
Cilricilale  pars  allera,  Ilalac  1840.  Pogg.  Annal.  Bd.  49,  S.  493  ff.;  Bd.  ÖO, 
^37  (T.,  S.  47  ff.,  S.  f)05ff. 
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Pole  bei  einer  grössern  Zahl  mir  zur  Verfügung  stehender  Bergkrystalle 
festzustellen  .*) 

Es  kann  daher  nur  ein  unglUckh'cher  Zufall  gewesen  sein ,  wenn 
bei  der  einige  Jahre  später  von  Riess  und  G.  Rose  ausgeführten  Prü- 
fung des  Bergkrystalles  **)  fünf  einige  Zoll  lange  ziemlich  dicke  Exem- 
plare nach  der  stärksten  Erhitzung  keine  Elektricität  zeigten,  wenn 
auch  ein  kleiner  ungefähr  6  Linien  langer  und  2  Linien  dicker  Krystall 
unelektrisch  blieb  und  nur  bei  einem  diesem  letzteren  gleichen  kleinen 
Krystalle  auf  einer  Fläche  der  sechsseitigen  Zuspitzung  beim  Abkühlen 
negative,  auf  einer  Fläche  des  sechsseitigen  Prismas  aber  positive 
Elektricität  gefunden  wurde.  Obwohl,  wie  ich  später  zeigen  werde, 
die  Elektricität  des  Bergkrystalles  bei  höheren  Temperaturen^  verschwin- 
det ,  so  ist  es  doch  nicht  wahrscheinlich ,  dass  bei  den  Versuchen  von 
Riess  und  G.  Rose  das  Ausbleiben  der  elektrischen  Anzeichen  in 
einer  für  diese  Erregung  zu  hohen  Temperatur  seinen  Grund  gehabt 
hat ,  sondern  vielmehr  in  dem  Umstände ,  dass  es ,  wie  gleichfalls  die 
nachfolgenden  Versuche  lehren  werden,  in  der  That  Krystalle  gibt ,  die 
nur  sehr  schwach  thermoelektrisch  werden,***)  und  dass  namentlich  die 
fünf  grossen  von  Riess  und  G.  Rose  geprüften  Krystalle  gerade  dieser 
Klasse  angehört  haben. 

Bei  der  Wichtigkeit,  welche  wegen  ihres  Zusammenhanges  mit  der 
Krystallform  und  der  Wärme bewegung  der  Thermoelektricität  beizu- 
legen ist,  habe  ich ,  wie  dies  auch  meine  im  Jahre  1 857  veröffentlichten 
Untersuchungen  über  die  thermociektrischen  Eigenschaften  des  Bora- 
citsf)  darthun,  so  wie  Zeit  und  vorhandenes  geeignetes  Material  an 
Krystallen  es  gestatteten,  dem  Studium  dieser  Vorgänge  meine  Aufmerk- 
samkeit zugewandt ;  aus  diesen  Untersuchungen  theile  ich  in  der  vor- 
liegenden Abhandlung  die  auf  die  thermociektrischen  Eigenschaften  des 
Bergkrystalles  bezüglichen  Beobachtungen  und  Resultate  mit,  weil  es 
mir  gelungen  ist ,  die  elektrische  Vertheilung  an  demselben  vollständig 


*)  Ich  führe  die  von  mir  damals  gefundenen  und  jetzt  wieder  bestUtigien  Rc 
sullate  an  dieser  Stelle  nicht  an ,  weil  ich  sie  spUlcr  etwas  ausführlicher  mitthei- 
len muss. 

**)  üeber  die  Pyroelektricilät  der  Mineralien  von  Riess  und  G.  Rose,  Ab- 
handlungen der  Akad.  d.  \Vissensch.  zu  Berlin  1843)  physik.  Abth.  S.  96. 
***)  s.  das  Ende  des  VIII.  AbschniUes. 
t)  Bd.  VI  dieser  Abhandlungen  S.  149  (T. 
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zu  ermitteln,  und  weil  gerade  die  Krystalle  dieses  Minerals  noch 
ausserdem  ein  ganz  besonderes  anderweitiges  Interesse  darbieten.  Be- 
reits im  Jahre  1841  ^)  habe  ich  nämlich  zuerst  auf  den  durch  die 
Krystallform  vermittelten  Zusammenhang  zwischen  Thermoelektricität 
und  circularer  Polarisation  hingewiesen ;  nun  ist  (abgesehen  vom  chlor- 
sauren Natron  und  von  den  ihm  isomorphen  Verbindungen ,  sowie  vom 
schwefelsauren  Strychnin  und  dem  Zinnober,  von  denen  ich  mir  noch 
keine  zur  thermoelektrischen  Prüfung  geeigneten  Krystalle  habe  ver- 
schaffen können,  und  abgesehen  vom  Boraclt,  dessen  optisches  Ver- 
balten noch  nicht  gehörig  festgestellt  werden  konnte)  der  Bergkrystall 
die  einzige  bis  jetzt  bekannte  thermoelektrische  Substanz,  welche  im 
festen  Zustande  die  circulare  Polarisation  zeigt;  ein  Umstand,  der  we« 
sentlich  zur  Erhöhung  unseres  Interesses  an  der  Kenntniss  seines 
thermoelektrischen  Verhaltens  beitragen  muss. 

Bevor  ich  indess  auf  meine  Untersuchungen  sowohl  rücksichtlich 
des  Verfahrens,  als  auch  der  erlangten  Resultate  eingehe,  halte  ich  es 
mit  Rücksicht  auf  das  Verständniss  des  Folgenden    für  zweckmässig, 
eine  allgemeine  Darstellung  der  bisherigen  Ansichten  und  Untersuchung 
gen  über  die  Krystallisations-  und  Structurverhültnisse ,  sowie  über  die 
Beschaffenheit   der  Begrenzuugsflächen   des   Bergkrystalles    vorauszu- 
sagenden. 

1.    Krystallisations-  und  Structurverhältnisse  des  Bergkrystalles.'^'*^) 

1 .     Krystallsystem. 

Die  Ansicfiten  der  Mineralogen  über  das  Krystallsystem  des  Quar- 
tes sind   seit  Hauv    sehr   verschieden    gewesen   und   auch    bis  jetzt 


*)  Uebor  TiiermoelcktricitSl  und  Kryslallgcstalt  des  neutralen  weinsauren  Ka- 
%isu.  s.  w.    Pogg.  Annal.  Bd.  53.  S.  620tr. 

^*j  Die  ülterc  Literatur  über  die  Kryslallisation  des  Quarzes  ist  von  G.  Rose  in 
«einer  Abhandlung  »über  das  Krystallsystem  des  Quarzesu  (Abhandlungen  der  Akade- 
mie der  Wissenschaften  zu  Berlin  4  844  S.  218  u.  219)  zusammengestellt  worden. 
Uiiizuzufügen  ist  diesen  Angaben  ausser  der  ebengenannten  wichtigen  Abhandlung 
von  G.  Rose  das  sebr  umfassende  Memoire  sur  la  crystallisation  et  la  structure  inte- 
neuro  du  quartz  von  Descioizeaux  (Annal.  de  Chim.  et  de  Pbys.  3.Ser.  1855  Bd. 
45.  S.  119  fS,),  so  wie  Bemerkungen  von  Websky  (Pogg.  Annal.  99,  S.  296),  Gi- 
rard   (Abb.   der  naturf.  Ges.  zu  Halle  1858   Bd.   4),    Hessenberg    (Abb.    der 
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ist  in  dieser  Beziehung  noch  keine   Ucbereinstimmung  erzielt  wor- 
den.*) 

Die  gewöhnliche  Krystallform  des  Bergkrystalles  ist  ein  reguläres 
sechsseitiges  Prisma  mit  sechsflächiger  Zuspitzung  an  den  Enden.  In- 
dess  zeigen  sich  in  der  Ausdehnung  der  Flächen,  welche  diese  Zu- 
spitzungen bilden ,  grosse  Ungleichmässigkeiten  ;  namentlich  erscheinen 
an  dem  einen  meist  allein  ausgebildeten  Ende  diese  Flächen  abwechselnd 
grösser  und  kleiner ,  so  dass  es  nahe  liegt ,  die  sechsflächige  Zuspitzung 
nicht  als  die  gewöhnliche  holoedrische  hexagonale  Pyramide  zu  be- 
trachten, sondern  vielmehr  diese  Pyramide  in  ihre  beiden  hemiedrischen 
Hälften,  d.  h.  in  zwei  ihrer  Stellung  nach  um  60^  oder  180**  gegen  ein- 
ander verdrehte  Rhomboeder  von  gleichen  Winkeln ,  deren  Flächen  eine 
verschiedene  Ausdehnung  erhalten  haben,  zerlegt  zu  denken.  Dieses 
Vorherrschen  dreier  Flächen,  sowie  auch  weitere  EigenthUmlichkeiten 
im  Auftreten  anderer  gegen  die  Hauptaxe  geneigter  Flächen  bewogen 
Hauy  in  der  That  auch,  als  Grundform  für  den  Quarz  das  Rhomboeder 
anzunehmen ;  dagegen  vermochte  er  keine  Merkmale  aufzustellen ,  um 
die  zuvor  genannten  beiden  Rhomboeder  von  einander  zu  unter- 
scheiden. 

Der  eben  erwähnte  Mangel ,  sowie  die  Willkür  welche  zum  Theil 
infolge  davon  in  der  Hauy 'sehen  Darstellung  der  Krystallformen  des 
Quarzes  hervortrat,  bestimmte,  wie  G.  Rose  angibt.  Weiss,  als  Grund- 
form dieses  Minerals  die  hexagonale  Pyramide  zu  wählen ,  dabei  aber 
auch  die  Neigung  des  Quarzes,  ins  Rhomboedrische  überzugehen,  an- 
zuerkennen. 

Dagegen  hielt  sich  Naumann,  gestützt  auf  das  Auftreten  der 
trigonalen  Trapezoeder  und  Pyramiden  bereits  im  Jahre  1 829  für  be- 


Senckenbergiscben  Ges.  \.  Bd.),  Sella  (Denkschridlen  der  Turiner  Akad.  17.  Bd.)« 
die  kryslallographische  Entwickelung  des  Quarzsy Siemes  von  E.  Weiss  (Abb.  der 
naturr.  Ges.  zu  Halle  5.  Bd.  S.  51),  und  Leydolt,  über  eine  neue  Methode  die 
Structur  und  Zusammensetzung  der  Rrystalle  zu  erkennen  u.  s.  w.  (Sitzungsberichte 
der  Akad.  der  Wiss.  in  Wien  ;  math.-naturw.  Klasse  t85i.  Bd.  15.  S.  59). 

*)  Ich  berichte  in  diesem  Abschnitte,  wie  bereits  zuvor  angedeutet,  nur  über  die 
bisher  ausgesprochenen  Ansichten  über  die  KrystallisationsverhUllnisse  des  Berg- 
krystalles; in  welcher  Weise  dieselben  gerade  auf  Grund  meiner  Untersuchungen 
über  die  Thcrmoelcktricit'at  zu  deuten  sind,  vermag  ich  erst  am  Schlüsse  dieser  Ab- 
handlung anzugeben. 
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rechtigt,  dea  Bergkrystall  als  tctartocdrisch  zu  betrachten ;  *)  eine  Auf- 
fassung, welche  er,  wie  er  in  der  neuesten  Auflage  seiner  Mineralogie 
hervorhebt,  durch  die  in  der  vorstehenden  Anmerkung  angeführten  Ar- 
beiten von  G.  Kose  und  Descloizeaux  bestätigt  sieht. ^^) 

Die  beim  Bergkrystall  auftretende  Telartoedrie  würde  die  von 
Naumann  sogenannte  trigonotype  oder  trapezoedrischo  sein,  bei 
welcher  in  den  aufeinanderfolgenden  Gliedern  (zweien  oberen  und 
zweien  unleren  über  demselben  Sextanten  gelegenen  Flächen)  der 
zwölfseitigen  Pyramide  abwechselnd  eine  obere  und  eine  untere,  aber 
in  Bezug  auf  Rechte  und  Links  entgegengesetzt  gelegene  Fläche  aus- 
gebildet ist. 

2.     Krvstallgestalten. 

Wie  oben  erwähnt,  wird  die  gewöhnliche  Krystallform  des  Berg- 
krystalles  von  einem  sechsseitigen  Prisma  mit  sechsflächiger  Zus|)itzung 
an  beiden  Enden  gebildet.     G.  Rose  hat  die  beiden  Rhomboeder  (oder 
rhomboederähnlichen  Gestalten) ,  von  welchen  diese  Zuspitzungen  her- 
rühren,  als  Haupt-  und  Gegenrhomboeder  unterschieden,   dergestalt, 
dass  im  Allgemeinen  die  Gruppe  der  grössern  Flächen  dem  Haupt-,  die 
Gruppe  der  kleineren  Flächen  dem  Gegenrhomboeder  angehören.  Diese 
Bezeichnung  ist,  wie  sich  später  zeigen  wird,  mit  dem  elektrischen  Yer- 
lialten  des  Bergkrystalles  sehr  wohl  im  Einklänge,  und  soll  daher  im  Fol- 
genden beibehalten  werden. 

Ausser  den  beiden  Grundrhomboedern  finden  sich  noch  spitzere 
und  stumpfere  Rhomboeder  (Nebenrhomboeder)  und  zwar  sowohl  von 
der  Stellung  des  Haupt-  als  auch  von  der  Stellung  des  Gegenrhomboe- 
ders;  im  Anschluss  an  die  Bezeichnung  von  Rose  sollen  die  ersteren 


*)  Naumann,  Lehrbuch  der  reinen  und  angcw.-indlen  Krystallographie  Bd.  I. 
S.  509  und  Bd.  11.  S.  316. 

**)  Descloizeaux  selbst  sieht  aus  seinen  Untersuchungen  die  Folgerung,  dass 
die  Grundform  des  Quarzes  ein  Rhomboeder  sei.  Er  sagt  Seite  Ü08  seiner  Abhand- 
lung: )J*ai  Signale  les  diflerenccs  physiqucs  tr^s-rcconnaissables,  qui  existent  enlro 
la  plupart  des  rhombo^dres  directs   et  invcrses,   et  cnlre  les  plagiedrcs  des  zones 

e*  s  e*  ou  /)  s  tr  ;  ces  diflerences ,  en  s'ajoutant  a  plusicurs  autres  raisons,  me  parais- 
sent  devoir  ^tre  consid^rces  commc  un  argument  a  pcu  pres  sans  rt^pliquc  en  faveur 
de  l'opinion  anciennement  emise  par  Hauy,  a  savotr,  qu'on  devrait  regarder  le  rhom- 
boedre  comme  ötaut  le  type  crystallin  du  quartz  et  celui  de  sa  molecule. 
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Nebenrhomboedcr  erster,  die  letzteren  dagegen  Nebenrhoinboeder  zwei- 
ter Ordnung  genannt  werden. 

Ausser  den  Flächen  des  sechsseitigen  Prismas  und  der  Rhomboeder 
erscheinen  häufig  noch  Abstumpfungen  der  Seitenecken  oben  und  unten 
an  den  abwechselnden  Kanten  des  Prismas;  dieselben  gehören  einer 
trigonalen  Pyramide  an ,  und  können  an  den  einen  oder  andern  drei  ab- 
wechselnden Kanten  auftreten.  Diese  Flächen  besitzen  gewöhnlich  die 
Form  eines  Rhombus ,  und  sind  daher  unter  dem  Namen  der  Rhomben- 
flächen bekannt.  Stellen  wir  einen  Bergkrystall  vor  uns  hin,  mit  seiner 
Hauplaxe  aufrecht  und  eine  Prismenfläche,  welche  oben  eine  Fläche  des 
Hauptrhomboedcrs  trägt,  auf  uns  zugewendet,  so  soll  die  trigonale 
Pyramide  eine  rechte  heissen,  wenn  die  rhombische  Fläche  auf  der  be- 
zeichneten  Prismenfläche  oben  (also  unterhalb  der  Hauptrhomboeder- 
fläche)  rechts,  dagegen  eine  linke,  wenn  die  Rhombenfläche  oben 
links  liegt. 

Ferner  erfahren  die  Combinationskanten  der  Rhombenfläcben  mit 
den  Prismen  flächen  öfter  Abstumpfungen,  die  von  trigonalen  Trape- 
zoedern ,  den  viertel  flächigen  Gestalten  der  holoedrischen  zwölfseitigen 
Pyramide,  herrühren.  Die  vier,  theils  nach  der  Stellung  theils  nach  der 
Form  verschiedenen  trigonalen  Trapezoeder,  welche  sich  aus  einer 
zwölfseitigen  Pyramide  bilden  lassen,  können  wir  mit  G.  Rose  als 
Trapezoeder  erster  oder  zweiter  Ordnung  unterscheiden,  je  nachdem 
ihre  Flächen  unterhalb  der  Flächen  des  Haupt-  oder  des  Gegenrhom- 
boeders  liefen.  Die  rechten  und  linken  Gestalten  in  jeder  Ordnung 
bestimmen  sich  darnach ,  ob  ihre  Flächen  am  obern  Ende  des  Krystalles 
auf  der  dem  Beschauer  zugewandten  Prismenfläche  rechts  oder  links 
liegen. 

In  seltenen  Fällen  zeigen  endlich  die  abwechselnden  Seitenkanten 
des  Prismas  Abstumpfungen  oder  Zuschärfungen,  welche  von  trigonalen 
oder  dilrigonalen  Prismen  herrühren. 

Ob  die  von  Descloizeauxbei  zwei  Krystallen  an  dem  einen  Ende 

beobachtete  matte  Fläche  senkrecht  gegen  die  Hauptaxe  eine  wahre 

Krystallfläche  ist,  dürfte  sich  noch  nicht  mit  Bestimmtheit  entscheiden 

lassen. 

3.     Durchgänge. 

Die  beim  Quarz  überhaupt  nur  sehr  unvollständige  Spaltbarkeit 
wurde  von  Hauy  gleich  deutlich  parallel  den  Flächen  beider  Rhom- 
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Rose  zwischen  den  Flächen  der  beiden  Rhomboeder  in  Bezug  auf 
Glanz  und  Glätte  entweder  kein  bemerklicher  Unterschied  vorhanden, 
oder  wenn  ein  solcher  nur  bezüglich  des  Glanzes  eintritt,  sind  die 
Flachen  des  Hauptrhomboeders  »stets  mehr  oder  weniger  glänzend«  als 
die  des  Gegenrhomboeders ,  die  dann  öfter  ganz  matt  erscheinen.  Tritt 
ein  Unterschied  in  Bezug  auf  Glanz  und  Glätte  ein,  so  sind  gewöhnlich  die 
Flächen  des  Hauptrhomboeders  warzig,  die  des  Gegenrhomboeders  glatt 
und  dabei  häufig  malt;  zuweilen  sind  auch  die  Flächen  des  letzteren 
Rhomboeders,  wenn  auch  nur  unbedeutend  warzig  und  die  des  ersteren 
glatt,  und  in  diesem  Falle  erscheinen  auch  die  Flächen  des  Gegen- 
rhomboeders glänzend ,  wenn  gleich  weniger  als  die  des  Hauptrhom- 
boeders. Bei  den  Zwillingskrystallen  des  genannten  Fundortes  zeigt 
sich  ebenfalls  häufig  ein  Unterschied  in  Glanz  und  Glätte  zwischen  den 
Rhomboederflächen.  Tritt  ein  solcher  Unterschied  gleichzeitig  an  den 
Rhomboeder-  und  Prismenflächen  hervor,  so  ist  dann  ebenso  wie  bei 
den  Järischaucr  Krystallen  stets  nur  dasjenige  Ende  ausgebildet,  an  wel- 
chem die  glänzenderen  Rhomboederflächen  auf  den  glänzenderen  Pris- 
menflächen ,  und  die  matten  Rhomboederflächen  auf  den  matten  Pris- 
roenflächen  aufgesetzt  sind.  Zuweilen  findet  ein  Unterschied  im  Glänze 
der  Rhomboederflächen  nicht  statt ,  und  in  diesem  Falle  reflectiren  öfter 
die  Flächen  des  Hauptrhomboeders  ein,  wenn  auch  nur  schwaches, 
doch  deutliches  rotbes,  die  Flächen  des  Gegenrhomboeders  aber  ein 
grtlnes  Licht.*) 

b.     Flächen  der  übrigen  Rhomboeder  (Nebenrhomboeder)  erster  und  zweiter 

Ordnung. 

Bis  jetzt  sind  beim  ßergkrystalle  über  30  Rhomboeder  der  ersten 
und  ebenso  viele  der  zweiten  Ordnung  mit  mehr  oder  weniger  Sicher- 
heit beobachtet  worden.  Ueber  die  Hälfte  derselben  kommen  in  beiden 
Ordnungen  vor,  d.  h.  zu  jedem  der  betreffenden  Rhomboeder  der  ersten 
Ordnung  existirt  das  Gegenrhomboeder. 

Auf  den  Flächen  dieser  Nebenrhomboeder  spricht  sich  der  Unter- 
schied ihrer  Stellung  durch  Glanz  und  Streifung  im  Allgemeinen  viel 


*J  Auf  den  FarÖern  kommen  Krystalle  mit  nur  einem  Rhomboeder  vor,  die,  ob- 
wohl sie  matt  sind ,  Rose  doch  als  Flachen  des  Hauptrhomboeders  betrachtet ,  da 
das  alleinige  Vorkommen  des  Gegenrhomboeders  noch  nicht  beobachtet  ist. 
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bestimmter  aus,  als  auf  den  Flüchen  der  Grundrhombocder  (d.  h.  des 
Haupt-  und  Gegenrhomboeders).  Die  Flächen  der  Rhomboeder  erster 
Ordnung  sind  gewöhnlich  glänzend,  wenn  auch  öfter  abgerundet  (arron- 
dies  Descioiz.);  indess  linden  sich  einzelne  auch  gestreift,  jedoch  im 
Allgemeinen  immer  schwächer  als  die  benachbarten  Flächen  der  Rhom- 
boeder zweiter  Ordnung,  die  nach  G.  Rose  stets  auch  mehr  oder  we- 
niger matt  erscheinen. 

3.    Flächen  der  Irigonalcn  Pyramide. 

Die  Flächen  der  trigonalen  Pyrannde  (die  sogenannten  Rhomben- 
flächen) sind  nach  G.  Rose  stets  glänzend  und  zuweilen  wohl  glatt, 
gewöhnlich  aber  doch  parallel  den  Kanten  mit  dem  Hauptrhomboeder 
gestreift. 

4.    FlUchen  der  trigonalen  Trapczocdor. 

üeber  die  Beschaffenheit  der  Flüchen  der  trigonalen  Trapezoeder 
macht  G.  Rose  folgende  Angaben :  Von  den  Flächen  der  unteren  Tra- 
pezoeder erster  Ordnung  sind  die  Flächen  von  Q  P  f  stets  glatt  und 
glänzend,  die  Flächen  von  iP^^  häufig  matt,  und  die  Flächen  von 
5  P^  in  den  wenigen  Fällen,  wo  sie  vorgekommen  sind,  glänzend  und 
glatt.  Die  Flächen  des  oberen  Trapezoeders  g  P  |  sind  ebenfalls  glsin- 
zend,  doch  gestreift  parallel  den  Kanten  mit  den  Rhombenflächen.  Die 
Flächen  der  Trapezoeder  zweiter  Ordnung  sind  stets  in  demselben  Sinne 
gestreift,  wie  die  Rhomben-  und  oberen  Trapezflächen,  also  parallel  der 
Kantenzone ,  worin  sie  sämmtlich  liegen.  Sie  sind  dabei  meistens  noch 
mehr  oder  weniger  glänzend,  öfters  aber  ganz  matt. 

In  gleicher  Weise  spricht  sich  Descioizeaux*)  über  die  Beschaf- 
fenheit der  Flächen  der  unteren  Trapezoeder  zweiter  Ordnung  dahin 
aus,  dass  diese  Flächen,  die  also  zwischen  den  Rhombenflächen  und 
denjenigen  Prismenflächen  liegen,  auf  welchen  die  Flächen  des  Gegen- 
rhomboeders  aufgesetzt  sind)  siets  mehr  oder  weniger  stark  parallel 

*)  S.  192  seiner  Abhandlung  setzt  Doscloizcaux  hinzu:    Ce  caraclcre  est  si  con- 

slanl,  ffu'il  emp6cho  loule  confusion  entre  les  faces  de  la  zono  p  s  f*   (untere  Trape- 

t 
zoeder  zweiter  Ordnung)  et  celles  de  la  zone  e*  s  c*   (unlere  Trapezoeder  erster  Ord- 
nung) ,  et  que  dans  certains  enchev<^trements  doulcux  on  peut  Temployer  pour  fixer 

f. 

la  Position  relative  des  faces  p  (Haupt-)  et  e*  (Gegenrhomboeder). 
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ihrer  Zonenaxe  gestreift  sind.  Dasselbe  Aussehen  zeigen  nach  ihm  die 
Flächen  einiger  oberen  Trapezoeder  erster  Oi^dnung  aus  derselben 
Zone  (die  also  (Iber  den  RhombenflSiehen  nach  den  Flächen  deÄ  Haupt- 
rhomboeders  hin  liegen),  während  die  Flächen  der  anderen'  Triapezoeder 
dieser  Kategorie  mehr  oder  weniger  abgerundete  Flächen  darbieten. 

B.      Grösse  der  Flächen. 

•  ■ 

i,    Rhomboederflächen. 

Bereits  in  der  Miltheilung  meiner  ersten  Versuche  über  dasthermo- 
elektrische  Verhalten  der  Bergkryslalle*)  habe  ich  auf  einen  fast  stets 
vorhandenen  Unterschied  in  der  Ausbildung  der  beiden  Enden  dieser 
Krystalle  hingewiesen,  und  bei  aufrechter  Stellung  derselben  die  beiden 
Enden  als  obere  und  untere  unterschieden.  .Es  wird  sich  nachher  zei- 
gen,  dass  in  den  meisten  Fällen  sich  beide  Enden  ohne  Schwierigkeit 
unterscheiden  lassen.**) 

Sind  die  Krystalle  mit  dem  einen  Ende  angewachsen ,  so  soll  das 
freie  Ende  mit  dem  Namen  des  oberen  belegt  werden.  * 

Es  dtlrfle  wohl  kaum  ein  Bergkrj'stdll  existiren,  bei  welcheb  am 
oberen  Ende  die  sechs  Flächen  der  Zuspitzung  genau  gleiche  Ausdeh- 
nung besitzen.  Sehr  häufig  wechseln,  wie  bereits  oben  S.  326  erwähtit, 
drei  grosse  Flächen  mit  drei  kleineren  ab ;  erstere  sind  die  Flächen  des 
Haupt-,  letztere  die  Flächen  des  Gegenrhomboeders.  Oefter  kommt  es 
such  vor,  dass  eine  der  Flächen  des  Hauptrhomboeders  zurückbleibt, 
oder  dass,  wie  dies  namentlich  bei  den  Dauphin6er  Krystallen  öehr  ge- 
>vöhnlich  ist ,  eine  Fläche  des  Hauptrhomboeders  alle  übrigen  in  ihrer 
Ausdehnung  überwiegt.  Bei  manchen  Krystallen  erlangen  andererseits 
«ne  oder  zwei  Flächen  des  Gegenrhomboeders  nahe  dieselbe  Grösse  wie 
die  Flächen  des  Hauptrhomboeders.**^) 


*)  Pogg.  Annal.  Bd.  50.  S.  606. 

**)  Wo  die  beiden  Enden  nicht  unterscheidbar  sind,  hat  ihre  Unterscheidung, 
^ie  sicli  später  zeigen  wird ,  auch  in  elektrischer  Beziehung  keine  Bedeutung ;  man 
kann  in  diesen  Fällen  den  Krystall  beliebig  stellen,  d.  h.  die  beiden  Enden  seiner 
Hauptaxe  verwechseln. 

***)  Wie  es  sich  mit  der  von  H  a  u  y  aufgestellten  variele  hyperoxide,  wo  die  Flächen 
des  Hauptrhomboeders  kleiner  gezeichnet  sind,  als  die  des  Gegenrhomboeders,  ver^ 
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Ist  der  Krystall  am  unteren  Ende  gleichfalls  ausgebildet ,  so  zeigt 
dieses  Ende  auch  wohl  eine  Abwechselung  von  grossen  und  kleinen  Fla- 
chen, doch  meistens  nicht  ganz  so  regelmässig  wie  das  obere  Ende, 
namentlich  bleibt  häufig  eine  der  Flächen  des  Hauptrhomboeders  in  ihrer 
Entwickelung  etwas  zurück,  während  dafür  eine  der  Flächen  des  Gegen- 
rhomboeders  mehr  hervortritt.  Bei  ihrer  Ausdehnung  kommt  nun  die 
vergrösserte  Fläche  des  Gegenrhomboeders  mit  der  an  demselben  Ende 
gegenüberliegenden  Fläche  des  Hauptrhomboeders  in  einer  kurzen  hori- 
zontalen Kante  zum  Durchschnitt,  während  das  obere  Ende  gewöhnlich 
eine  vollkommene  dreiflächige  Zuspitzung  zeigt.  Wachsen  am  unteren 
Ende  die  beiden  eben  bezeichneten  Flächen  (eine  Fläche  des  Haupt- 
und  die  gegenüberliegende  Fläche  des  Gegenrhomboeders)  noch  weiter, 
während  die  übrigen  Flächen  dieses  Endes  zurücktreten,  so  entsteht 
die  sehr  gewöhnliche  Bildung  einer  längeren  Kante  oder  Schneide,  an 
deren  beiden  seitlichen  Endpunkten  die  vier  kleinen  Flächen  paarweise 
liegen.  Bei  dieser  Gestalt  trägt  dann  eine  Prismenfläche  oben  und 
unten  eine  grosse  Rhomboederfläche ,  oben  dem  Haupt-,  unten  dem 
Gegenrhomboeder  angehörig. 

Indess  ist  die  Bildung  einer  solchen  Schneide  nicht  blos  auf  das 
untere  Ende  beschränkt;  sie  kommt  bei  aufgewachsenen  Krystallen 
auch  bisweilen  an  dem  freien,  dem  sogenannten  oberen  Ende ,  und  bei 
vollständig  ausgebildeten  Krystallen  an  l>eiden  Enden  vor. 

Die  schneidcnförmige  Gestalt  des  unteren  Endes  ist  häufig,  nament- 
lich bei  grösserer  Länge  der  Hauptaxe,  mit  einer  mehr  oder  minder  be- 
trächtlichen Verdickung  dieses  Endes  verbunden. 

Bei  manchen  Krystallen,  wo  das  obere  Ende  eine  sehr  grosse 
Fläche  des  Hauptrhomboeders  trägt ,  ahmt  das  untere  Ende  diese  Ge- 
stalt ,  wenn  auch  in  weniger  vollkommener  Weise  nach ,  indem  hier 
ebenfalls  eine  Fläche  des  Hauptrhomboeders  vorwiegt.  In  diesem  Falle 
ist  an  den  mir  vorliegenden  Exemplaren  das  untere  Ende  etwas  dicker 
als  das  obere;  der  Krystall  erscheint  gewissermassen  auf  jenes  Ende 
gestaucht. 


halt,  vermag  ich  wegen  Mangel  an  Material  nicht  zu  entscheiden.  Descloizeaiix 
nennt  S.  I  ii  seiner  Abhandlung  das  Vorwalten  der  Flüchen  des  llauplrhomboedors 
über  die  FlUchen  des  Gegenrhomboeders  un  caraclere,  qui  ne  s'observe  pas  non  plus 
dans  toutos  les  localitös  oder  S.  146  qui  est  loin  d'c^trc  genöral. 
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Nicht  selten  findet  sich  auch  am  unteren  Ende  die  Spitze  oder 
Schneide  infolge  mangelhafter  Ausbildung  in  zwei  oder  mehrere  aufge- 
löst.*^) Ueberhaupt  zeigt  das  untere  Ende  im  Allgemeinen  eine  unvoll- 
kommenere Ausbildung,  die  sich  bei  aufgewachsenen  Krystallen  darin 
ausspricht ,  dass  die  am  oberen  Ende  klare  Masse  nach  unten  hin  trübe 
und  undurchsichtig  zu  werden  beginnt. 

Endlich  sei  hier  noch  der  Form  gedacht ,  wo  das  untere  Ende 
ebenso  wie  das  obere  abwechselnd  drei  grosse  und  drei  kleine  Rhom- 
boederflächen  zeigt,  jedoch  nicht  in  der  zuvor  angegebenen  Weise,  son- 
dern dergestalt  angeordnet,  dass  drei  abwechselnde  Prismenflüchen 
oben  und  unten  grosse ,  die  drei  anderen  aber  an  beiden  Enden  kleine 
Rhomboederfldchen  tragen;  eine  Form,  die  von  G.  Rose  wohl  mit 
Recht  als  eine  Zwillingsgestalt  (durch  Drehung  der  unteren  Hälfte  des 
Krystalles  um  60»  oder  1 80«)  gedeutet  wird. 

S.     PrisnienflUchen. 

Gibt  es  auch  Bergkrystalle,  bei  denen  die  sechs  Prismenflächen 
nahe  dieselbe  Breile  besitzen ,  so  ist  doch  bei  den  meisten  in  der  Breite 
dieser  Flächen  ein  mehr  oder  minder  grosser  Unterschied. 

Während  in  dem  Falle,  wo  die  Prismenflächen  abwechselnd  an  bei- 
den Enden  grosse  oder  kleine  Rhomboederflächen  tragen ,  die  Prismen- 
flächen gewöhnlich  abwechselnd  breit  und  schmal  sind,  dergestalt,  dass 
auf  die  breiten  Prismenflächen  die  grossen ,  auf  die  schmalen  Prismen- 
flächen dagegen  die  kleinen   Rhomboederflächen  aufgesetzt  sind :    er- 
scheinen bei  den  Krystallen,    welche  am  unteren  Ende  eine  längere 
Schneide  darbieten ,  diejenigen  beiden  Prismenflächen ,  zu  welchen  die 
in  der  Schneide  zusammenstossenden  grossen  Rhomboederflächen  ge- 
hören,  als  die  breitesten,  so  dass   infolge  dessen  die  Querdimension 
des  Krystalles  in  der  Richtung  senkrecht  auf  jene  Prismenflächen  als  die 
kleinste  sich  darstellt. 


*)  Ich  glaube  nicht,  dass  man  berechtigt  ist,  sUmmtliche  Krystalle  mit  solchen 
Bildungen  als  Zwillinge  oder  mehrfach  zusammengesetzte  Krystalle  zu  betrachten. 
Denken  wir  uns  die  einzelnen  Spitzen  sehr  klein  und  in  einer  auf  der  Hauptaxe  senk- 
rechten Ebene  endigend,  so  würde  die  malle  oben  (S.  3iH)  erwiihnte  geradangesetzte 
Endfläche  entstehen. 
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III.     Unterschied  abwischen  deu  beiden  Enden  der  Hauplaxe. 

Im  vorigen  Abschnitte  ist  S.  333  ein  Unterschie(l  zwischen  den  bei- 
den Enden  der  Hauptaxe  hervorgehoben ,  und  infolge  dessen  das  eine 

Ende  als  oberes,  das  andere  als  unteres  bezeichnet  worden. 

■ .  ■  . 

Noch  Schürfer  würde  dieser  Unterschied  ausgesprochen  sein,  wenn 
die  von  Descioizeaux  an  zwei  Krvstallen  beobachtete  matte  End- 
fläche  eine  wahre  Krystallflliche  ist."^)  Bei  dem  einen  vollstHndig  aus- 
gebildeten Krystalle*^)  würde  dann  das  obere  Ende  die  gewöhnliche 
aus  drei  grossen  und  drei  kleinen  Rhomboederflächen  gebildete  Zu- 
spitzung, das  untere  dagegen  die  gerade  Endfläche  nebst  schwachen 
Abstumpfungen  ihrer  Kanten  mit  den  Prismenflächen  tragen. 

Noch  in  anderer  Weise  macht  G.  Rose  bei  Beschreibung  der  Jä- 
rischauer  Krvstalle  auf  einen  Unterschied  der  beiden  Enden  aufmerk- 
sam.  Nachdem  er  des  Umstandes  gedacht  hat,  dass  bei  manchen 
dieser  Krystalle  die  Prismenflächen  abwechselnd  grösseren  und  gerin- 
geren Glanz  zeigen,  fährt  er  fort:  j>Dic  beiden  Enden  des  Krystalles 
wären  daher  bestimmt  von  einander  verschieden,  indem  an  dem  einen 
Ende  die  glänzenderen  oder  Hauptrhomboederflächen  auch  auf  den 
glänzenderen  Seitenflächen,  an  dem  anderen  dagegen  auf  den  weni{2;er 
glänzenden  aufgesetzt  wären;  indessen  habe  ich,  obgleich  ich  eine 
grosse  Menge  Krystalle  dieses  Fundortes  untersucht  habe,  immer  nur 
das  crstere  Ende  auskrystallisirt  gesehen,  mit  dem  anderen  waren  die 
Krystalle  stets  aufgewachsen.« 

Unter  den  von  mir  auf  ihr  thermoelektrisches  Verhalten  untersuchten, 
weiter  unten  beschriebenen  Krystallen  flnden  sich  drei  an  beiden  Enden 
ausgebildete  mit  abwechselnd  mehr  und  weniger  glänzenden  Prismenfla- 
chen (Krystall  Nr.  V  aus  dem  Dauphine  Fig.  1 1  u.  12,  Krystall  Nr.  XII  aus 
Striegau  Fig.  25  u.  26,  u.  Krystall  Nr.  XIII  Fig.  27  u.  28  aus  dem  Dauphin6) ; 
die  oberen  Enden  tragen  deutlich  durch  ihre  Grösse  unterschieden  die 
Flächen  des  Haupt-  und  Gegenrhomboeders  (bei  dem  einen  mit  einer 
vorherrschenden  Fläche  des  Hauptrhomboeders) ,   und  laufen  in  eine 


^)   Ucher  eine  Möglichkeit  ihrer  Kiitstchnng  infolge    mnn^elharior  Aiisbüdiing 
vergl.  die  Anmerkung  auf  vorhergeJiender  Seile. 
♦*;   Fig.  60  der  Abhandl.  von  Descioizeaux. 
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abwechselndeD  Kanten,  theils  an  den  drei  anderen,  welche  keine  Py- 
ramidenflächen tragen,  auf,  theils  stumpft  es  sogar  sämmtliche  sechs 
Kanten  der  verticalen  Säule  ab ;  und  ebenso  findet  sich  das  ditrigonale 
Prisma  bald  an  den  einen ,  bald  an  den  andern  abwechselnden  Kanten, 
oder  es  erscheinen  auch  zwei  ditrigonale  Prismen  (von  verschiedenen 
Winkeln?)  an  den  einen  und  den  anderen  abwechselnden  Kanten.^) 

Bei  Aufstellung  des  obigen  Gesetzes  hat  G.  Rose  nur  die  soge- 
nannten unteren  Trapezoeder  (zwischen  Rhomben-  und  Prismenfläche) 
ins  Auge  gefasst,  indem  damals  von  den  oberen  Trapezoedern  (zwi- 
schen Rhomben-  und  Rhomboederfläche)  nur  ein  einziges  bekannt  war. 
Descloizeaux,  der  mehrere  solche  obere  Trapezoeder  auffand,  hebt 
in  Betrefl*  der  Flächen  dieser  letzteren  Formen  ausdrtlcklich  hervor,**) 
dass  an  den  Krystallen  von  Traversella  die  meisten  oberen  Trapezoeder 
an  demselben  Individuum  gleichzeitig  rechts  und  links  auftreten;  ein 
Verhalten,  das  mit  dem  angegebenen  Vorkommen  der  trigonalen  und 
ditrigonalen  Prismen  nicht  im  Widerspruch  steht ,  und  (jedoch  die  Ein- 
fachheit der  von  Descloizeaux  beobachteten  Krystalle  vorausgesetzt) 
die  Frage  anregt,  ob  das  von  G.  Rose  angegebene  Gesetz  des  Zu- 
sammenvorkommens und  Ausschliessens  auch  in  derThatfilr  die  unteren 
Trapezoeder  absolute  Geltung  hat.  (Vergl.  den  letzten  Abschnitt  dieser 
Abhandlung.) 

V.      Zwillingskrystalle. 

Der  Quarz  hat  das  EigenthUmliche ,  dass  bei  ihm  sehr  häufig  Zwil- 
lingskrystalle vorkommen,  die  sich  in  ihrer  äusseren  Form  von  den 
einfachen  Krystallen  gar  nicht  unterscheiden;  die  einzelnen  Indivi- 
duen sind  mit  parallelen  Axen  und  coincidirenden  Flächen  entweder 
mittelst  Aneinanderlegens  oder  mittelst  Durchwachsung  (wobei  jedes 
Individuum  in  mehrere  Theile  getrennt  sein  kann)  zu  einem  äusserlich 
einfach  erscheinenden  Krystalle  vereinigt ;  die  Grenzen  der  Zusammen- 
fllgung  geben  sich  auf  den  Rhomboeder-  und  Prismenflächen  nur  durch 
Unterschiede  in  Glanz  und  Glätte  der  Flächen  zu  erkennen.  ***)     In 


*)  Indessdarf  man  noch  fragen,  ob  die  von  Descloizeaux  beobachteten  Kry- 
staUe  wirklich  einfache  gewesen  sind. 


**)  S.  4  69  seiner  Abhandlung. 
***)  G.  Kose  in  der  ciUrten  Abb.  S.  S70  ff. 
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Xezug  auf  Stellung  und  Beschafifenheil  der  einzelnen  Individuen  (ob 
B'echte  oder  linke),  sowie  in  Bezug  auf  ihre  Grösse  können  die  mannich- 
faltigsten  Modificationen  statt  haben. 

Nach  den  Untersuchungen  Descioizeaux'  Idsst  sich  aus  den 
Susserlich  sichtbaren  Begrenzungen  (Vorkoromen  der  Rhomben-  und 
Trapezflachen)  auf  die  innere  Zusammensetzung  eines  Krystalles,  wie 
mie  durch  die  optische  Untersuchung  nachgewiesen  wird ,  kein  Schluss 
jxnacben»  indem  keinesweges  die  aus  den  scheinbar  complicirtesten 
3(rystaUen  senkrecht  gegen  die  Axe  geschnittenen  Platten  im  polarisirten 
Xicbte  die  complicirtesten  Farbenzeichnungen  darbieten ; '^)  andererseits 
Jt)estand  aber  ein  anscheinend  einfacher  KrystalU  welcher  an  dem  aus- 
gebildeten Ende  die  Rhombenflachen  auf  drei  abwechselnden  Ecken, 
^owie  glänzende,  aber  mit  kleinen  rundlichen  Erhebungen  versehene 
Tlachen  des  Hauptrhomboeders  und  vollkommen  ebene  {unis)  Flächen 
<les  Nebenrhomboeders  trug,  nicht  vollständig  aus  einer  einzigen»  im 
Sinne  jener  Flächen  drehenden  Masse,  sondein  schloss  noch  Lagen 
^on  entgegengesetzter  Drehung  ein.  Ein  in  seiner  ganzen  Masse  ho- 
jnogener  Bergkrystall  dürfte  zu  den  mineralogischen  Seltenheiten  ge- 
Jiören. 

Descioizeaux  fand  bei  den  meisten  Bergkrystallen,  besonders 
^enen  des  Valais ,  fast  stets  einen  nahe  homogenen  Kern  von  einer  ge- 
^wissen  Ausdehnung,  welchen  eine  mehr  oder  minder  dicke  aus  keil- 
iörmig  in   einander  geschobenen  Stücken  von  verschiedenen  Dimen- 
sionen gebildete  und  von  der  äusseren  sechsseiligen  Begrenzung  um- 
flossene Hülle  umgab."^)     Der  regelmässige  Fortschritt,  wie  er  wäh- 
rend der  Bildung  des  Kerns  unter  dem  Obwalten  gewisser  Bedingungen 
bestanden«  würde  also  beim  Beginn  der  Entstehung  der  abweichend  ge- 
formten Hülle  durch  den  Eintritt  anderer  störender  Verhältnisse  unter- 
brochen worden  sein;  Descioizeaux  nimmt  selbst  an,  dass  die  durch 
diese  Einflüsse  erfolgte  Erschütterung  sich  auch  auf  den  centralen  bereits 
coDSolidirten  Theil  habe  ausdehnen  können. 

Der  hemitropischen  Zwillingskrystalle,  welche  oben  und  unten  auf 
denselben  abwechselnden  Prismenflächen  grosse  oder  kleine  Rbomboeder- 
flOchen  tragen,  ist  bereits  oben  S.  335  gedacht  worden. 


*]  S.  t69  der  Abhandl.  Descioizeaux'. 
**;  S.  274  ebendas. 
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VI.     Httlfsmittel  zur  Untersuchung  der  innern  Stmctnr  der 

Bergkrystaile. 

i.     Girculare  Polarisation. 

Bekanntlich  wird  beim  Durchgange  eines  polarisirten  Lichtstrahles 
durch  eine  senkrecht  gegen  die  Hauptaxe  geschnittene  Bei^krystall- 
platte ,  wenn  sie  der  Strahl  gerade  in  der  Richtung  dieser  Axe  dureh- 
dringt,  die  Polarisationsebene  in  einigen  Krystallen  von  Links  nach 
Rechts ,  in  anderen  von  Rechts  nach  Links  gedreht ,  und  es  hangt  dieser 
Unterschied  in  der  Einwirkung  auf  das  polarisirte  Licht  mit  der  Form 
der  Krystalle  zusammen. 

Die  Richtung  dieser  Drehung  lässt  sich  im  Allgemeinen  bei  einfochea 
Krystallen  aus  der  Lage  der  Trapezoeder-  und  Rhombenflachen  gegen  die 
Flüchen  der  beiden  Rhomboeder  bestimmen.  Liegen  die  Flllohen  der 
Trapezoeder  erster  Ordnung  und  ebenso  die  RhombenflSichen  oben  rechts 
unterhalb  der  FISicben  des  Hauptrhomboeders ,  so  ist  der  Krystoll  ein 
rechts  drehender;  liegen  sie  links,  so  ist  er  ein  links  drehender.  Fttr 
die  Trapezoeder  zweiter  Ordnung  in  Bezug  auf  die  Flachen  des  6eg»- 
rhomboeders  würde  die  Regel  gerade  umgekehrt  lauten."^) 

Dass  die  Bergkrystalle  häufig  aus  rechts  und  links  drehenden 
Stocken  zusammengesetzt  sind,  ist  schon  im  vorhergehenden  Abschnitte 
hervorgehoben  worden. 

%,     Aetzung  der  Krystalle  und  Platten  mittelst  verdünnter 

Fluorwassersloffsaure. 

Um  die  Structur  des  Bergkrystalles  noch  in  anderer  Weise  als*  mit- 
telst des  polarisirten  Lichtes  zu  untersuchen,  setzte  Leydolt^)  enfe* 
weder  ganze  Bergkrystalle  oder  geschlifiRsne  Platten  der  Einwirkmig 
verdünnter  FIuorwasserstofTsäure  aus,  und  erhielt  folgende  Resultate. 


*)  Bei  rechts  drehenden  Krystallen  folgen  die  Farben  in  der  Mitte  der  Ringe  in 
der  Ordnung:  Roth,  Orange,  Gelb,  Grün  u.  s.  w.  oder  erweitem  sich  die  Ringe  nnd 
entstehen  neue  Farbentöne  im  Mittelpunkte,  wenn  die  analysirende  Vorrichtung  raobii 
gedreht  wird ;  dasselbe  erfolgt  bei  links  drehenden  Krystallen^  wenn  die  genannte  Vor- 
richtung links  gedreht  wird. 

**)  Sitzungsberichte  der  math.-phys.  Klasse  der  Wiener  Akad.  der  Wissen- 
schaften 4  855,  Bd.  4  5  S.  59fir. 
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gehören  den  vier  Traf>ezoe(]ern  an,  die  sich  aus  jeder  zwölGseiiigen 
Pyramide  herleiten  lassen.  Während  die  Erscheinungen  im  polarisirten 
Lichte  nur  rechts  und  links  drehende  Theile  zu  erkennen  erlauben, 
würde  die  Aetzung  das  Mittel  zur  Untersuchung  sdmmtHcher  vier  Tra- 
pezoeder  liefern.  Nach  Leydolt's  Beobachtungen  ist  die  Begrenzung 
zwischen  den  aus  rechten  und  linken  Trapezoedem  derselben  Ordnung 
gebildeten  Theilen  geradlinig  und  parallel  den  Flächen  des  Prismas, 
während  die  Grenzlinie  zwischen  den  aus  rechten  Trapezoedem  der 
beiden  Ordnungen  und  ebenso  zwischen  den  aus  linken  Trapezoedem 
der  beiden  Ordnungen  bestehenden  Theilen  kmmm  und  unregelmässig 
verläuft. 

In  gleicher  Weise  hat  D  e s  c I  oi  z  ea  u x  Aetzungsversuche  angestellt» 
und  dabei  ähnliche  Pbänoniene,  wie  sie  L  e  y  d  o  1 1  beschreibt,  wählte- 
nommen;  indess  haben  ihn  diese  nicht  zu  so  absoluten  und  allgemeinen 
Gesetzen  geführt,  und  er  ist  zweifelhaft,  ob  man  flir  die  stets  sehr 
rauhen  [rttgueuses)  Flächen  ttberhaupt  ein  völlig  bestimmtes  Zeichen 
aufstellen  könne ,  da  deren  Neigung  wenig  constant  zu  sein  scheine.'*'^ 
Auch  der  Ansicht  Leydolt's,  dass  die  Lage  der  auf  den  Polkanten 
entstehenden  kttnstlichen  Flächen  mit  der  von  den  Krystallen  ausge- 
übten Drehung  in  Beziehung  stehe,  tritt Descioizeaux entgegen,  indem 
diese  Flächen  ebensowenig,  als  die  Flächen  der  Trapezoeder  den  Sinn 
der  Drehung  sicher  angeben  **) 

YII.     Verfahren  bei  der  Untersuchung  der  Thermoelektricität  des 
Bergkrystalles  und  Darstellung  der  erhaltenen  Resultate. 

Das  von  mir  zur  Beobachtung  der  Thermoelektricität  des  Bergkry- 
stalles angewandte  Verfahren  glich  dem  bei  der  analogen  Untersuchung 
des  Boracits  (Bd.  VI  S.  138  ff.  dieser  Abhandl.)  benutzten.  Der  zu 
untersuchende  Bergkrystall  wurde  auf  die  obere  schusselförmige  Ver- 
tiefung a  des  kleinen  eisernen  Ofens  b  (Fig.  1 )  bis  auf  die  zu  prüfende 
Fläche,  Kante  oder  Ecke  in  Platinsand  oder  Eisenfeile ''^*)  gelegt,  und 


*]  S.  dessen  Abb.  S.  224. 
**)  Ebend.  S.  «26. 

***)  Der  Platinsand  konnte  nur  bei  kleinen  Krystallen  angewandt  werden.     Es 
wäre  allerdings  wünschenswerth  gewesen,  denselben  stets  benutzen  zu  können,  wie 
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lragoQd(3n  Messiogstäbchen  ein  sehr  dünner  Rupferdrabt  W  (Fig.  I)  aus» 
dessen  anderes  ünde  an  einem  Platindrahte  V  befestigt  war.  Das  un- 
tere abgerundete  Ende  dieses  durch  Anschmelzen  an  einen  Glasatab  T 
isolirten  Platindrahtes  ward  der  zu  prüfenden  Stelle  des  Krystalles  ge- 
nähert, und  der  infolge  der  Vertheilung  seitens  der  im  Krystall  vor- 
handenen Elektricilät  erzeugte  Ausschlag  des  Goldblättchens  beob- 
achtet. 

Da  die  geringste  Reibung  des  Platindrahtes  an  den  Flachen  des 
erwärmten  Bergkrystalies  starke  ElekIricitSit  erzeugt,  so  durfte  die 
Drahtspitze  niemals  bis  zur  Berührung  des  Kryslalles  genähert  werden, 
während  doch  andererseits  bei  der  bisweilen  vorhandenen  Scbwttche 
der  auftretenden  elektrischen  Erregung  eine  möglichst  grosse  AnnlÜie- 
rung  geboten  war.  Um  nun  die  abgerundete  Spitze  des  Drahtes  V 
stets  mit  Sicherheit  bis  zur  grössten  Nähe,  jedoch  unter  Ausschluss 
jeglicher  Berührung,  an  den  Krystall  heranfuhren  zu  können,  wurde  eine 
dem  in  Bd.  VI  S.  163  dieser  Abhandl.  beschriebenen  Apparate  ähnliche 
Vorrichtung  in  folgender  vollkommener  Gestalt  angewandt. 

Auf  das  starke  Brett  d,  welches  den  kleinen  eisernen  Ofen  fr 
trug,  war  ein  zweites  kleineres  Brett  A  aufgeschraubt;  auf  demselben 
Hess  sich  zwischen  den  Leisten  B  und  B  der  Schlitten  C  entweder  bei 
grösseren  Bewegungen  mittelst  der  Hand  oder  bei  geringeren  mittelst 
der  Schraube  D  sanft  verschieben.  Dieser  Schlitten  C  trug  wieder 
zwei  Leisten  E  und  E,  zwischen  denen  ein  zweiter  Schlitten  F  in 
einer  auf  der  zuvor  bezeichneten  Verschiebung  senkrechten  Richtung 
entweder  durch  die  Hand  oder  durch  die  Schraube  G  bewegt  werden 
konnte.  Auf  diesem  oberen  Schlitten  F  sassen  die  beiden  Messing- 
stücke //,  H'\  die  Spitzen  der  durch  sie  hindurchgehenden  Schrauben 
dienten  zur  Aufnahme  der  Axe  /  des  Hebels  L,  L\  Auf  der  linken 
Seite  bewegte  sich  dieser  Hebel  frei  zwischen  den  Schenkeln  des  mes-» 
singenen  Bogens  ÜT,  auf  der  rechten  Seite  zwischen  den  Schenkeln  der 
beiden  Messingbogen  M  und  N.  Durch  die  oberen  starken  Köpfe  aller 
drei  Bogen  waren  Schrauben  geftlhrt;  die  linke  Schraube  K  und  die 
rechte  Schraube  N  dienten  zur  Regulirung  der  Grenzen  für  die  Bewe- 
gung des  Hebels. 

Das  linke  Ende  L  des  Hebels  trug  eine  hohle  Röhre  P,  in  welcher 
sich  ein  Messingstab  Q  verschieben  und  mittelst  der  Schraube  R  in  be- 
liebiger Höhe  feststellen  liess.     Am  oberen  Ende  des  Messingstabes  Q 
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JBBSB  eine  Hülse  S,  in  welcher  der  bereits  oben  erwähnte  Glasstab  T, 

der  behufs  besserer  Isolirung  aof  der  linken  Seile  eine  Sirecke  weit 

:iDit  Siegellack  überzogen  war ,  verschoben  und  mittelst  einer  Schraube 

:üd8lgeklemmt  werden  konnte.    An  der  linken  Seite  dieses  Glasstabes  T 

^war  der  gleichfoUs  schon  erwähnte  Platindraht  V  angeschmolzen ;  der- 

.selbe  hatte  oben  einen  horizontalen  Theil ,  und  dieser  legte  sich  beun 

^nfwartsgehen  des  linken  Hebelarmes  gegen  einen  Platindraht  ü,  der 

.an  einen  starken  federnden  Draht  X  angelOthet  war;  letzterer  war  in 

^er  Dnrdibohrung  des  Messingstabes  7,  der  sich  mitteist  harter  Bei- 

Srang  in  der  aufgeschnittenen  messingenen  Hülse  Z  verschieben  Uess, 

angeklemmt.  Die  Axe  /  des  Hebels,  sovne  die  Hülse  Z  und  der  eiserne 

Ofen  b  waren  mit  der  Erde  leitend  verbunden,  um  alle  ihnen  mitgetheilte 

^lektridtat  sogleich  abzuführen. 

Sollte  die  eben  beschriebene  Vorrichtung  gebraucht  werden,  um 
3.  B.  die  Mitte  des  in  Eisenfeile  eingesetzten  Krystalles  zu  untersuchen« 
so  wurde  die  Anordnung  so  getro£fen ,  dass  bei  mittlerer  Stellung  der 
3)eiden  Schlitten  und  nahe  horizontaler  Lage  des  Hebels  die  untere  ab» 
^;enindete  Spitze  des  Platindrahtes  Fl  bis  1 V2  Linie  über  der  Mitte  der 
20  untersuchenden  Fläche  stand.     Darauf  vrarde  die  Schraube  N*  so 
Tegolirt«  dass  jene  Spitze  beim  Niedersinken  des  auf  der  linken  Seite 
schwereren  Hebels  der  ErystallflSche  äusserst  nahe  kam.    Dies  geschah 
unter  Beobachtung  mittelst  einer  starken  Loupe;   bei  dem  lebhaften 
Glänze  der  Flächen  des  Bergkrystalles  konnte  durch  Beobachtung  der 
Spitze  and  ihres  Bildes  ihr  Abstand  von  der  Fläche  äusserst  klein  ge- 
macht werden,  ohne  eine  Berührung  eintreten  zu  lassen.     Damit  eine 
solche  im  Falle  grosser  Annäherung  nicht  etwa  beim  raschen  Nieder- 
lassen des  Hebels  durch  elastische  Biegung  der  betreffenden  Theile  des 
Apparates  erfolgen  könnte,  wurde  der  Hebel  nicht  unmittelbar  mit  der 
Hand,    sondern    durch   Umdrehung    der  Schraube  Jf'  sanft  nieder- 
gelassen. 

Um  andere  Punkte  derselben  Erystallfläche  zu  untersuchen ,  wur- 
den die  beiden  Schlitten  C  und  F  angemessen  verschoben,  und  sodann 
die  Schraube  N  unter  Beobachtung  der  Spitze  mittelst  der  Loupe  bis  zur 
gewünschten  Annäherung  des  Drahtes  an  den  betreffenden  Punkt  von 
Neuem  eingestellt.  Die  Schraube  K!  wurde  dabei  stets  so  regulirt,  dass  beim 
Beben  des  linken  Hebelarmes  der  obere  horizontale  Theil  des  Platin- 


7 
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drahtes  V  sich  an  den  feststehenden  Platindraht  ü  anlegte ,  und  durch 
diese  Berührung  das  Elektrometer  entlud. 

Da  die  Spitze  des  Platindrahtes  beim  Heben  nur  wenig  (1  bis  1  Vi 
Linie)  von  der  Krystallflache  entfernt  wurde,  so  blieb  wahrend  der  Ab- 
leitung des  Drahtes  zur  Erde  ein  Theil  Elektricitat  in  seinem  unteren 
Ende  gebunden,  und  bei  Annäherung  an  den  Krystall  wurde  folglich 
nur  ein  dem  hiedurch  bewirkten  Zuwachse  der  Yertheilung  entsprechen- 
der Ausschlag  im  Elektrometer  beobachtet ;  sollen  also  die  auf  verschie- 
denen Punkten  ausgeführten  Messungen  unter  einander  vergleichbar 
sein,  so  müssen  die  grOssten  und  kleinsten  Abst&nde  der  Spitze  von 
der  KrystallflSche  stets  dieselben  bleiben."^)  Indess  wird  der  Ausschlag 
im  Elektrometer  nicht  blos  durch  die  Elektricitat  der  unmittelbar  unter 
der  Spitze  liegenden  Punkte ,  sondern  auch  durch  die  Einwirkung  der 
seitlich  liegenden  Theile  der  Flache  bewirkt;  ein  Umstand,  der  die 
Messungen  in  der  Mitte  der  Flachen  mit  den  an  den  Rändern  und  Ecken 
ausgeführten  nicht  streng  vergleichbar  macht,  und  unter  gev^ssen  Um- 
standen eigenthümliche  Bewegungen  des  Goldblättchens  im  Elektro- 
meter, sowie  selbst  irrthttmliche  Resultate  in  Betreff  der  beobachteten 
Elektricitat  veranlassen  kann. 

Gesetzt  es  sei  die  Mitte  und  rechte  Seite  der  Flache  eines  Krystal- 
les,  dessen  übrige  Begrenzungen  sammtlich  in  Eisenfeile  gehttUt  sindt 
stark  negativ,  die  linke  Seite  aber  schwach  positiv.  Befindet  sich  nun  die 
Platinspitze  z.  B.  V2  Zoll  hoch  über  der  Flache,  und  wird  durch  Nieder^ 
lassen  der  linken  Seite  des  Hebels  allmahlig  dem  linken  positiven  Theile 
der  Flache  genähert:  so  wirkt  anfänglich  die  Gesammtheit  der  nega- 
tiven Elektricitat  wegen  ihrer  höheren  Spannung  stärker  als  die  schwä- 
chere positive;  das  Goldblättchen  macht  also  zuerst  eine  Bew^ung  in 
negativem  Sinne.  Kommt  die  Platinspitze  dann  der  linken  positiven 
Seite  der  Fläche  näher,  so  beginnt,  weil  jetzt  die  positive  Elektricitat 
durch  die  grössere  Nähe  einen  stärkeren  Einfluss  erlangt,  der  anfänglich 


*)  Der  Apparat  hStte  eigentlich  noch  eines  Zusatzes  bedurft,  durch  welchen  der 
Abstand  des  Platindrahtes  V  von  der  KrystallflSche ,  wenn  er  mit  seinem  oberen  hori- 
zontalen Theile  den  Ableitungsdraht  U  berührte ,  stets  gleich  erhalten  wurde.  Da 
indess,  wie  oben  erwähnt,  die  Beobachtungen  aus  anderen  Gründen  doch  nicht 
absolut  streng  vergleichbare  Werthe  liefern  konnten,  habe  ich  diese  Einrichtung  fort- 
gelassen und  jenen  Abstand  nur  bei  den  Beobachtungen  auf  einer  und  derselben 
Fläche  so  viel  möglich  genau  gleich  gemacht. 
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imegative  Ausschlag  des  Goldblättchens  abzunehmen ,  und  geht  zuletzt. 
^^^renn  die  positive  Elektricität  der  unter  der  Platinspitze  befindlichen 
^Stelle  nicht  zu  gering  ist,  allmählig  durch  Null  in  einen  positiven  über. 
fit    jedoch  die  bezeichnete  Stelle  sehr  schwach  elektrisch,  so  kommt 
Goldblättchen  nur  bis  auf  Null  zurück  oder  zeigt  selbst  noch  fort- 
fahrend einen   schwachen  negativen  Ausschlag.     Bei  so  bewandten 
"KJmstttnden  muss  man  den  durch  vorhergehende  Versuche  als  stark  ne- 
;ativ  erkannten  Theil  der  Erystallflache  mit  Eisenfeile  bedecken  und 
lur  die  zu  prüfende  Stelle  derselben  freilassen,  was  freilich  wieder  eine 
.enderung  der  abgeleiteten  Oberflache  zur  Folge  hat. 

Man  sieht  übrigens  leicht,  dass  die  eben  erwähnten  Störungen  sich 
;ehr  vermindern  werden ,  wenn  man  nur  einen  sehr  kleinen  Hub  des 
[ebels  anwendet,  was  im  vorliegenden  Falle,  wo  keine  absoluten,  son- 
lern  nur  relative  Bestimmungen  der  Art  und  Starke  der  Elektricität  an 
len  verschiedenen  Punkten  der  Flächen  gefordert  werden ,  ohne  Uebel- 
itand  geschehen  kann.  Dies  ist  der  Grund ,  warum  in  den  nachfolgen- 
ten  Messungen  stets  nur  ein  geringer  Hub  der  Spitze  von  ungeftlbr  1 
iis  1 V2  Linie  benutzt  wurde. 

Bei  sehr  schwachen  elektrischen  Erregungen,  die  nicht  über  0,2 
Ikalentheil  des  Ocularmikrometers  betragen,  muss  man  sich  femer  vor 
'ttuschungen   durch   die  Elektricität  im  Zimmer  hüten,''^)   indem   bei 
»niger  in  der  Luft  der  Umgebung  des  Apparates  angehäuften  Elektricität 
selbst  durch  die  kleinen  Senkungen  des  zuleitenden  Drahtes  um  IV2  Linie 
^^enderangen  in  der  Yertheilungs Wirkung  der  umgebenden  Luft  auf  die- 
Draht,  und  infolge  dessen  Bewegungen  des  Goldblättchens  von  der 
tngegebenen  Grösse  (0,2  und  etwas  darüber)  entstehen  können.     Man 
»ruft  den  Apparat  in  Bezug  auf  das  Vorhandensein  einer  solchen  Yer- 
^heilangswirkung ,    indem  man   den  Platindraht  V  seitwärts  über  die 
^isenfeile  schiebt,  und  die  Bewegung  ebenso  wie  über  der  Krystall- 
fläche  ausftlhrt ;  zeigen  sich  bei  diesem  Versuche  (wie  dies  z.  B.  statt 
£ndet,   wenn  ein  lebhafter  Wind  auf  das  Fenster,  in  welchem  das 
Elektrometer  hinter  einem  Papierschirme  steht,  bläst,)  Ausschläge  von 
derselben  Grösse ,  wie  die  durch  die  Elektricität  des  Krystalles  erzeug- 
ten, so  hat  man  die  weitere  Untersuchung  gänzlich  zu  unterlassen»  da 
eine  Correction  der  oberhalb  der  Krystallfläche  beobachteten  Ausschläge 


*)  Vergi.  diese  Abhandi.  Bd.  XI  S.  589  ff. 
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mittelst  der  seit^Hrfs  von  ihr  gemachten  Beobachtungen  wegen  der 
möglichen  Veränderlichkeit  der  elektrischen  Spannung  der  Luft  nicht 
rathsam  sein  dürfte. 

Bei  dieser  Gelegenheit  hebe  ich  noch  die  Nothwendigkeit ,  die  aus 
den  kleinen  Elementen  (Zink,  Kupfer,  Wasser)  gebildete  SHule  auf  einem 
Erschtitterungen  möglichst  wenig  ausgesetzten  Orte  au&ustellen,  her- 
vor; durch  Erschütterung  ändert  sich  nämlich  die  Spannung  in  den 
Polen  derselben ,  und  da  diese  Aenderungen  an  den  beiden  Polen  der 
in  ihrer  Mitte  abgeleiteten  Säule  niemals  in  genau  gleicher  Grösse  auf- 
treten werden ,  so  haben  jene  Erschütterungen  eine  mehr  oder  minder 
grosse  Bewegung  des  Goldblättchens  zur  Folge.  Jeder  vorbeiAihreDde 
Wagen  nöthigt  deshalb  •  selbst  wenn  die  Säule  auf  dem  festen  Maoer- 
werke  steht,  die  Beobachtungen  zu  unterbrechen  bis  sich  wieder  eine 
bestimmte  Ruhelage  des  Goldblättchens  hergestellt  hat. 

Die  Vertbeilung  der  Elektricität  in  einem  Krystalle  bildet  ein  zusam- 
menhängendes System,  dergestalt,  dass  die  auf  einer  Stelle  der  Ober- 
fläche wahrnehmbare  Grösse  der  elektrischen  Spannung  nicht  blos  von 
der  Wärmebewegung ,  sondern  auch  mehr  oder  weniger  von  den  Ablei- 
tungen an  den  tibrigen  Theilen  des  Krystalles  abhängt.  Bereits  in  mei- 
ner Untersuchung  über  das  thermoelektrische  Verhalten  des  Boracits  *) 
habe  ich  den  Einfluss  der  Ableitung  ausführlicher  dargelegt ,  und  kann 
mich  deshalb  hier  mit  dem  Hinweise  auf  jene  Mittheilung  begnügen. 
Mit  Rücksicht  auf  diesen  Umstand  füge  ich  nur  die  Bemerkung  bei, 
dass  wenn  im  Folgenden  keine  besondere  Einhüllung  der  Krystalle  er- 
wähnt wird,  der  Krystall  stets  als  bis  auf  die  gerade  untersuchte  Fläche 
oder  Kante  in  Eisenfeile  oder  Platinsand  eingehüllt  anzunehmen  ist. 

Um  das  von  mir  angewandte  Yerfehren  im  Speciellen  darzulegen, 
werde  ich  einige  Versuche  ausfuhrlich  mittheilen,  und  zwar  wähle  ich 
dazu  denselben  Krystall,  der  in  meinen  früheren  1840  veröffentlichten 
Untersuchungen  am  vollständigsten  beobachtet  worden  war.  Es  ist 
dies  der  in  Pogg.  Annal.  Bd.  50  S.  606  mit  Nr.  I  bezeichnete  Krystall 
von  Striegau  in  Schlesien,  der  in  vorliegender  Abhandlung  in  Fig.  25 
Tafel  II  in  zwei  verschiedenen  Ansichten  (Vorder-  und  Rückseite)  in 
natürlicher  Grösse  abgebildet  ist.  Behufs  deutlicherer  Erkennung  der 
Verhältnisse  in  der  Ausdehnung  der  Prismenflächen  habe  ich  den  Kry- 


*)  Diese^Abhandl.  Bd.  VI  S.  174 ff. 
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^Btall  so  gestellt,  dass  die  Normale  auf  den  beiden  grössten  Priamen- 
Jlttchen  zur  Ebene  des  Papieres  senkrecht  steht.  Fig.  26  Taf.  II  atelU 
«las  Netz  eben  dieses  Krystalles  dar. 

Im  Anscbluss  an  die  alteren  Mittheilungen  werde  ich  die  sechs 

^SPrismenflttchen  der  Reihe  nach  von  links  nach  rechts  (vergl.  die  Figur) 

^larch  die  Zahlen  1  bis  6 ,  die  Rhomboederflachen  des  oberen  Endes 

^iirch  1  a  bis  6  a  und  die  Rhomboederflachen  des  unteren  Endes  durch 

H  fr  bis  6  6  bezeichnen.    Kanten  und  Ecken  erhalten  ihre  Bezeichnung 

^■lurch  Zosammenstellung  der  Zeichen  für  die  sie  bildenden  Flachen. 

An  dem  oberen  Ende  a  dieses  Kryslalles  sind  die  Flachen  des 
[aupt-  und  Gegenrhomboeders  deutlich  durch  ihre  Grösse  unterschied 
;  dagegen  zeigt  das  untere  Ende  b  die  S.  334  beschriebene  Schneide; 
wird  durch  die  Flachen  1  b  und  4  b  gebildet ;  an  ihren  End- 
punkten liegen  die  übrigen  vier  geneigten  kleineren  Flachen  dieses 


Die  Kanten  dieses  Krystalles  sind  nicht  scharf  erhalten ;  doch  iässt 
ch  auf  der  Kante  (6.  1  a)  deutlich  die  sogenannte  Rhombenflache  er- 
nen.    An  der  Ecke  (6.  1.16),  also  dem  unteren  Endpunkte  der 
Ute  (6.  1)  zeigen  sich  wiederholte  Ansätze  eines  trigonalen  Trape- 
oeders,  besonders  durch  Streifungen  parallel  der  Combinationskanbe 
er  Flache  6  b  mit  einer  an  dieser  Ecke  auftretenden  Rhombenflache 
wenn  solche  vorhanden  wäre)   erkennbar.     Das  bezeichnete  Trape- 
oeder  würde  also  nach  G.  Rose 's  Bezeichnung  ein  rechtes  Trape- 
oeder  zweiter  Ordnung  sein.     Zwischen  3  und  3  b  liegt  die  Flache 
spitzeren  Rhomboeders  zweiter  Ordnung. 
Da  nach  G.  Rose  die  Flachen  des  rechten  Trapezoeders  zweiter 
^3rdnnng  mit  den  Flachen  des  linken  Trapezoeders  erster  Ordnung 
^gMchzeitig  auftreten,  so  deuten  sie  ebenso  wie  die  Lage  der  Rhomben^* 
^flbtolie  darauf  hin ,  dass  wir  diesen  Krystall ,   seine  Einfachheit  voraus^ 
als  einen  sogenannten  linken  zu  betrachten  haben. 
Der  Krystall    war    ursprünglich^    wie    auch   die  Abbildung    in 
s  Annalen  Bd.  50   Tafel  I  Fig.  10  zeigt,    ringsum  voll- 
mundig aasgebildet;    durch  eine  sehr  starke  Erhitzung  bei  den  frtt- 
Iberen  Untersuchungen,    wobei   der  Krystall    blos    mit  einer  seiner 
Tischen  auf  einer  Metallplatte  lag,    war  an  der  Ecke  (4.  4  6.   5) 
ein  Stiick  abgesprungen,    wie  dies  in  der  dieser  Abhandlung  beige- 


/ 
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fügten  Abbildung  auf  Tafel  II  Fig.  25  durch  punktirte  Linien   ange* 
deutet  ist. 

Die  PrismenflSichen  1 ,  3  und  5  erscheinen  stärker  glänzend  als  die 
zwischen  ihnen  liegenden  2 ,  4  und  6 ;  sonach  sind  also  bei  diesem 
Krystalle,  ebenso  wie  dies  G.  Rose  bei  den  Jarischauer  Krystallen,  wo 
aber  nur  ein  Ende  ausgebildet  war,  angegeben  hat  (s.  oben  S.  336)  am 
oberen  Ende  die  Flächen  des  Hauptrhomboeders  auf  die  glänzenderen 
Prismenflächen  aufgesetzt. 

Um  die  verschiedenen  Stellen  der  Prismenflächen  kurz  bezeichnen 
zu  können,  wollen  wir  jede  dieser  Flächen  zunächst  als  vollständiges 
Rechteck  betrachten ;  die  vier  Ecken ,  sowie  die  Mitte  der  Fläche  und 
die  Mitten  der  vier  Seiten  sollen  dann  in  der  Fig.  2  Taf.  I  angedeu- 
teten Weise  mit  den  Buchslaben  a  bis  i  bezeichnet  werden.  Treten 
Abstumpfungen  der  Ecken  ein,  so  mögen  die  genannten  Buchstaben 
für  die  möglichst  analogen  Punkte,  wie  in  der  regelmässigen  Figur,*) 
gelten. 

Da ,  wie  erwähnt ,  die  Polaritäten  bei  der  Erwärmung  gerade  die 
entgegengesetzten  als  bei  der  Abkühlung  sind,  so  genügt  es,  wenn  im 
Nachfolgenden  stets  nur  die  während  der  Abkühlung  beobachteten  elek- 
trischen Spannungen  angeftlhrt  werden. 

Prismenfläche  1. 

Als  das  in  der  Eisenfeile  stehende  Thermometer  auf  1 28^  gestie- 
gen war,  wurde  die  Lampe  ausgelöscht,  und  der  Krystall  der  Abkühlung 
überlassen;  die  Beobachtung  begann,  als  das  Thermometer  bis  70^  ge- 
sunken war. 

e  —  1,4  (70^)**);  d  +  0,6;  e  —  2,0  (60^);  /"—  1,0;  a  +  0,7; 
b  —  2,0  ;  c  —  3,0;  Mitte  zwischen  e  und  c  —  5,0 ;  Mitte  zwischen  e  und 
t  —  3,0;  g  +  2,4;  h  —  3,0;»—  1,0;  d+  3,5;  c— 4,0;  Mitte  zwi- 
schen e  und  f  —  5,0  (32®);  f—  3,0;  Mitte  zwischen  e  und  c  —  9,3; 


*)  Ein  Theii  der  Messungen  ist  Taf.  II  Fig.  26  in  das  Netz  dieses  Krystalles  ein- 
getragen worden ;  die  Zeichen  -I-  und  —  geben  auf  den  Flächen  den  Ort  an,  wo  die 
Messungen  ausgeführt  wurden ,  und  gewähren  durch  ihre  Yergleichung  mit  den  oben 
im  Texte  namhaft  gemachten  ein  Mittel  die  mit  a  bis  t  bezeichneten  Punkte  mit  Be- 
stimmtheit aufzufinden. 

**)  Die  durch  die  Klammem  ( j  eingeschlossenen  Zahlen  bedeuten  den  bei  der 
betreffenden  Beobachtung  abgelesenen  Stand  des  Thermometers. 
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^  +  1,4;  6  —  3,0;  c— 5,5;  i— 1.4(28');  A_4.0;  j  +  4,5;  ef+4.0; 
^ — 5,0;  Mitte  zwischen  c  und  e  —  9,0.*) 

Die  kleinere  linke  Hälfte  der  Flache  ist  also  (stets  beim  Abkühlen 
verstanden)  positiv,  die  grössere  rechte  negativ;  die  grOsste  negative 
Spannung**)  findet  sich  ungefähr  in  der  Mitte  zwischen  e  und  c. 

Prismenflache  2. 

Krystall  zuvor  bis  1 20'  erhitzt. 
^  +  2.0  (85^);   d  +  0,9;   a  +  1,8;   6  +  2,7;  c  +  2,0;   f  +  2.0 
-^  +  0,7;  Ä+1,5;  y  +  1.7;  d  +  2.8;  ^  +  7,2  (48');  a  +  4.7;  6  +6.2 
^+  6,7;  f+  4,0;  i  +  1,0;  Ä  +  2,5;  j  +  2.4;  d  +  3.0;  6  +  11,2 
<36^;  a  +  4,6;6+8,5;c  +  6,0; /*+  6,0;  i  +  0.9;  h  +  2,7;  j  + 
^,6;  d-l- 3,0;  e  +  11,0;  Mitte  zwischen  ßund/'+7,8;  /•+4,0; 
Mitte  zwischen  e  und  6  12,0  (24'). 

Die  ganze  Flache  zeigt  also  positive  Elektricitat ;  die  höchste  posi- 
^ve  Spannung  liegt  zwischen  e  und  b  ungefähr  in  der  Mitte. 

Prismenflache  3. 

Krystall  zuvor  bis  136'  erhitzt. 
e_0,4(77');  d  +  0,7  (70');  a  —  0,3;  b  —  1,0;  c  —  1.0;  f—  1,0 
i_0,7;A+1,0;j/  +  2,0;  e  +  1.4(48');  (i  +  2.6;  a  +  1,0;  6—2.2 
c  _  2,9;  f—  3.0;  »  —  1.2;  Ah.2,0;  </ +  2,6;  e  +  3.0  (36');  dH-4.5 
an-  1,1;  6  _  3.7;  c—  3.1;/*—  4.6;  i  —  0.7;  A  +  2.4;  ^+3,0 


*)  Zur  Beuribeilung  der  StUrke  der  elektrischen  Erregung  des  Bergkrystalles 
wird  folgende  Angabe  dienen  können. 

Auf  den  kleinen  Ofen  b  wurde  eine  eben  abgeschliffene  Kupferplatte  von  95™™ 
Durchmesser  isolirt  gelegt,  und  dieselbe  mit  dem  einen  Pole  einer  aus  48  Elementen 
Zink-Kopfer-Wasser  gebildeten  Säule  verbunden,  während  der  andere  Pol  dieser 
Siule  zur  Erde  abgeleitet  war ;  die  Metalle  hatten  bereits  vier  Wochen  in  Wasser  ge- 
standen. Als  der  Mitte  dieser  Platte  die  Platinspitze  ebenso  wie  der  KrystallflSche  in 
der  obigen  Versuchsreihe  genähert  wurde,  entstand  im  Elektrometer,  dessen  Em- 
pflndllchkeit  oben  S.  343  angegeben  wurde,  ein  Ausschlag  von  4  Skth. ;  der  Hub  des 
Platindrahtos  betrug  dabei  ungefähr  tVt  Linien.  Wurde  die  Hubhöhe  des  Platindrahtes 
aaf  i  bis  5  Linien  vergrössert,  so  stieg  der  Ausschlag  bereits  über  7  Skth. 

**)  Wie  viel  die  Spannung  in  c  durch  den  Umstand ,  dass  sie  in  uomittelbarer 
Nähe  einer  Ecke  gemessen  z.  B.  gegen  die  in  e  auf  der  Mitte  der  Fläche  beobaohWP^ 
verringert  wird,  läset  sich  nicht  wohl  angeben. 
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e  nach  anfänglicher  Bewegung  im  negativen  Sinne '*^)  +  4,0; 
e  und  /*nahe  bei  f  —  5,3. 

Die  linke  Halfite  dieser  Flache  ist  sonach  positiv,  die  rechte  ne- 
gativ; die  grOsste  Intensität  der  negativen  Spannung  liegt  ungefthr  in 
der  Mitte  zwischen  e  und  c. 

Prismenflache  4. 

Krystall  zuvor  bis  120^  erhitzt. 
e  0,0    (85°);  dO,0;  a  0,0;  b  +  1,0;  c+  2,0;  f  +  1,8;  i  +  3,0; 
h  +  2,0;  9  —  1,4;  d  —  2,0;  e  -h  5,0  (50<));  a  (durch  anfilngliches  -4- 
zu)  —  1,2;  6  +  1,5;  c  +  5,5;/  +  5,0;  t-h  5,0;  ÄH- 4,0;  y  — 2,2 
d  —  3,2;  e  +  8,5  (36«),  a  (durch  -h  zu)  -  2,5;  6  +  2.0;  c  +  7,0 
f+  6.0;   t  -h  6.0;   h  +  5,0;  j  —  2.3;  d  —  4,0;   e  +  8,2  (28«) 
Mitte  zwischen  e  und  /^  13,0  (27«). 

Hiemach  ist  beim  Erkalten  eine  Zone  in  der  Nahe  des  linken  Ran- 
des der  Flache  4  negativ,  wahrend  ihre  Mitte  und  rechte  Seite  positiv 
erscheinen.  Das  Maximum  der  positiven  Elektricitat  liegt  von  der  Mitte 
nach  rechts  hin,  wahrscheinlich,  wie  so  oft,  etwas  nach  oben. 

Prismenflache  5. 

Krystall  zuvor  erhitzt  bis  120^ 
e  — 2.0  (70");  d  (durch  — zu) +  0,2;  a—  0.2;**)  6  —  3.0;  c—  5,0; 
/•_  3,5;  i  — 2,2;  h—  2,2;  c—  4,0  (48 «);  d  (durch  —  zu)  +  1,0; 
a  (durch  —  zu)  +  0,4;  6  —  5,0;  c  —  8,8;  Mitte  zwischen  e  und  c  — 
8,0;/"— 6,0;  i—  3,3;  A  —  2.5;  e  —  4,5  (33«);  d  (durch  —  zu)  + 
1,0 ;  a  (durch  —  zu)  +  0,4 ;  zwischen  e  und  c,  jedoch  naher  an  c,  — 
10,5;  c  —  9,3  (28"). 

Wahrend  die  linke  Seite  der  Flache  5  schwach  positivist,  er- 
scheint die  Mitte  und  rechte  Seite  stark  negativ.  Das  Maximum  der 
negativen  Spannung  liegt  in  der  Nahe  von  c. 


*)  Diese  anföngiiche  Bewegung  des  Goldblättchens  nach  der  negativen  Seile 
entsteht  durch  die  Vertheilungswirkung  der  bei  f  befindlichen  starken  negativen 
Elektricitat. 

**)  Dieser  schwache,  negative  Ausschlag  ist  wohl  nur  eine  Folge  der  rechts  lie- 
genden stark  negativen  Flächenstücke. 
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Prismenfläche  6. 
Krystall  zuvor  erhitzt  bis  124®. 
c  0,0  (70°);  e  +  0,5(60');  d—  0,8;  a  —  1.5;  6  +  1,2;  c  +  2,5 
an  der  Kante  zwischen  c  und  /*+  2,2;  /*+  3,0;  t  +  2,0;  A  +  2,0 
g  _  4.2;  e  +  8,0  (44°);  d  (durch  +  zu)  —  3.0;  a  —  5,0;  b  +  2,5 
c -1-6,6;  zwischen  c und  /*+5,5;  /'+6,2;  i  +  4,0;  A  +  3,6;  j (durch 
+  zu)  —  1,0;  d  (durch  H-  zu)  —  3,2;   a  —  5,5;   e  H-  10,5;   Mitte 
zwischen  e  und  c  +  11,5  (28°). 

Der  h'nks  hegende  Theil  der  Fläche  6  ist  hiemach  ziemlich  stark 
negativ,  namentlich  in  seinem  oberen  Theiie,  während  die  Mitte  und 
die  rechte  Seite  sich  stark  positiv  zeigen.  Das  Maximum  der  positiven 
Spannung  liegt  ungefähr  in  der  Mitte  von  e  nach  c. 

Die  vorstehend  ausführlich  mitgetheilten  Versuchsreihen  werden 
«lusreichen ,  um  das  angewandte  Verfahren ,  sowie  die  Bedeutung  der 
aufgezeichneten  Ausschläge  des  Goldblättchens  im  Elektrometer  in  kla- 
wes  Licht  zu  setzen.    Dagegen  dürfte  eine  Mittheilung  in  vorstehender 
X*orm  jeder  Uebersichtlichkeit  entbehren.    Um  diese  Uebersichtlichkeit 
^er  Resultate,   auf  die  es  vor  Allem  ankommt,  zu  erreichen,  habe  ich 
^aher  im  Folgenden  eine  andere  Art  der  Darstellung  gewählt.     Ich 
Jhabe   die  Prismenflächen,  jede  mit  den  ihr  zugehörigen  Pyramiden- 
:flachen  neben  einander  gezeichnet,  und  in  dieses  Netz  an  den  betreffen- 
den Punkten  die  beobachteten  Elektricitäten  eingetragen,  wie  dies  für 
en  Krystall  Nr.  XII  Fig.  26  Tafel  II  zeigt ;  ausserdem  sind  durch  grün- 
iche  Farbe  die  beim  Erkalten  negativen,  und  durch  rölhliche  Farbe  die 
^eim  Erkalten  positiven  Zonen  leicht  kenntlich  gemacht  worden.    Damit 
WUes  jedoch  mit  gehöriger  Deutlichkeit  geschehen  konnte ,   bin  ich  öfter 
gezwungen  gewesen,  die  Dimensionen  der  Krystalle  zu  verdoppeln  oder 
^ar  zu  vervier-  oder  zu  verachtfachen,  was  durch  \  oder  f  oder  f  neben 
<[en  Zeichnungen  angegeben  ist. 

In  den  vorstehenden  Versuchsreihen  war  der  Krystall  nur  bis  un- 
gefähr 13U^  des  Thermometers  erhitzt  worden;  was  zur  Folge  hatte, 
dass  wegen  der  schlechten  Wärmeleitungsföhigkeit ,  die  erst  spät  eine 
Abkühlung  in  der  gesammten  Masse  eintreten  Hess,  bei  noch  etwas 
höheren  Temperaturen  (70^,  60")  nur  schwache  Elektricitäten  auftraten, 
und  erst  nach  und  nach  an  den  einzelnen  Punkten  ein  Maximum  er- 
reicht wurde.  Um  diesen  Uebelstand  möglichst  zu  beseitigen,  sind  bei 
den  folgenden  Versuchen,  wenn  nicht  besondere  Bemerkungen  beige- 

Abhanill.  d.  K.  S.  GeüulUcb.  d.  WumuscIi.  XIII.  23 
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Wegen  der  Kleinheit  des  Krystalles  konnte  derselbe  bei  der  Unter- 
ßucliung  auf  sein  elektrisches  Verhalten  in  Platinsand  eingehallt  und 
erhitzt  werden.  • 

Die  Betrachtung  der  in  das  Netz  Fig.  4  Taf.  I  eingetragenen  Beob- 
ac^b  t^ungen  gewährt  einen  leichten  Ueberblick  über  die  Yertheilung  der 
Sl^btricität  auf  diesem  Erystalle. 

WSihrend  bei  Erystallen,  welche  mit  einem  Ende  angewachsen 
siKAcl,  oder,  wenn  auch  ringsum  ausgebildet,  doch  an  dem  einen 
EIn.c]e  eine  vollkommenere  Ausbildung  zeigen  als  an  dem  anderen,  eine 
Ui:^t.€rscheidung  der  beiden  Enden  nothwendig  wird,  fällt,  wie  bereits 
ob^n  S.  337  erwähnt,  ein  solcher  Unterschied  hinweg,  wenn  beide 
EI  n.  den  eines  Krystalles  mit  gleicher  oder  nahe  gleicher  Vollkommenheit 
Regelmässigkeit  ausgebildet  sind.  Letzteres  ist  in  dem  vorliegen- 
Krystalle  Nr.  I  angenähert  der  Fall ,  wenngleich  sich  nicht  in  Ab- 
r^dl^  stellen  lässt,  dass  das  in  der  Zeichnung  als  oberes  abgebildete 
Elü^cie  doch  noch  eine  etwas  grössere  Regelmässigkeit  besitzt  als  das 
tirfct^re.  Für  den  Krystall  Nr.  I  muss  es  also  gleichgültig  sein,  welches 
<]e  wir  als  das  obere  und  als  das  untere  betrachten ;  und  dies  ist  in 
That  der  Fall,  indem  die  Yertheilung  der  Elektricität  im  Allgemeinen 
dieselbe  bleibt,  wenn  wir  die  Zeichnung  umkehren,  und  das  obere  Ende 
^^xaa  unteren  machen. 

Die  Flächen  des  Hauptrhomboeders  am  oberen  Ende  (1  a,  3  a  und 

S  *»)  erscheinen  auf  ihren  grösseren  linken  Hälften  und  dem  entsprechend 

öi^   Flächen  desselben  Hauptrhomboeders  am  unteren  Ende  (2  6,   4  6 

^^^^  6  6)  auf  ihren  grösseren  rechten  Hälften  negativ ,  die  rechten  Rän- 

<i^^  am  oberen  Ende  und  die  linken  Ränder  am  unteren  Ende  nebst 

&^ti  äussersten  Spitzen  zeigen  sich  dagegen  entweder  positiv  elektrisch 

o^er  auch  unelektrisch. 

Die  kleineren  Flächen  des  Gegenrhomboeders  (2  a,  4  a,  6  a,  1  6,  36 

and  5  6)  verhalten  sich  im  Allgemeinen  gerade  entgegengesetzt;   am 

oberen  Ende  ist  die  linke  Seite ,  am  unteren  die  rechte  Seite  positiv, 

wahrend  am  oberen  Ende  die  rechte  und  am  unteren  die  linke  Seite  ne* 

gativ  oder  unelektrisch  erscheinen. 

Auf  den  Prismenflächen  sind  meistens  beide  Elektricitäten  vorhan- 
den ,  und  dabei  durch  eine  von  recl.ts  oben  nach  links  unten  gezogene 
Linie  geschieden ;  auf  den  Flächen  1 ,  3  und  5  ist  der  linke  und  obere 
Theil  negativ ,  der  rechte  und  untere  positiv  (auf  1  nur  unelektrisch) ; 
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umgekehrt  erscheint  auf  den  Flächen  2,  i  und  6  der  linke  und  obere 
Theil  positiv,  der  rechte  und  untere  Theil  negativ. 

Wir  können  die  angegebene  elektrische  Yertheilung  in  folgender 
Weise  zusammenfassen.  Von  jeder  oberen  Flache  des  Hauptrhomboe- 
ders  zieht  sich  eine  negative  Zone  abwärts  nach  links  zu  der  entspre- 
chenden nächsten  unteren  Fläche  des  Hauptrhomboeders ,  und  ebenso 
geht  eine  positive  Zone  von  jeder  oberen  Fläche  des  Gegenrhomboeders 
in  gleich  schiefer  Richtung  abwärts  zu  der  entsprechenden  nächsten 
unteren  Fläche  des  Gegenrhomboeders. 

Es  wurde  oben  bemerkt,  dass  die  Kanten  (1.  2),  (3.  4)  und  (5.  6) 
an  ihren  oberen  und  unteren  Enden  die  Rhombenflächen  tragen.  Waren 
diese  Flächen,  wie  es  häufig  vorkommt ,  gestreift ,  so  würden  die  Strei- 
fungen parallel  den  Combinationskanten  dieser  Flächen  mit  den  Flachen 
des  Hauptrhomboeders  gehen,  also  im  Allgemeinen  die  Richtung  der  zu- 
vor bezeichneten  elektrischen  Zonen  haben.  Zugleich  sehen  wir,  dass  die 
positiven  Zonen  stets  diejenigen  Kanten  enthalten  oder  kreuzen,  welche 
an  ihrem  oberen  und  unteren  Ende  die  Rhombenflächen  trasen. 

Ein  Blick  auf  die  Zeichnung  lehrt ,  dass  die  Ausdehnungen  der 
verschiedenen  Zonen ,  so  wie  die  innerhalb  derselben  beobachteten  In- 
tensitäten der  Elektricität  nicht  gleich  sind;  eine  Folge  der  nicht  in 
allen  Theilen  des  Krystalles  absolut  gleichartigen  oder  gleichmässigen 
Bildung,  die  sich  ja  auch  in  der  nicht  vollkommenen  Regelmässigkeit 
der  äusseren  Begrenzungen  ausspricht. 

Man  könnte  vielleicht  versucht  sein,  diese  Verschiedenheit  einer 
etwas  verschiedenen  Einhüllung  oder  einer  etwas  abweichenden  Er- 
wärmung und  Abkühlung  zuzuschreiben.  Die  Beobachtung  lehrt  aller- 
dings, wie  dies  auch  schon  früher  (S.  348)  angedeutet,  dass  die  Art 
der  Einhüllung  eines  Krystalles  in  einen  Leiter  (tir  die  an  einer  Stelle 
der  freigelassenen  Oberfläche  zu  beobachtende  Elektricität  nicht  völlig 
gleichgültig  ist;  indess  finden  die  obigen  Unterschiede  dadurch  nicht 
ihre  Erklärung:  ich  erwähne  z.  B.,  dass  als  der  Krystall  Nr.  I  bis  auf 
die  Kante  (1 .  2)  und  die  unmittelbar  ihr  anliegenden  Theile  der  Flächen 
1  und  2  in  Platinsand  gehüllt  war,  auf  dem  unteren  Theile  der  frei- 
stehenden Kante  (1 .  2)  ebensowenig  positive  Elektricität  gefunden  wer- 
den konnte,  als  eine  solche  bei  den  in  die  Zeichnung  eingetragenen 
Beobachtungen ,  wo  der  Krystall  bis  auf  die  Prismenfläche  1  in  Platin- 
$and  eingehüllt  war,  wahrgenommen  wurde. 
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Schliesslich  halte  ich  es  nicht  für  überflüssig,   speciell  hervorzu- 
heben ,  dass  die  1 8  Beobachtungsreihen ,  welche  in  das  Netz  des  Kry- 
stalles  Nr.  I  Fig.  4  eingetragen  sind,  streng  genommen  nicht  völlig  ver- 
gleichbar sind,  weil  die  Elektricität  auf  jeder  Fläche   unter  anderen 
Umständen  beobachtet  worden,  indem  bei  den  einzelnen  Versuchsreihen 
stets  andere  und  andere  FlSichen  in  den  Platinsand  gehüllt  und  abge- 
leitet waren.    Indess  scheint  dieser  Umstand  gerade  beim  Bergkrystall 
die  Yergleichung  der  Beobachtungen   auf  den  benachbarten  Flachen 
^wenig  zu  stören ;  denn  die  Erfahrung  lehrt ,  dass  die  auf  benachbarten 
Punkten  zweier  an  einander  stossenden  Flächen  gemachten  Beobachtun- 
gen sehr  wohl  zu  einander  stimmen,  obwohl  bei  der  Beobachtung  der 
einen  Fläche  mittelst  des  Platinsandes  oder  der  Eisenfeile  andere  Stellen 
zur  Erde  abgeleitet  waren  als  bei  der  Untersuchung  der  zweiten  be- 
nachbarten Fläche.     Vielleicht  haben  wir  gerade  in  der  eigenthümlichen 
Vertheilung  der  Elektricität  am  Bergkrystalle  den  Grund  zu  suchen, 
dass  das  von  mir  meist  angewandte  Verfahren  (den  Bergkrystall  bis 
auf  eine  Fläche  einzuhüllen)   zu   unter  einander  möglichst  vergleich- 
baren Besultaten  gefUhrt  hat. 

Krystall  Nr.  II. 

Der  sehr  kleine  in  Fig.  5  Taf.  I  in  natürlicher  Grösse  gezeichnete 
Krystall  stammt  aus  New  -York ;  genauer  vermag  ich  den  Fundort  nicht 
anzugeben.  Fig.  6  stellt  sein  Netz  in  vierfach  linearer  Vergrösserung 
dar.  Er  trägt  fünf  Rhombenflächen:  eine  am  oberen  Ende  der  Kante 
(1 .  2) ,  und  je  zwei  an  den  oberen  und  unteren  Endpunkten  der  Kanten 
(3.  4)  und  (5.  6);  gehört  also,  wenn  wir  die  Flächen  des  Hauptrhom- 
boeders  durch  ihre  grössere  Ausdehnung  bestimmen,  zu  den  sogenann- 
ten rechten  Krystallen. 

Mit  dieser  Annahme  stimmt  auch  die  elektrische  Vertheilung  über- 
ein ,  die  bis  auf  die  negative  Zone ,  die  auf  2  unten  rechts  und  auf  3 
oben  links  auftreten  sollte ,  regelmässig  ist.  Während  auf  dem  vorher- 
gehenden Krystalle  Nr.  I  die  positive  Zone  unten  auf  1  durch  die  nega- 
tive Elektricität  verdrängt  war,  ist  jetzt  umgekehrt  die  zuvor  bezeich- 
nete negative  Zone  auf  (2.  3)  durch  die  positive  Elektricität  verdrängt, 
and  erscheint  erst  wieder  auf  den  in  ihrer  Richtung  Hegenden  Haupt- 
rhomboederflächen  3  a  und  2  6,  die  behufs  dieser  Nachweisung  einer 
speciellen  Prüfung  unterworfen  wurden;    der  Einfluss  der  negativen 


Elektriciiat  gil)l  sich  in  der  Nahe  der  Kante  (2. 3)  nur  durch  eine  Schwä- 
chung der  positiven  kund. 

Es  ist  niir  nicht  unwahrscheinlich,  dass  diese  Unregelmässigkeit 
in  der  elektrischen  Yertheilung  mit  den  Unregelmässigkeiten  der  äusse- 
ren Form  zusammenhängt ;  denn  während  die  Fläche  2  b  des  Haupt- 
rhomboeders  verkümmert  ist,  haben  sich  die  Flachen  des  Gegenrhom- 
boeders  1  6,  2  a  und  3  b  über  die  Grösse,  wie  sie  3  a,  5  6  und  6  a  zei- 
gen, ausgedehnt. 

Der  Erystall  wurde  im  Platinsande  erhitzt. 

Krystall  Nr.  III. 

Diesen  ausgezeichnet  schönen  Krystall  aus  New- York  verdanke  ich 
ebenso  wie  den  Krystall  Nr.  I  der  Güte  des  Herrn  G.  Rose;  Fig.  7 
Taf.  I  stellt  den  Krystall  in  natürlicher  Grösse ,  Fig.  8  sein  Netz  in  dop- 
pelten Lineardimensionen  dar.  Er  trägt  ebenso  wie  Nr.  I  sämmtliche 
sechs  Rhombenflächen  in  normaler  Lage,  d.  h.  auf  den  abwechselnden 
Kanten  (1.  2),  (3.  4)  und  (5.  6);  doch  ist  der  Krystall  in  seinem  Inneren 
wahrscheinlich  nicht  einfach.  Als  er  zum  ersten  Male  erhitzt  wurde, 
und  das  neben  ihm  in  der  Eisenfeile  stehende  Thermometer  105^  zeigte, 
sprang  zu  meinem  grössten  Bedauern  aus  der  seitwärts  gelegenen 
Fläche  5  ein  Stück  mit  einer  kleinen  Explosion  heraus.  Die  beiden 
Bruchstücke  zeigen  an  einer  Stelle  Krystallflächen ,  deren  Lage  nicht 
mit  den  äusseren  Begrenzungen  des  Krystalles  übereinzustimmen 
scheint.  Entweder  die  ungleiche  Ausdehnung  oder  ein  kleines  mit 
Flüssigkeit  geftllltes  Bläschen  hat  durch  seine  Spannung  die  Zerspren- 
gung  verursacht. 

Die  Elektricität  dieses  Krystalles  ist  nur  schwach;  denn  trotz  seiner 
grossen  Klarheit  und  nicht  unbeträchtlichen  Grösse  zeigte  er  nirgends 
eine  so  starke  elektrische  Erregung  als  der  kleine  Krystall  Nr.  I;  es 
dürfte  dieser  Umstand  wohl  auf  eine  Zusammensetzung  aus  verschieden 
gelagerten  Schichten  hinweisen. 

Um  den  Krystall,  der  zur  sicheren  Bestimmung  der  Elektricität 
stark  erhitzt  werden  musste,  damit  die  Abkühlung  in  seiner  ganzen 
Masse  möglichst  gleichförmig  wurde,  zu  schonen,  habe  ich  nur  die 
Prismenflächen  untersucht;  übrigens  lässt  sich  die  elektrische  Yerthei- 
lung  auf  den  Rhomboedorflachen   nach  den  Beobachtungen  auf  dem 
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JKrystall  Nr.  I  und  nach  den  später  mitzutheilenden  Yörsuchen  voraus- 
isehen. 

Die  YertheHung  der  elektrischen  Zonen,  wie  sie  Fig.  8  zeigt, 
stimmt  mit  der  oben  S.  357  angegebenen  ttberein;  eine  Unregelmässig- 
keit tritt  nar  darin  hervor,  dass  die  positive  Elektricität  der  Zone  (4.  2) 
ie  negative  Zone  (6.  1 ) ,  die  nicht  blos  unten  rechts  auf  6 ,  sondern 
uch  oben  links  auf  1  erscheinen  sollte ,  von  letzterer  Fläche  ganz  ver- 
drängt hat. 

Ich  muss  auch  hier  wieder  auf  einen  möglichen  Zusammenhang 
ieser  Unregelmässigkeit  mit  der  äussern  Form  aufmerksam  machen: 
»vährend  alle  übrigen  Flächen  des  Gegenrhomboeders  beträchtlich  klei- 
er  sind  als  die  Flächen  des  Hauptrhomboeders ,  ist  allein  die  Fläche  1  b 
^des  Gegenrhomboeders  sogar  grösser  als  einige  der  Flächen  des  Haupt- 
s:*homboeders ,  so  dass  also  auch  bei  diesem  Krystalle  ebenso  wie  bei 
^ein  vorhergehenden,  die  Unregelmässigkeit  in  der  äusseren  Form  mit 
iner  Unregelmässigkeit  in  der  elektrischen  Yertheilung  zusammentriflft : 
ine  grössere  Ausdehnung  und  eine  Verstärkung  der  positiven  Zone 
scheint  mit  einer  grössern  Ausbildung  der  Flächen  des  Gegenrhomboe- 
^lers  verbunden  zu  sein. 

Kryslall  Nr.  IV. 

Den  Fundort  des  Fig.  9  und  10,  Taf.  I  abgebildeten  Krystalles 

^^r.  IV  vermag  ich   nicht  genau  anzugeben ;  es  ist  mir  nicht  unwahr- 

cheinlich,  dass  er  gleich  mehreren  der  später  zu  beschreibenden  Kry- 

talle  aus  Striegau  in  Schlesien  stammt.     Derselbe  ist  nur  am  oberen 

^nde  ausgebildet;  mit  dem  unteren  war  er  aufgewachsen.     Am  oberen 

ft^ien  Ende  trägt  die  Kante  (1.  2)  eine  Rhombenfläche,  deren  Strei- 

:fi]Dg  ihrer  Combinationskante  mit  1  a  parallel  geht ;  eine  etwas  kleinere 

sweite  Rhombenfläche  findet  sich  oberhalb  der  Kante  (3.  4).     Ob  ober- 

lialb  der  Kante  (5.  6)  eine  dritte  gelegen ,   lässt  sich  /  da  der  Krystall 

liier  etwas  abgerieben  ist,  nicht  mit  Sicherheit  erkennen.     Der  Krystall 

Jst  durch  seine  Form  vollständig  als  ein  sogenannter  rechter  charak- 

terisirt. 

Die  Prismenfläche  5  zeigt  darin  eine  mangelhafte  Ausbildung,  dass 
ein  Theil  derselben  rechts  der  Diagonale  vom  oberen  rechten  nach  dem 
untern  linken  Eckpunkte  hin  eingedrückt  ist;  der  Krystall  scheint  bei  der 
Bildung  mit  der  bezeichneten  Stelle  angelegen  zu  haben.  Die  elektrische 
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YertheiluDg  ist  jedoch  durch  diesen  Umstand  nicht  gestört  worden.  Das 
untere  Ende  ist  völlig  trube  und  in  gemeinen  Quarz  übergehend. 

Nach  den  dargelegten  Vertheilungen  an  vollständigen  Krystallen 
mit  nar  kurzen  Prismenfldchen  dürfte  es  nicht  schwer  sein,  sich  im  Voi^ 
aus  eine  Vorstellung  über  die  elektrische  Vertheiiung  auf  Bergkrystallen 
zu  machen,  die  nur  an  einem  Ende  ausgebildet  und  mit  lang  gestreckten 
PrismenflSchen  versehen  sind. 

Die  drei  Flächen  des  Hauptrhomboeders  werden  bei  einem  soge- 
nannten rechten  Bergkrystalle  in  ihrer  grösseren  linken  Hälfte  negativ, 
am  rechten  Rande  und  an  der  Spitze  positiv  erscheinen.  Umgekehrt 
wird  die  Vertheiiung  auf  den  Flachen  des  Gegenrhomboeders  sein.  Auf 
den  Prismenflachen  werden  die  Begrenzungen  der  Zonen  nicht  mehr 
so  schief  liegen  können,  wie  auf  den  kurzen  Krystallen  mit  vollständiger 
Ausbildung  beider  Enden;  doch  wird  von  jeder  Hauptrhomboederfläche 
eine  negative  und  von  jeder  Gegenrhomboederfläche  eine  positive  Zone 
in  mehr  oder  weniger  schiefer  Lage  von  rechts  oben  nach  links  unten 
herabgehen  müssen. 

Mit  diesen  Angaben  stimmen  die  Beobachtungen  auf  den  Haupt- 
rhomboederflachen ,  auf  der  Fläche  2  a  des  Gegenrhomboeders  und  auf 
den  Prismenflächen  vollständig  überein.  Auf  den  beiden  kleineren 
Flächen  des  Gegenrhomboeders  4  a  und  6  a  hat  die  positive  Elektri- 
cität  am  unteren  linken  Rande  nicht  hervorzutreten  vermocht ;  an  ihrer 
Stelle  erscheint  Null ,  oder  eine  gegen  die  umliegenden  Theilo  sehr  ge- 
schwächte negative  Elektricität. 

Während  die  elektrische  Polarität  am  oberen  Ende  und  in  der 
Mitte  des  Erystalles  sehr  stark  ist,  nimmt  sie  gegen  das  untere  Ende 
hin ,  wo  der  Krystall  trübe  wird ,  schnell  ab ,  und  ist  am  unteren  Ende 
selbst,  wo  der  Krystall,  wie  schon  angeführt,  in  gemeinen  Quarz  über- 
geht, fast  oder  gänzlich  verschwunden. 

Beiläufig  bemerke  ich  hier,  dass  es  mir  nicht  gelungen  ist,  an 
Krystallen  von  gemeinem  Quarz  elektrische  Polaritäten  nachzuweisen; 
es  dürfte  dieser  Umstand ,  ebenso  wie  der  Mangel  an  Durchsichtigkeit 
wohl  auf  eine  gestörte  Krystallisation  hinweisen. 

Krystall  Nr.  V. 

Der  an  beiden  Enden  ausgebildete  Krystall  Nr.  Y  stammt  aus  dem 
Dauphin^,  und  ist  in  Fig.  11  Taf.  1  in  natürlicher  Grösse  abgebildet; 
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Fig.  12  stellt  sein  Netz  in  richtiger  L&ngen-,  aber  in  doppelter  Qaer- 
dimension "^j  dar,  wie  man  leicht  durch  Yergleichung  mit  Fig.  11  er- 
kennt. Der  Krystall  Nr.  Y  trägt  oben  auf  den  Kanten  (1 .  2),  (3.  4)  und 
(5.  6)  und  unten  auf  der  Kante  (5.  6) ,  also  auf  den  abwechselnden 
Kanten  sehr  kleine  RhombenflSicben.  Ausserdem  schien  am  unteren 
Endpunkte  der  Kante  (2.  3)  auf  der  Fläche  2  die  sehr  kleine  Flache 
eines  Trapezoeders  zu  liegen.  Die  Flächen  1 ,  3  und  5  sind  glänzender, 
als  die  Flächen  2,  4  und  6.  Die  Ausbildung  des  oberen  Endes  be- 
zeichnet den  Krystall  als  einen  sogenannten  rechten ;  am  unteren  Ende 
findet  sich  die  S.  334  beschriebene  Form  einer  Schneide  *  was  jeden- 
falls mit  einer  Slörung  in  der  Bildung  des  Krystalles  zusammenhängt. 
Auch  erschien  das  untere  Ende  (vergl.  S.  334)  verdickt:  während  der 
Abstand  der  Kanten  (5.  6)  und  (2.  3)  von  einander  am  oberen  Ende 
nur  7™°  betrug,  stieg  derselbe  am  unteren  Ende  bis  auf  8™. 

Die  Gestallung  der  Rhomboederflächen  am  oberen  Ende,  sowie 
das  Vorhandensein  dreier  Rhombenflächen  weist  auf  eine  vollkom- 
menere Ausbildung  des  oberen  Endes  hin,  und  bei  der  Bestinmiung  der 
elektrischen  Polaritäten  werden  wir  also  auch  dieses  obere  Ende  zu 
Grunde  legen  müssen.  Eben  dafür  spricht  auch  der  Unterschied  im 
Glänze  der  Prismenflächen ,  die  das  obere  Ende  als  so  zu  sagen  freies 
charakterisiren. 

Die  Rhomboederflächen  am  oberen  Ende  Hessen  sich  wegen  der 
zu  grossen  Länge  des  Krystalles  nicht  gut  untersuchen;  es  unterliegt 
aber  keinem  Zweifel ,  und  wird  auch  direkt  durch  die  Yertheilung  der 
Elektricität  auf  den  Prismenflächen  bestätigt,  dass  sie  dem  früher  an- 
gegebenen Gesetze  folgen.    Gehen  wir  von  ihnen  aus,  so  müssen  von 
den  drei  Flächen  des  Hauptrbomboeders  negative,  und  von  den  drei 
Flächen  des  Gegenrhomboeders  positive  Zonen  in  etwas  schräger  Rich- 
tung von  rechts   oben  nach  links  unten  berabgehen.    Dies  ist  in  der 
Xhat  der  Fall,  mit  Ausnahme  der  Fläche  6,  wo  die  positive  Zone  oben 
Our  als  unelektrisch  bezeichnet  ist.     Die  etwas  schiefe  Lage  ist  noch 
deuüich  durch  die  Grenze  der  negativen  und  positiven  Zone  auf  der 
t^lache  5  angedeutet,  so  wie  auch  auf  den  Flächen  3  und  4  darin,  dass 


*)  Bei  der  Schmnlbeit  der  FlSchen  wäre  es  sonst  nicht  möglich  gewesen,  die  zur 
Charakterisiruog  der  elektrischen  ^criheilung  nölhigen  Beobachtungen  deutlich  ein- 
zutragen. 
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in  der  Mitte  derselben  die  Polarität  am  linken  Rande  sich  stärker  zeigt 
als  am  rechten. 

Krystall  Nr.  VI. 

Der  ungemein  klare  gleichfalls  Dauphin6er  Krystall  Nr.  VI  Fig.  1 3 
und  Fig.  1 4  Taf.  I  ist  nur  an  seinem  oberen  Ende  ausgebildet,  an  seinem 
unteren  aber,  wo  er  jedenfalls  angewachsen  gewesen,  abgebrochen, 
und  zeichnet  sich  durch  die  eine  bei  den  Krystallen  des  Dauphinö  ge- 
wöhnlich vorkommende  sehr  grosse  Fläche  des  Hauptrhomboeders  1  a 
aus.  Er  trägt  oben  rechts  auf  der  Prismenfläche  1  die  Fläche  eines 
rechten  Trapezoeders  erster  Ordnung ,  sowie  auf  der  Kante  (5.  6)  die 
Fläche  einer  trigonalen  Pyramide  (Rhombenfläche). 

Die  eigenthümliche  Ausbildung  der  einen  Fläche  des  Hauptrhom- 
boeders hat  eine  Störung  in  der  Regelmässigkeit  der  elektrischen  Ver- 
theilung  zur  Folge.  *)  Die  erste  negative  Zone ,  von  links  her  gezählt, 
beheri*scht  die  ganze  Fläche  1  sammt  der  grossen  Fläche  des  Haupt- 
rhomboeders ,  und  erstreckt  sich  auch  über  einen  Theil  der  Fläche  6 ; 
dagegen  besitzt  die  zweite  negative  Zone  auf  3  nur  eine  geringe  Aus- 
dehnung, und  die  dritte  ist  auf  eine  kleine  negative  Stelle  oben  auf  der 
Fläche  5  reducirt;  weiter  unten  gibt  sie  sich  nur  durch  eine  Schwächung 
der  positiven  Elektricität  kund.  Die  erste  positive  Zone  auf  2  zeigt 
eine  umgekehrte  Bildung,  als  sie  sonst  bei  sogenannten  rechten  Kry- 
stallen auftritt,  indem  die  linke  Seite  der  Fläche  S!  schwächer  elektrisch 
ist  als  die  rechte;  während  sonst,  wenn  eine  Prismenfläche  an  bei- 
den Rändern  dieselbe  Polarität  besitzt,  bei  rechten  Krystallen  der  linke 
Rand  stärkere  Elektricität  zeigt  als  der  rechte.  Ausserordentlich  stark 
ist  die  zweite  positive  Zone  auf  4 ,  die  mit  der  dritten  zusammenhängt, 
und  so  eine  sehr  ausgedehnte  positive  Region  bildet. 

Bei  dieser  eigenthümlichen  Yerlheilung  der  Elektricität  schien  es 
mir  nicht  ohne  Interesse,  den  Krystall  auch  in  optischer  Beziehung 
noch  genauer  zu  untersuchen.  Ich  Hess  daher  von  dem  unteren  Ende, 
an  welchem  die  eine  negative  Zone  gänzlich  fehlte,  eine  nahe  4,5"** 
dicke  Platte  [a  6  y  d  in  Fig.  1 3)  senkrecht  gegen  die  Hauptachse  ab- 
schneiden und  poliren.    Die  Platte  zeigte  im  Polarisationsapparate  bei 


*)  Vergl.  den  späteren  linken  Krystall  Nr.  XVI,  der  ebenfalls  aus  dem  Dauphine 
stammt;  und  bei  analoger  Ausdehnung  der  einen  FlSche  des  Hauptrhomboeders  eine 
gleiche  Störung  in  der  elektrischen  Polarität  zeigt. 
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parallelen  Strahlen  zwischen  gekreuzten  Spiegeln  (oder  Nicorschen 
Prismen)  ein  gleichfarbiges  Gelb  bis  auf  einen  an  der  Fläche  5  gele- 
genen, 3 ""  breiten  Streifen ,  der  bei  gekreuzten  Spiegeln  dunkel ,  bei 
parallelen  hell  erschien.  In  convergentem  Lichte  bei  gekreuzten  Spiegeln 
zeigte  der  grösste  Theil  der  Fläche  die  farbigen  Ringe  mit  gelber  Mitte, 
wahrend  der  am  Rande  nach  der  Fläche  5  hin  gelegene  Theil  die  Ringe 
mit  schwarzem  Kreuz  (wie  im  Doppelspath)  darbot,  und  zwar  waren 
diese  letzteren  Ringe  nahe  von  gleichem  Durchmesser,  wie  in  dem  übri- 
gen Theile  der  Platte.  Auf  der  Grenze  der  beiden  verschiedenen  Theile 
erschienen  die  Ringe  nicht  als  vollständige'  Kreise,  sondern  ähnlich 
unterbrochen ,  als  wenn  bei  Betrachtung  des  Ringsystems  im  Doppel- 
spath zwischen  gekreuzten  Spfegeln  ein  Glimmerblättchen  eingeschaltet 
wird,  das  den  einen  Strahl  gegen  den  andern  um  ungefähr  Vs  Wellen- 
länge verzögert. 

Die  vorstehenden  optischen  Untersuchungen  zeigen  also  an  der- 
selben Stelle,  wo  die  elektrische  Prüfung  eine  Störung  nachwies, 
gleichfalls  eine  Störung  in  Bezug  auf  die  optischen  Erscheinungen ,  wie 
sie  sonst  ein  einfacher  Bergkrystall  darbietet. 

Krystall  Nr.  VII. 

Fig.  15  und  Fig.  16  Taf.  I  stellen  den  Krystall  Nr.  VII  von  Strie- 
gau"^  nebst  seinem  Flächennetze  in  natürlichen  Dimensionen  dar.  Der 
Krystall  ist  an  beiden  Enden  ausgebildet.  Am  oberen  Ende  lassen  sich 
clie  Flächen  des  Hauptrhomboeders ,  deren  eine  (I  a)  ausserordentlich 
;ross  ist,  erkennen;  von  den  Flächen  des  Gegenrhomboeders  ist  nur 
lie  Fläche  (2  a)  auf  der  Kante  (1  a,  3)  als  sehr  schmale  Fläche  sicht- 
bar. Am  unteren  Ende  zeigt  der  Krystall  wieder  die  schon  oft  er- 
^vSlhnte  Schneide.  Oben  auf  der  Kante  (1  a,  2)  und  unten  an  der  Kante 
^  3.  4)  befindet  sich  eine  Rhombenfläche;  ob  solche  etwa  auch  an  den 
^::3beren  Endpunkten  der  Kanten  (3.  4)  und  (5.  6)  gelegen  haben,  lässt 
.ich  nicht  mehr  erkennen ,  da  der  Krystall  gerade  an  diesen  Stellen  et- 
verletzt  ist.  Die  Fläche  4  zeigt  auf  ihrer  rechten  Hälfte  eine  man- 
;e]hafte  Ausbildung  durch  eine  parallel  mit  der  Kante  (4.  5  a)  gehende 


*)  Die  sämmtlichen  Krystalle  von  Striegau  in  Schlesien ,  die  im  Folgenden  er- 
^%vShnt  werden,  verdanke  ich  der  Güle  meines  Freundes,  des  Herrn  Prof.  Dr.  Mar- 
bach  in  Breslau. 
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StreifiiDg;  auch  die  Kanten  (3.  4)  und  (4.5)  sind  in  ihrer  unteren  Hälfte 
nicht  vollkommen. 

Um  das  elektrische  Verhalten  zu  bestimmen,  haben  wir  das  als 
oberes  gezeichnete  Ende,  wo  die  Flächen  des  Hauptrhomboeders 
unterschieden  sind ,  zu  Grunde  zu  legen.  Es  sollten  hiemach  auf  den 
Flächen  1,  3  und  5  negative  Zonen  liegen.  Die  Zonen  auf  1  und  5  sind 
auch  in  der  ganzen  Erstreckung  des  Krystalles  vorhanden  und  zwar  die 
erstere  in  sehr  ausgedehntem  Masse ,  während  die  negative  Zone  auf  3 
nur  im  unteren  Theile  dieser  Flächen  aufzutreten  vermag ,  was  ähnlich 
wie  beim  vorhergehenden  Krystalle  die  Bildung  einer  zusammenhängen- 
den grossen  positiven  Zone  veranlasst. 

Die  Berechtigung,  das  als  oberes  gezeichnete  Ende  bei  Bestim- 
mung der  elektrischen  Polarität  zu  Grunde  zu  legen,  dürfte  auch  noch 
aus  dem  Umstände  herzuleiten  sein,  dass  die  Entwickelung  der  Elektri- 
cität  an  diesem  oberen  Ende  im  Allgemeinen  viel  stärker  hervortritt,  als 
an  dem  unteren,  was  auf  eine  reinere  und  vollkommenere  Bildung  jenes 
ersteren  Endes  hinweist. 

Behufs  optischer  Prüfung  liess  ich  aus  diesem  Krystalle  eine  nahe 
4,2°*™  dicke  Platte  (in  Fig.  1 5  ist  ihre  Lage  im  Kryslall  mit  a  6  y  d  be- 
zeichnet) senkrecht  gegen  die  Hauptaxe  herausschneiden.  Die  Platte 
erschien  im  Polarisationsapparate  bei  parallelen  Strahlen  gleichartig, 
wie  ein  rechts  drehender  Krystall ,  mit  Ausnahme  einer  sehr  schmalen 
Stelle  am  Rande,  nach  der  Fläche  3  hin.  An  dieser  Stelle,  am  Rande 
der  Fläche  3,  nach  der  Kante  (3.  4)  zu,  zeigte  sich  bei  convergentem 
Lichte  das  Ringsystem  mit  schwarzem  Kreuze ;  etwas  mehr  nach  der  Mitte 
der  Fläche  3  hin  ging  es  [a  6  nach  oben)  durch  einigermassen  deutliche 
links  gedrehte  Spiralen  in  das  gewöhnliche  Ringsystem  bei  Bergkrystal- 
len  (im  vorliegenden  Falle  mit  gelber  Mitte  bei  gekreuzten  Spiegeln)  (iber. 

Krystall  Nr.  VIII. 

Der  aus  Striegau  stammende  in  Fig.  17  und  18  Taf.  I  in  natür- 
licher Grösse  gezeichnete  Krystall  Nr.  VIII  ist  ringsum  ausgebildet,  wird 
jedoch  gegen  sein  unteres  Ende  unklar  und  trübe.  Er  trägt  oben  auf 
der  Kante  (3  a,  4)  eine  Rhombenfläche  und  rechts  daneben ,  also  oben 
links  auf  der  Prismenfläche  4  eine  im  wiederholten  Wechsel  mit  der 
ebengenannten  Rhombenfläche  auftretende  Fläche  eines  Trapezoeders 
zweiter  Ordnung.     Unten   an  der  Kante  (I.  2)  sitzt  gleichfalls  eine 
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Bhombenfläcbe  und  über  ihr  unten  rechts  auf  1  sieht  man  Andeutungen 
einer  Trapezoederfläche.  Ein  Theil  der  Flächen  1  und  2  ist  mangelhaft 
dDBgebildet.  Die  Hauptrhomboederflächen  1,  3  und  5  sind  am  oberen 
Snde  durch  die  Streifung  der  Trapezoederfläche  zweiter  Ordnung  (oben 
links  auf  4)  deutlich  bezeichnet;  ihre  Grösse  allein  würde  sie  nicht 
sicher  unterscheiden. 

Auch  bei  diesem  Krystalle  ist  eine  der  negativen  Zonen,  die  auf 
der  Fläche  3  auftreten  sollte,  sehr  reducirt,  und  tritt  nur  an  einer 
Stelle  von  geringer  Ausdehnung  im  oberen  Theile  der  Fläche  3  auf;  da- 
gegen macht  sie  ihren  Einfluss  in  einer  Schwächung  der  positiven  Elek- 
tricität  unten  auf  2  an  der  Kante  (SS.  3)  noch  geltend.  Gewissermassen 
als  Ersatz  fllr  sie  tritt  die  negative  Zone  auf  1 ,  namentlich  in  der  Nähe 
<ile8  linken  Randes  dieser  Fläche,  mit  grosser  Intensität  auf;  und  ausser- 
<lem  greift  die  dritte  negative  Zone  (wahrscheinlich  die  Folge  einer  ZvWI- 
lingsbildung)  oben  auf  der  Fläche  5  auf  die  Fläche  4  hinüber. 

Krystall  Nr.  IX. 

Der  aus  Neumark  in  Schlesien  stammende  Krystall  Nr.  IX  (Fig.  1 9 
mnd  20  Taf.  I  in  natürlicher  Grösse  abgebildet)  zeigt  keine  Flächen, 
^welche  den  Sinn  seiner  Drehung  erkennen  Hessen ;  die  elektrische  Ver- 
theilung  auf  seinen  Flächen  weist  ihn  aber  zu  den  sogenannten  rechten. 
Die  Flächen  2  und  3  sind  durch  staubartige  eingewachsene  Theilchen 
^ehr  rauh.  Auf  der  Fläche  1  ist  unten  ein  kleiner  Krystall  eingewach- 
sen ;  was  eine  eigenthümliche  Verbreiterung  der  Fläche  3  am  unteren 
!3Snde  zur  Folge  hat ,  und  die  Prüfung  der  unteren  Theile  der  Flächen  1 
^nd  2  unmöglich  macht.  Ausserdem  ist  V4  vom  oberen  Ende  auf  ^er 
Kante  (1.  2)  ein  zweiter  kleinerer  Krystall  eingewachsen. 

Die  eigenthümliche  Erscheinung,  dass  in  der  Mittellinie  der  Fläche  1 
die  negative  Elektricität  oben  stark,  V4  der  Länge  vom  oberen  Ende  ab- 
wärts schwach  und  darauf  in  der  Mitte  wieder  stark  auftritt ,  ist  wahr- 
scheinlich  eine  Folge  des  in  der  Nähe  eingewachsenen  kleinen  Krystalles. 
Uebrigens  sind  sämmtliche  sechs  elektrische  Zonen  ausgebildet;  nur  ist 
durch  die  Störung  in  der  Bildung  des  Krystalles  an  seinem  unteren  Ende 
die  zweite  positive  Zone  unten  sehr  ausgedehnt ,  und  die  bei  der  ersten 
und  zweiten  negativen  und  ebenso  bei  der  ersten  und  zweiten  positiven 
Zone  deutlich  von  rechts  oben  nach  links  unten  gehende  Lage  für  die 
dritte  negative  und  positive  Zone  abgeändert  worden. 
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Krystall  Nr.  X. 

Der  aus  Striegau  stammende,  in  Fig.  21  und  22  Taf.  I  in  naUlr- 
licher  Grösse  gezeichnete  Krystall  Nr.  X  erscheint  in  Bezug  auf  die 
Ausdehnung  seiner  Flächen  sehr  unregelmässig  gebildet.  Auf  der  Kante 
(1  a,  2)  liegt  eine  schmale  Rhombenfläche,  die  sich  auch  in  einer  nahe 
dabei  befindlichen  Vertiefung  oben  links  auf  der  Fläche  2  wiederholt. 
In  einer  Vertiefung  in  der  Mitte  der  Kante  (1.  6  6)  liegt  eine  kleine 
glänzende  Fläche ,  die  gleichfalls  eine  Rhombenfläche  ist ,  und  also  der 
anderen  trigonalen  Pyramide  angehört. 

Ungeachtet  der  grossen  Unregelmässigkeit  in  der  Ausdehnung  der 
äusseren  Begrenzungsflächen  ist  doch  die  elektrische  Vertheilung  eine 
ziemlich  regelmässige,  und  namentlich  tritt  in  demjenigen  Theile,  wo 
die  Flächen  des  Hauptrhomboeders  (6  b,  1a,  2  b,  3  a)  durch  ihre 
Grösse  sich  auszeichnen ,  die  schiefe  Lage  der  Zonen  sehr  deutlich  her- 
vor,  so  dass  auch  bei  Umkehrung  des  Rrystalles  die  Vertheilung  im 
Allgemeinen  dieselbe  bleibt. 

B.     Sogenannte   linke    (in   elektrischer  Beziehung 

rechte)  Krystalle. 

Krystall  Nr.  XI. 

Der  kleine  vollständig  ausgebildete  Krystall  Nr.  XI,  den  ich  der 
Güte  des  Herrn  Sack  in  Halle  verdanke,  stamml  ebenso  wie  der  Kry- 
stall Nr.  1  aus  der  Marmaros,  ist  aber  nicht  völlig  so  klar  und  auf 
seinen  Flächen  nicht  so  vollkommen  eben  und  glatt  wie  der  Krystall 
Nr.  I.  Fig.  23  Taf.  H  stellt  die  beiden  Ansichten  des  Krystalles  Nr.  XI 
in  natürlicher,  Fig.  24  sein  Netz  in  achtfach  linearer  Vergrösserung  dar. 
Die  beiden  Endpunkte  seiner  Hauptaxe  endigen  in  vollkommene 
Spitzen,  und  die  Flächen  des  Haupt-  und  Gegenrhomboeders  sind 
deutlich  an  ihren  relativen  Grössen  Verhältnissen  zu  erkennen.  Die  Kan- 
ten (6.  i  ä)  und  (2.  3  a)  tragen  sehr  schmale  Rhombenflächen,  und 
charakterisiren  den  Krystall  hiedurch  als  einen  sogenannten  linken. 

Die  Vertheilung  der  Elektricität  an  diesem  Krystalle  ergibt  sich  aus 
den  in  Fig.  24  eingetragenen  Beobachtungen;  ein  Vergleich  dieser 
Figur  mit  Fig.  4  Taf.  I  lässt  sofort  den  Unterschied  zwischen  sagenannten 
linken  und  rechten  Krystallen  erkennen. 
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Es  wurde  oben  S.  358  aus  der  Beobachtung  an  rechten  Kry- 
stallen  folgendes  Gesetz  der  Vertheilung  hergeleitet:  beim  Erkalten 
eines  Bergkrystalles  gehen  die  negativen  Zonen  von  einer  Fläche  des 
Hauptrhomboeders  über  die  Prismenllächen  zu  einer  nächsten  Fläche 
desselben  Rbomboeders  am  anderen  Ende,  und  entsprechend  die  posi- 
tiven Zonen  von  einer  Fläche  des  Gegenrhomboeders  zu  einer  nächsten 
Fläche  desselben  Rhomboeders  am  anderen  Ende,  und  zwar  sind  die 
Hichtungen  der  Zonen  den  Combinationskanten  zwischen  den  Haupt- 
rhomboeder-  und  den  Rhombenflächen  parallel,  oder  die  positiven 
Zonen  enthalten  oder  kreuzen  diejenigen  Prismenkanten,  an  deren  End- 
punkten die  Rhombenflächen  auftreten. 

Bei  den  rechten  Krystallen  folgte  aus  diesem  Gesetze  eine  schiefe 
Yon  rechts  oben  nach  links  unten  gerichtete  Lage  der  elektrischen 
Zonen. 

Ein  Blick  auf  Fig.  24  lehrt  nun,  dass  das  zuvor  ausgesprochene 
Gesetz  auch  für  die  linken  Krystalle  gilt ;  da  jedoch  bei  den  linken  Kry- 
stallen die  Combinationskanten  der  Flächen  des  Hauptrhomboeders  mit 
den  Rhombenflächen  eine  andere  Richtung  haben ,  weil  die  Rhomben- 
flächen in  Bezug  auf  die  Flächen  des  Haupt-  und  Gegenrhomboeders 
gerade  auf  den  anderen  abwechselnden  Kanten  als  bei  den  rechten 
Krystallen  auftreten,  soresultirt  aus  der  Anwendung  des  obigen  Gesetzes 
auf  die  linken  Krystalle  eine  schiefe  Lage  der  elektrischen  Zonen  von 
links  oben  nach  rechts  unten.  In  dieser  Verschiedenheit  der  Richtung 
der  Zonen  besteht  in  elektrischer  Beziehung  der  ganze  Unterschied 
zwischen  rechten  und  linken  Bergkrystallen ;  ein  Unterschied ,  der  je- 
doch so  bestimmt  heraustritt,  dass  es  bei  regelmässiger  Bildung  eines 
Krystalles  genügt  eine  einzige  Rhomboeder-  oder  Prismenfläche  auf  ihr 
elektrisches  Verhalten  zu  prüfen,  um  ohne  weitere  äussere  Kennzeichen 
(d.  h.  ohne  Vorhandensein  von  Rhomben-  und  Trapezflächen)  zu  ent- 
scheiden, ob  der  Krystall  ein  sogenannter  rechter  oder  linker  ist. 

Untersuchen  wir  z.  B.  eine  Hauptrhomboederfläche  am  oberen 
Ende,  so  ist  bei  den  rechton  Krystallen  die  linke  grössere  Hälfte  negativ, 
and  nur  der  rechte  Rand  positiv ;  umgekehrt  ist  bei  den  linken  Krystal- 
len die  grössere  rechte  Hälfte  negativ,  und  nur  der  linke  Rand  positiv 
(oder  schwächer  negativ).  Gerade  entgegengesetzt  verhalten  sich  die 
Flächen  des  Gegenrhomboeders. 

Abhandl.  d.  K.  S.  Getellfdi.  d.  \Viuei«ch.  XIII.  S4 


I 
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Krysiall  Nr.  XII. 

Dieser  von  Striegau  in  Schlesien  stammende  Krystall  ist  bereits 
oben  S.  349  beschrieben  und  die  elektrische  Yertheilung  auf  seinen 
Prismen  flächen  angegeben  worden.  Fig.  25  stellt  seine  Projection  und 
Fig.  26  sein  Netz  dar.  In  letzteres  sind  ausser  den  auf  den  Prismen- 
flächen gemachten  oben  bereits  mitgetheilten  Beobachtungen  auch  die 
auf  den  Rhomboederflächen  ausgeführten  Untersuchungen  eingetragen 
worden. 

Nur  sein  oberes  Ende  läuft  in  eine  Spitze  aus  und  an  ihm  allein 
sind  die  Flächen  des  Haupt-  und  Gegenrhomboeders  durch  ihre  relative 
Grösse  deutlich  unterschieden;  das  untere  Ende  zeigt  die  so  häufig 
vorkommende  Form  einer  Schneide. 

Die  schiefe  Lage  der  Zonen  von  links  oben  nach  rechts  unten  ist 
deutlich  zu  erkennen ,  namentlich  an  der  Stelle  (von  3  a  über  3  und  4 
nach  4  6),  wo  auch  am  unteren  Ende  die  Fläche  des  Hauptrhomboe- 
ders  (4  b)  durch  ihre  Grösse  sich  auszeichnet  und  also  beide  zu  einer 
Zone  gehörige  Flächen  in  normaler  Weise  ausgebildet  sind.  Femer  ent- 
halten die  positiven  Zonen  stets  die  Kanten ,  an  welchen  die  Rhomben- 
flächen (wie  eine  solche  in  [6.  i  a].  erscheint)  auftreten  würden,  wenn 
sie  sämmtlich  vorhanden  wären.  Am  oberen  Ende  endlich  zeigen 
sämmtliche  Flächen,  sowohl  des  Haupt-  als  auch  des  Gegenrhomboe- 
ders die  normale  Yertheilung,  während  dieselbe  am  unleren  Ende  nur 
auf  der  Fläche  4  b  hervortrilt,  auf  allen  übrigen  Flächen  dagegen  durch 
die  schneidenförmige  Bildung  desselben  gestört  ist. 

Krysiall  Nr.  XIII. 

Der  Krystafl  Nr.  XIII  zeichnete  sich  durch  ungemein  grosse  Klar- 
heit aus,  während  der  Krystall  Nr.  XII,  wenn  auch  im  Allgemeinen 
durchsichtig,  doch  nicht  völlig  rein  war;  er  stammt  wahrscheinlich  aus 
dem  Dauphine.  In  Fig.  27  Taf.  II  ist  er  in  natürlicher  Grösse  abgebil- 
det, Fig.  28  stellt  sein  Netz  in  doppelter  Grösse  dar. 

Der  Krystall  ist  nur  an  dem  oberen  Ende  ausgebildet,  und  zeigt 
daselbst  sämmtliche  drei  Rhomben  flächen  auf  den  abwechselnden  Kan* 
ten  (6.  i),  (2.  3)  und  (4.  S);  ausserdem  auch  unterhalb  der  oben  auf 
der  Kante  (2.  3)  liegenden  Rhombenfläche  links  auf  der  Fläche  3  die 
matte  Fläche  eines  linken  Trapezoeders  6  jP  j   erster  Ordnung.     Die 
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Hauptrhomboederflächen  lassen  sich  sowohl  durch  die  Streifung  auf  der 
zuletzt  genannten  Rhombenfläche  als  auch  durch  die  Trapezoederfläche 
erkennen ;  hiemach  sind  die  Flächen  i  a ,  3  a ,  5  a  die  Flächen  des 
Hauptrhomboeders ,  der  Krystall  ist  also  ein  sogenannter  linker  (oder 
links  drehender).  Am  unteren  Ende,  das  auch  noch  völlig  klar  er- 
scheint, ist  der  Krystall  abgebrochen. 

Im  Glänze  der  Prismenflächen  bemerkt  man  bei  der  Reflexion 
einer  Kerzenflamme  einen  Unterschied ;  die  Flächen  1  ,  3  und  5 ,  also 
diejenigen ,  welche  am  oberen  Ende  die  Flächen  des  Hauptrhomboeders 
t  ragen ,  zeigen  etwas  stärker  glänzende  Bilder ,  als  die  dazwischen  lie- 
genden Flächen  2,  4  und  6. 

Die  Prismenflächen  2,  3  und  4  sind  in  den  unteren  Hälften 
mangelhaft  ausgebildet;  auf  2  und  3  ist,  wie  Fig.  27  zeigt,  ungefähr 
in  der  Mitte  wahrscheinlich  durch  Anlegen  an  ein  anderes  Individuum 
das  Niveau  der  Fläche  eingedrückt ,  und  erhebt  sich  erst  wieder  ganz 
hinten  am  Ende.  Auch  die  Fläche  4  wird  von  einem  solchen  Eindrucke 
ch  etwas  getroffen :  dagegen  sind  die  Flächen  6  und  (auch  fast)  5  und 
vollkommen  ausgebildet. 

Auf  den  Prismenflächen  ziehen  sich  die  negativen  Zonen  von  den 
nptrlK)mboederflächen  am  oberen  Ende  abwärts ,  zeigen  hier  aber  im 
anzen  eine  geringere  Ausdehnung  als  die  positiven ;  auf  den  Rhom- 
oederflächen  herrscht  dagegen  die  negative  Elektricität  vor.  Während 
i  sogenannten  rechten  Krystallen  eine  Prismenfläche,  welche  in  ihrer 
ganzen  Erslreckung  nur  eine  Art  von  Elektricität  zeigt ,  auf  ihrem  lin- 
ken Rande  die  stärkste  Polarität  besitzt  (S.  364),  tritt  die  grösste  Inten- 
s$itSil  bei  linken  Krystallen ,  wie  auf  der  Fläche  2  oder  6  des  vorliegen- 
^len,  am  rechten  Rande  auf.  Sämmiliche  Prismenkanten,  welche  oben 
^ie  Rhombenfläche  tragen,  liegen  auch  hier  wieder  im  Bereiche  der 
fK)sitiven  Zonen. 

Krvstall  Nr.  XIV. 

Der  Krystall  Nr.  XIV  stammt  von  Striegau  und  ist  nur  an  dem 
einen  Ende  ausgebildet,  an  dem  anderen,  wo  er  wahrscheinlich  ange- 
^vachsen  gewesen,  verbrochen.  Fig.  29  und  30  Taf.  II  stellen  ihn  in 
nattlrlicher  Grösse  dar.  Die  Prismenflächen  waren  gut  ausgebildet  bis 
auf  die  Fläche  5  und  die  linke  Kante  von  6.  Die  Flächen  1 ,  3  und 
selbst  5,  soweit  sie  eben  ausgebildet,  erscheinen  glänzender  als  die 
Flächen  2,  4  und  6;  besonders  matt  ist  die  Fläche  4. 

24* 
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Der  Krystall  trug  zwei  Rbombenflachen ,  oben  auf  den  Kanten 
(6.  1)  und  (2.  3) ;  die  Streifung  auf  der  oben  an  (2.  3)  liegenden  Flache 
bezeichnet  die  Flächen  1  a,  3  a  und  5  a  als  die  Flächen  des  Haapt- 
rhomboeders ,  sodass  also  auch  hier ,  ebenso  wie  bei  den  beiden  vor- 
hergehenden Krystallen ,  am  oberen  Ende  die  Hauptrhomboederflächen 
auf  den  glänzenderen  Prismenllächen  aufgesetzt  sind. 

Zwei  der  positiven  Zonen  erscheinen  am  oberen  Ende  schmäler 
als  weiter  abwärts;  ein  Umstand,  der  mit  der  Ausbreitung  der  nega- 
tiven Elektricität  über  die  oberhalb  derselben  befindlichen  Rhomboeder- 
flächen  zusammenhängt.  Die  Rhombenlläche  auf  (6.  1  a)  war  fiberall 
positiv,  dagegen  ging  durch  die  Rhombenfläche  auf  (2.  3  a)  die  Grenze 
der  positiven  und  negativen  Zonen  hindurch;  von  den  beiden  an  der 
Fläche  2  gelegenen  Eckpunkten  dieser  Fläche  war  der  linke  positiv,  der 
rechte  unfelektrisch ;  die  beiden  an  3  a  gelegenen  Endpunkte  gehörten 
bereits  der  negativen  Zone  an.^) 

Krystall  Nr.  XV. 

Der  Krystall  Nr.  XV  (Fig.  3i  u.  32  Taf.  II),  der  wahrscheinlich 
auch  aus  Striegau  stammt ,  ist  nur  an  seinem  oberen  Ende  ausgebildet, 
am  unteren  war  er  aufgewachsen;  im  unteren  Drittel  wird  er  nament- 
lich gegen  das  Ende  hin  undurchsichtig.  Unter  den  Prismenflächen  ist 
die  Fläche  4  sehr  matt;  1  und  5  sind  stark  glänzend ,  und  2  und  6 
stehen  ihnen  im  Glänze  wenig  oder  gar  nicht  nach. 

Die  Flächen  des  Hauptrhomboeders  sind  durch  ihre  grössere  Aus- 
dehnung charakterisirt.  Auf  der  Kante  (6.  i  a)  findet  sich  die  Fläche 
einer  trigonalen  Pyramide  (Rhomben fläche),  so  dass  der  Krystall  also  zu 
den  sogenannten  linken  gehört. 

Infolge  des  Undurchsichtigwcrdons  und  Uebergehens  in  gemeinen 
Quarz  nimmt  nach  dem  unteren  Ende  hin ,  wie  dies  auch  schon  früher 
S.  362  hervorgehoben  wurde,  die  Intensität  der  elektrischen  Erregung 
ab.  Infolge  einer  Störung  verschmälert  sich  die  um  die  Kante  (2.  3) 
liegende  positive  Zone  nach  unten  hin ,  was  eine  etwas  anomale  Lage 
der  rechts  angrenzenden  negativen  Zone  bewirkt;  indess  lässt  sich  doch 

*)  Ich  bemerke  beiiüufjg,  dass  meistens  viel  mehr  Punkte  der  verschiedenen 
Flächen  «luf  ihr  elektrisches  Verhallen  untersucht  sind ,  als  in  die  Netze  eingetnigen 
werden  konnten.  So  wurden  auch  die  beiden  Rhombenflachen  an  dem  KryslallNr.  XIV 
einer  speciellen  Prüfung  unterworfen. 
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rechts  daneben ,  also  links  oben  auf  der  Fläche  1  die  glatte  FIttche  eines 
linken  Trapezoeders  erster  Ordnung;  weiter  abwärts  zeigt  die  Kante 
(6.  1)  mehrfache  Einschnitte ,  und  in  diesen  erscheint  die  Rhomben- 
flache  nebst  der  gestreiften  Fläche  eines  rechten  Trapezoeders  zweiter 
Ordnung  (die  also  ebenfalls  auf  der  Fläche  1  liegt).  An  beiden  Enden 
der  Kante  (2.  3)  liegen  Rhombenflächen,  die  obere  deutlich  gestreift  par- 
allel ihrer  Kante  mit  (3  a) ;  auf  der  Kante  (4.  5  a)  sieht  man  nur  Spu- 
ren einer  Rhombenfläche.  Die  Fläche  4  ist  rauh ;  auf  ihr  scheint  der  in 
der  Richtung  der  Normale  auf  den  Flächen  1  und  4  sehr  stark  zusammen- 
gedrückte Krystall  bei  seiner  Bildung  gelegen  zu  haben;  auch  die 
Flächen  6  a  und  der  rechte  Rand  von  5  a  sind  unvollkommen  aus- 
gebildet. 

Ungeachtet  der  sehr  starken  Verzerrung  in  der  äusseren  Form  er- 
scheint die  elektrische  Vcrtheilung  an  diesem  Krystalle  nur  in  der  ersten 
negativen  Zone ,  die  nach  rechts  und  oben  gedrängt  wurde,  gestört; 
was  jedenfalls  ebenso,  wie  bei  dem  Krystall  iNr.  III,  mit  der  grossen 
Ausdehnung  der  Fläche  1  b  des  Gogcnrhomboeders  zusammenhängt. 

Krystall  Nr.  XVIII. 

Bei  meinen  früheren  Untersuchungen  hatte  ich  einen  Krystall  aus 
Striegau,  der  in  Pogg.  Annal.  Bd.  50  Taf.  I  Fig.  14  abgebildet  ist,  erst 
in  unversehrtem  Zustande  auf  sein  elektrisches  Yerhallen  untersucht, 
später  aus  seiner  Mitte  ein  8,5™"'  dickes  Stück  senkrecht  gegen  die 
Hauptaxe  herausgeschnitten  und  auch  dieses  geprüft.  In  Betrefi"  des 
unversehrten  Krystalles  findet  sich  in  dem  genannten  Bande  von 
Pogg.  Annal.  S.  6H  über  das  elektrische  Verhalten  der  Prismen- 
flächen die  Angabe :  Fläche  i  — ,  2  -h,  3  — ,  4  -h,  5  —  und  6  H-. 
Nach  Untersuchung  des  mittleren  Stückes  ist  S.  61 4  noch  die  Bemer- 
kung beigefügt,  dass  die  Pole  nicht  in  der  Mitte  der  F'lächcn  liegen, 
sondern  die  obere  Schnittfläche  nach  oben  gerichtet ,  stets  auf  der  dem 
Beschauer  zugewandten  Fläche  nach  rechts  hin  verschoben  sind.  Der 
Krystall  wurde  damals,  wie  dies  bei  allen  früheren  Versuchen  geschah, 
nur  auf  einem  Bleche  liegend  erhitzt. 

Diese  früher  angegebene  Vertheilung  der  Elektricität  wird  nun 
durch  die  neueren  Versuche  vollkommen  bestätigt.  In  Fig.  37  Taf.  II 
ist  der  Krystall  in  unversehrter  Form,  wie  er  in  Pogg.  Annal.  Bd.  50 
Taf.  I  Fig.  14  abgebildet  ist,   dargestellt;  das  ausgeschnittene  Stück 
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Schlussfolgerung,  dass  der  vorliegende  Krystall  kein  eiDfacher,  sondern 
ein  zasammengesetzter  ist. 

Um  diese  Ansicht  noch  weiter  zu  erhärten ,  liess  ich  aus  dem  Kry- 
stall eine  Platte  a  ß  y  d  (Fig.  39  Taf.  II)  senkrecht  auf  seine  Hauptaxe 
herausschneiden  und  die  beiden  Schnittflächen  poliren.  Im  Polarisations- 
apparate  erschien  bei  parallelen  Strahlen  die  Platte  nicht  gleichfarbig; 
während  jedoch  der  grössere  Theil  derselben  nur  geringe  Abweichun- 
gen in  der  Farbennuance  zeigte ,  fanden  sich  am  Rande  der  Platte  in 
der  Nähe  der  Fläche  3  nach  2  hin,  und  am  Rande  der  Fläche  5  stärkere 
Verschiedenheiten.  Im  convergenten  Lichte  erschien  die  Platte  überall 
links  drehend,  mit  Ausnahme  des  zuvor  bezeichneten  Theiles  in  der  Nähe 
der  Prismenfläche  3  nach  2  hin;  an  diesem  zuletzt  bezeichneten  Theile 
erschienen  an  einer  Stelle  Spiralen  und  zwar  (a  6  nach  oben)  links  gewun- 
dene, so  dass  hier  also  gleich  dicke  Platten  rechter  und  linker  Krystalle 
über  einander  lagen ,  und  zwar  die  Platte  des  rechten  Krystalles  nach 
dem  oberen  Ende  hin.  In  dem  grösseren  Theile  der  Platte  traten  beim 
Verschieben  geringe  Aenderungen  in  der  Form  der  Ringe  und  der 
Farbe  ihres  Centrums  ein ;  in  der  Nahe  der  Fläche  2  bildeten  sich  die 
allmähligen  Uebergänge  in  die  Spiralform. 

Die  in  die  Hauptmasse  dieses  Krystalles  eingeschobenen  fremden 
Stucke  waren  viel  grösser  als  die  in  den  oben  S.  364  und  366  beschrie- 
benen rechten  Krystallen  Nr.  VI  und  Nr.  VII  beobachteten.  Um  eine 
genaue  Deutung  der  eingeschobenen  Stücke  und  ihres  Einflusses  auf  die 
elektrische  Vertheilung  geben  zu  können,  würde  es  übrigens  nöthig  ge- 
wesen sein ,  noch  neue  Platten  in  den  verschiedensten  Höhen  aus  dem 
Krystalle  zu  schneiden,  und  der  optischen  Prüfung  oder  der  Aetzung  mit 
verdünnter  Fluorwasserstoffsäure  zu  unterwerfen.  Leider  fehlte  es  hier 
aber  an  einem  geeigneten  Künstler  zur  Anfertigung  dieser  Platten ;  die 
obige  Platte  war  ebenso ,  wie  die  früheren ,  einfach  auf  der  Drehbank 
mittelst  einer  Kupferscheibe  aus  dem  Krystall  herausgeschnitten. 

Krystall  Nr.  XX. 

Der  in  Fig.  41  und  42  Taf.  II  abgebildete  Krystall  stammt  aas 
Carrara ;  er  zeichnet  sich  durch  seine  hohe  Klarheit  und  Durchsichtig- 
keit aus;  ist  aber  nur  am  oberen  Ende  vollkommen  ausgebildet,  am 
unteren  dagegen  abgebrochen ;  an  letzterem  Ende  sind  nur  noch  Theile 
von  Rhomboederflächen  sichtbar. 
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Die  Kante  (6.  1)  zeigt  eine  sehr  schmale  Zuscbärfung  oder  Ab- 
stumpfung und  Zuschärfung.  Am  oberen  und  unteren  Ende  dieser 
Kante  finden  sich  auf  den  Kanten  (6.  1  a)  und  (6  6.  1)  ebenfalls  schmale 
Abstumpfungen  (oder  Zuschär fungen),  die  jedoch  keine  Rhombenflachen, 
sondern  die  Flachen  eines  trigonalen  oder  hexagonalen  Trapezoeders  zu 
sein  scheinen;  auf  der  Kante  (6  6.  i)  sind  deutlich  zwei  Flachen  zu 
erkennen;  auf  der  Kante  (6.  1  a)  ist  mit  Bestimmtheit  nur  eine  Fläche 
wahrzunehmen,  die  jedoch  gegen  6  eine  geringere  Neigung  hat  als 
gegen  1  a.  Ausserdem  zeigt  die  Kante  (4.  5)  in  ihrem  oberen  Theile, 
soweit  derselbe  nicht  verletzt  ist,  eine  der  Kante  (6.  1)  analoge  Abstum«^ 
pfung  oder  Zuscharfung. 

Die  Prismenflachen  sind  mit  Ausnahme  der  Flache  4 ,  und  geringer 
ihr  benachbarter  Stellen  auf  3  und  5  unverletzt.  Uebrigens  ist  der 
Krystall,  wie  die  Beschaffenheit  der  Prismenflachen  nachweist,  kein 
einfacher:  auf  Flache  1  findet  sich  ungefähr  Vs  vom  rechten  Rande  eine 
mit  diesem  Rande  parallele  Naht ;  eine  ungefähr  ahnlich  gelegene  aber 
viel  schwächere  gewahrt  man  auf  Flache  3 ;  dagegen  zeigt  die  Flache 
2  drei  solcher  Nahte ,  von  denen  die  beiden  links  liegenden  am  deut- 
'Jchsten  hervortreten.  Die  Flache  4  lasst  wegen  ihrer  Verletzungen 
keine  Beobachtungen  zu;  auf  den  Flachen  5  und  6  endlich  ist  keine  Spur 
einer  Naht  sichtbar. 

Aus  Fig.  42  erkennt  man  leicht ,  dass  zwei  der  elektrischen  Zonen 
^uf  2  oder  3,  ebenso  wie  die  kleine  positive  Stelle  oben  rechts  auf  4  in 
clie  gewöhnliche  Vertheilung  eingeschoben  sind.  Die  elektrische  Yer- 
theilung  auf  denjenigen  Flachen,  wo  keine  Nahte  sichtbar  werden ,  also 
a  uf  den  Flachen  5  und  6,  und  auch  zum  Theil  1  und  4,  weist  im  Allge- 
xueinen  auf  einen  sogenannten  rechten  Krystall  hin. 

Krystall  Nr.  XXI. 

Dieser  gleichfalls  aus  Carrara  stammende  nur  am  oberen  Ende 
ausgebildete,  am  unteren  aber  abgebrochene  äusserst  durchsichtige 
Krystall  (Fig.  43  und  Fig.  44  Taf.  II  in  natüriicher  Grösse  abgebildet) 
ist  in  noch  höherem  Grade  als  der  vorhergehende  zusammengesetzt; 
alle  seine  Flachen  mit  Ausnahme  von  %  auf  welcher  an  der  linken  Seite 
ein  kleiner  Krystall  heraustritt,  zeigen  vielfache  Nahte .  die  Flachen  3 
und  4  in  ihren  Mitten  sogar  tiefer  liegende,  den  Randkanten  parallele 
Strecken.     Am  oberen  Ende  der  Prismenflachen  finden  sich  Flachen 
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spitzerer  Rhomboeder,  oft  nur  auf  einer  Hälfte ,  wo  dann  eine  Naht  die 
Begrenzung  bildet. 

Am  oberen  Ende  der  Kante  (1 .  3)  liegt  auf  dem  tlber  das  allge- 
meine Niveau  der  Fläche  2  heraustretenden  kleinen  Krystalle  eine  schmale 
Rhombenfläche,  und  links  darunter  (also  oben  rechts  auf  1)  eine  Trape- 
zoederfläche.  Eben  diese  Bildung  wiederholt  sich  auch  in  der  Mitte  der 
Kante  (1 .  1  a) ,  wo  eine  starke  Naht  einsetzt  und  die  linke  Hälfte  der  ge- 
nannten Kante  etwas  höher  liegt  als  die  rechte.  Femer  sieht  man  am 
oberen  Ende  der  Kante  (3.  4)  auf  einer  Stelle  eine  Rhombenfläche,  auf 
einer  Imks  darunter  liegenden  durch  einen  Absatz  von  der  vorher- 
gehenden getrennten  Stelle  (also  oben  rechts  auf  3)  eine  Trapezoeder- 
fläche ;  die  Kante  (6.  1  a)  zeigt  gleichfalls  eine  schmale  Rhombenfläche, 
so  wie  links  unter  ihr  (also  oben  rechts  auf  6)  eine  grosse  glänzende 
Trapezoederfläche. 

Die  in  das  Netz  eingetragenen  Polaritäten  beweisen  durch  ihre 
vielfachen  Wechsel^)  und  durch  ihre  ausserordentliche  Schwäche  ebenso 
wie  die  zuvor  erwähnte  Beschaffenheit  der  Flächen  die  grosse  Zusam- 
mengesetztheit dieses  Krystalles. 

Schliesslich  erwähne  ich  nur  noch,  dass  grosse  schöne,  aber  gleich- 
falls vielfach  zusammengesetzte  Krystalle  aus  der  Schweiz ,  die  ich  der 
Güte  des  Herrn  Prof.  Naumann  verdanke,  gleich  dem  zuletzt  beschrie- 
benen Krystalle,  im  Allgemeinen  sehr  schwach  elektrisch  waren  ,  so 
dass,  wenn  auch  auf  einzelnen  Flächen  noch  eine  massige  Spannung  be- 
obachtet wurde,  dieselbe  wiederum  auf  anderen  kaum  mit  Sicherheit 
ihrem  Zeichen  nach  bestimmt  werden  konnte.''^) 


*)  Auf  der  rechten  Seite  der  FlSche  I  wurde  zwischen  zwei  positiven  Zonen 
eine  nicht  elektrische  Stelle  beobachtet ,  die  wohl  auch  als  eine  schwach  negative 
Zone  betrachtet  werden  darf. 

**)  Sehr  wahrscheinlich  haben  die  grossen  dicken  von  Riess  und  Rose  zu 
ihren  thermoelektri sehen  Untersuchungen  benutzten  Exemplare  (s.  oben  S.  324)  zu 
dieser  Kategorie  gehört,  und  es  6ndet  das  Nichtwahrnehmen  von  elektrischen  Span* 
nungen  auf  den  Flächen  der  Krystalle  in  dem  Vorstehenden  seine  genügende  ErkiS- 
rung ,  zumal  das  von  genannten  Forschern  angewandte  Elektrometer  jedenfalls  nicht 
so  schwache  elektrische  Erregungen  angab  »  als  das  von  mir  construirte ,  dessen  Em- 
pfindlichkeit, wie  ich  bereits  S.  343  hervorgehoben  habe,  möglichst  erhöht  war. 
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X.  Resultate  aus  den  vorstehenden  Untersuchungen. 
A.     In  elektrischer  Beziehung. 

Durch  den  glücklichen  Umstand,  dass  es  noiir  gelungen  ist,  mög- 
lichst vollkommene  Exemplare  der  beiden  verschiedenen  Modificationen 
des  Bergkrystalles  zu  erlangen ,  wird  die  Aufstellung  der  allgemeinen 
Gesetze  über  das  thermoelektrische  Verhalten  dieses  Minerals  sehr  er- 
leichtert; sie  reducirt  sich  grösstentheils  auf  eine  Zusammenstellung  der 
bereits  an  verschiedenen  Orten  des  vorstehenden  Abschnittes  als  un- 
mittelbares Ergebniss  der  Beobachtung  ausgesprochenen  Sätze. 

In  einem  an  beiden  Enden  der  Hauptaxe  gleich  vollkommen  aus- 
gebildeten einfachen  Bergkrystalle  treten  beim  Erkalten  sechs  elektri- 
sche Zonen,  abwechselnd  negativ  und  positiv  •  auf,  und  zwar  gehen 
die  negativen  Zonen  von  den  Flächen  des  Hauptrhomboeders  am  oberen 
Ende  schief  abwärts  zu  einer  nächsten  Fläche  eben  dieses  Hauptrhom- 
boeders am  unteren  Ende,  während  die  positiven  Zonen  sich  in  gleich 
schiefer  Richtung  zwischen  entsprechenden  Flächen  des  Gegenrhom- 
boeders  erstrecken.  Wir  können  hiemach,  im  Anschluss  an  die  tlbliche 
Ausdrucksweise,  dem  Bergkrystalle  sechs  elektrische  Pole,  abwech- 
selnd positiv  und  negativ ,  oder  drei  an  ihren  Enden  entgegengesetzt 
elektrische  Axen ,  die  mit  den  sogenannten  Nebenaxen  der  sechsseitigen 
Pyramide  zusammenfallen,  zuschreiben. 

Die  schiefe  Richtung,  in  welcher  sich  die  elektrischen  Zonen  vom 
oberen  Ende  nach  dem  unteren  ziehen,  ist  nun  aber  bei  den  beiden  Modi- 
ficationen des  Bergkrystalles ,  den  sogenannten  rechten  und  linken  Ery- 
stallen  verschieden ;  sie  ist  nämlich  stets  parallel  mit  den  Streifungen  der 
Rhombenflächen  oder  parallel  mit  den  Gombinationskanten  dieser  Fla- 
chen mit  den  Flächen  des  Hauptihomboeders.  Hieraus  folgt,  dass  die 
positiven  Zonen ,  welche  zwischen  den  Flächen  der  Gegen rhomboedcr 
liegen,  stets  über  diejenigen  Prismenkanten  hinweggehen  mtlssen, 
welche  an  ihren  oberen  und  unteren  Endpunkten  Rhombenflächen  tra- 
gen, oder  dass  die  positiven  Pole  oder  die  positiven  Endpunkte  der 
elektrischen  Axen  in  die  Mitten  der  eben  bezeichneten  verticalen  Kanten 
des  Prismas  fallen ,  während  die  negativen  Pole  oder  negativen  End- 
punkte der  elektrischen  Axen  den  dazwischenliegenden  Prismenkanten 
angehören. 
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in  zwei  elektrisch  verschiedene  Hälften  getheilt;  die  an  einer  Fläche 
des  Hauptrhomboeders  liegende  Hälfte  ist  negativ,  die  an  einer  Fläche 
des  Gegenrhomboeders  liegende  dagegen  positiv ,  und  zwar  geben,  wie 
bereits  wiederhoU  bemerkt,  die  positiven  Zonen  über  diejenigen  verti- 
calen  Kanten  des  Prismas,  welche  oben  und  unlen  die  Rhombenflächen 
(ragen.  Die  Flächen  des  Hauptrhomboeders  am  oberen  Ende  erschei- 
nen auf  ihrer  Mitte  und  am  linken  Rande  negativ,  am  rechten  Rande 
positiv ;  die  Flächen  desselben  Rhomboeders  am  unteren  Ende  verhalten 
sich  ebenso,  müssen  also  auf  ihrer  Mitte  und  dem  rechten  Rande  nega- 
tiv, am  linken  Rande  positiv  sein.  Ganz  in  derselben  Weise,  nur  mit 
entgegengesetzten  Elektricitäten  treten  die  Flächen  des  Gegenrhomboe- 
ders auf. 

Bei  einem  sogenannten  linken  Krystalle  gelten  dieselben  Sätze  nur 
mit  den  durch  die  andere  Richtung  der  Zonen  bedingten  Modificationen. 
Die  Diagonalen,  welche  auf  den  Prismenflächen  die  beiden  entgegen- 
gesetzt elektrischen  Hälften  scheiden,  gehen  von  rechts  unten  nach  links 
oben;  aber  gerade  wie  zuvor  liegt  das  negative  Flächenstück  an  der 
Fläche  des  Haupt-,  und  das  positive  Flächenstück  an  der  Fläche  de^ 
Gegenrhomboeders,  und  gehen  die  positiven  Zonen  über  die  mit  Rhom- 
benflächen versehenen  Kanten  hinweg.  Die  Flächen  des  Hauptrhom- 
boeders erscheinen  am  oberen  Ende  auf  ihrer  Mitte  und  dem  rechten 
Rande  negativ,  am  linken  Rande  positiv,  am  unteren  Ende,  in  ihrer 
Mitte  und  linken  Rande  negativ,  am  rechten  Rande  positiv,  während 
die  Flächen  des  Gegenrhomboeders  in  entsprechender  Weise  die  ent- 
gegengesetzte Polarität  darbieten. 

Ich  habe  auf  den  Flachen  der  beiden  Rhomboeder  zuvor  beide 
Elektricitäten,  jedoch  in  verschiedenen  Ausdehnungen  und  Intensitäten 
angegeben;  es  fragt  sich,  ob  dies  nicht  blos  eine  Folge  des  Zwischen- 
schiebens der  Prismenflächen  ist,  und  ob  nicht  bei  einer  gewissen 
Grösse  dieser  letzteren  auch  eine  solche  Vertheilung ,  wie  wir  sie  beim 
Krystall  Nr.  XI  Fig.  2i  Taf.  II  am  unteren  Ende  finden,  wo  die  Flächen, 
des  Hauptrhomboeders  überall  negativ,  die  des  Gegenrhomboeders  da- 
gegen überall  positiv  erscheinen ,  als  eine  völlig  normale  zu  betrachten 
ist.  Jedoch  wird  die  Intensität  der  elektrischen  Erregung  auf  den  ver- 
schiedenen Punkten  einer  solchen  Fläche  verschieden  sein  müssen ,  und 
namentlich  an  denjenigen  Rändern,  wo  zuvoi*  die  entgegengesetzte  Pola- 
rität angeführt  wurde,  nur  schwach  auftreten  können. 
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Die  zuvor  beschriebeae  regelmässige  Yertheilung  der  Elektricitttt 
am  Bei^krystall  kann  nun  aber  durch  mancherlei  Umstände  abgeändert 
werden.  Gesetzt  der  Krystait  ist  nicht  ringsum  in  gleicher  Weise  voll- 
kommen ausgebildet,  sondern  mit  seinem  einen  Ende  aufgewachsen, 
und  entv^ckelt  sich  erst  von  hier  aus ,  aus  einer  trtlben  verworrenen 
JMasse,  zu  einer  vollkommenen  Krvstallisation  seines  oberen  Endes:  so 
^wird  dieses  obere  Ende  für  die  Yertheilung  der  Elektricität  massgebend 
und  bestimmend  sein.  Die  Flächen  des  Haupt*  und  Gegenrhomboeders 
zeigen  die  zuvor  beschriebene  elektrische  Yertheilung ;  von  den  Flächen 
des  Haupt-  und  Gegenrhomboeders  gehen  die  negativen  Zonen  bei  den 
sogenannten  rechten  Krystallen  in  schiefer  Richtung  von  rechts  oben 
nach  links  unten,  und  bei  den  sogenannten  linken  Krystallen  in  schiefer 
nichtung  von  links  oben  nach  rechts  unten  herab,  während  von  den 
Tittchen  des  Gegenrhomboeders  die  positiven  Zonen  in  gleich  schiefer 
IRichtung  abwärts  ziehen,  und  dabei  über  die  Kanten ,  welche  oben  die 
Hhombenflächen  tragen,  hin  weglaufen.  Die  Schiefe  in  der  Richtung  der 
Zone  ist  nach  den  Umständen  sehr  verschieden ,  so  dass  in  vielen  Fällen 
die  Grenzen  der  Zonen  nahe  mit  den  Rändern  der  Prismenflächen  par- 
allel laufen. 

Durch  weitere  Störungen  in  der  Krystallisation  (Wechsel  von  rech- 
ten und  linken  Bildungen?)  gewinnen  einzelne  der  Zonen  eine  grössere 
Ausdehnung  als  andere,  ja  es  kommen  vielfach  Fälle  vor,  in  denen 
eine  Zone  durch  die  benachbarten  entgegengesetzt  elektrischen  unter- 
drückt wird ,  und  sich  nur  noch  durch  eine  Schwächung  der  entgegen- 
gesetzten Polarität  kundgibt.  Sehr  gewöhnlich  drücken  sich  auch  solche 
Störungen  durch  die  Grössenverhältnisse  der  Begrenzungsflächen  aus, 
und  ich  habe  im  Vorhergehenden  wiederholt  Anlass  genommen,  auf  den 
Zusammenhang  zwischen  anomalen  Ausbildungen  der  Flächen  und  Stö- 
Hingen  der  regelmässigen  elektrischen  Yertheilung  hinzuweisen. 

Bei  ringsum  ausgebildeten  Krystallen  ,  bei  denen  beide  Enden  der 
Hauptaxe  gleich  vollkommen  erscheinen  (beide  von  gleicher  Klarheit  und 
mit  grossen  Flächen  des  Haupt-  und  kleinen  Flächen  des  Gegenrhom- 
boeders in  regelmässiger  Abwechselung  versehen),  bleibt,  v^e  bereits 
S.  357  hervorgehoben,  die  elektrische  Vertheiiung  ungeändert,  wenn 
man  den  Krystall  umkehrt ,  d.  h.  das  zuvor  als  oberes  betrachtete  Ende 
zum  unteren  macht.  Dies  ist  nun  nicht  mehr  der  Fall,  wenn  der  Krystall 
zwar  ringsum  von  Krystallflächen  begrenzt ,  doch  an  dem  einen  Ende 
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eine  volikommenere  Bildung  (in  grösserer  Klarheit  und  regeimässigerer 
Abwechselung  von  grossen  und  kleinen  Flächen  des  Haupt-  und  Gegen- 
rhomboeders  sich  aussprechend)  zeigt,  als  an  dem  anderen.  Um  in  einem 
solchen  Falle,  wie  z.  B.  der  Krystall  Nr.  Xll  Fig.  35  Taf.  11  ihn  darstellt, 
die  Yertheilung  der  Elektricität  zu  bestimmen,  hat  man  von  dem  oberen 
vollkommeneren  Ende  auszugehen ;  auf  den  Flüchen  seiner  Rhomboeder 
wird  man,  wenn  keine  weiteren  Störungen  vorliegen,  die  normale  Yer- 
theilung finden ;  von  den  Flachen  des  Hauptrhomboeders  gehen  dann 
die  negativen  und  von  dep  Flächen  des  Gegenrhomboeders  die  positiven 
Zonen  in  mehr  oder  minderer  Schiefe,  je  nach  der  Kraft  und  Regelm&ssig- 
keit  des  unteren  Endes,  und  zwar  je  nachdem  wir  es  mit  einem  soge- 
nannten rechten  oder  linken  Krystall  zu  thun  haben,  in  verschiedenen 
Richtungen  abwärts.  Fehlen  äussere  Kennzeichen  zur  Bestimmung  des 
Sinnes  der  Drehung,  so  ergibt  die  elektrische  Prüfung  sowohl  der  Rhom- 
boeder- als  auch  der  Prismenflächen  (vergl.  S.  364  u.  371)  sofort,  ob 
ein  sogenannter  rechter  oder  linker  Krystall  vorliegt. 

Lagern  sich  Schichten  verschiedener  Krystalle  in  verschiedenen 
Stellungen  übereinander,  so  wird  diese  Ueberlagerung ,  falls  ungleich- 
namige Zonen  über  einander  fallen ,  eine  Schwächung  in  der  Intensitttt 
der  Elektricität  bewirken,  während  die  Einkeilung  eines  Bruchstückes 
eines  Krystalles  in  einen  andern  sich  ausser  durch  Schwächung  der 
elektrischen  Polarität  auch  durch  mehrfache  Abwechselungen  in  den 
Zonen  bemerklich  machen  kann. 

B.     In  krystallographischer  Beziehung. 

Für  die  Auffassung  von  Weiss,  wonach  die  Grundform  des  Bei^- 
krystalles  die  hexagonale  Pyramide ,  also  eine  holoedrische  Gestalt  sein 
soll,  wird  sich  jetzt  Niemand  mehr  erklären;  es  scheint  also  nur  die  Wahl 
zwischen  der  von  Hauy  und  der  von  Naumann  aufgestellten  Ansicht 
übrig  zu  bleiben ;  nach  erslerer  würde  der  Bergkrystall  der  scalenoedri- 
sehen  Abtbeilung  der  hemiedrischen  Formen  des  hcxagonalen  Systems 
angehören,  während  er  nach  Naumann  zu  der  trapezoedriscben  Ab- 
theilung der  tetartoedrischen  Formen  eben  dieses  Systemes  zu  stellen 
wäre. 

Aus  den  vorstehend  mitgetheilten  Untersuchungen  über  diethermo- 
elektrischen  Verhältnisse  des  Bergkrystalles  lässt  sich  indess  der  Nachweis 
führen,  dass  auch  diese  beiden  Ansichten  in  der  Natur  des  Bergkrystalles 
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nicht  begründet  sind ;  die  Wahrheit  liegt  zwischen  beiden  Ansichten  ge- 
wissennassen in  der  Mitte :  der  Bergkrystall  gehört  der  hemiedrischen 
Abtheiiang  des  hexagonalen  Systemes,  jedoch  nicht,  wie  Hauy  wollte, 
der  scalenoedrischen,  sondern  der  trapezoedrischen  Abtheilung  an,  wo- 
bei ich  indess  gleich  hinzufüge,  dass  durch  eine  besondere  Eigenthümlich- 
keit ,  welche  der  Bergkrystall  eben  seines  thermoelektrischen  Verhaltens 
wegen  besitzen  muss,  gewisse  Gestalten  allerdings  der  von  Naumann 
angenommenen  trapezoedrischen  Tetartoedrie  entsprechend  auftreten. 

Nach  der  Meinung  der  Kryslailographen  ist  bisher  die  trapezoedri- 
scbe Hemiedrie noch  an  keinem  Minerale  beobachtet  worden;  ich  musste 
also  um  so  mehr  Bedenken  tragen,  dieselbe  beim  Bergkrystalle  anzu- 
nehmen ;  jedoch  lassen  die  von  mir  beobachteten  elektrischen  Phänomene 
keine  Wahl  übrig. 

Was  zunächst  die  Gruppirung  der  Flächen  an  der  zwölfiseitigen  Pyra- 
mide (als  der  allgemeinsten  Form  der  hexagonalen  Gestalten)  zu  gewissen 
Systemen  betrifil ,  so  ist  die  in  der  Krystallographie  tibliche  Weise ,  die 
(Iber  einem  Sextanten  der  Basis  gelegenen  vier  Flächen  (zwei  obere  und 
die  entsprechenden  zwei  unteren)  zu  einem  Systeme  zusammenzufassen, 
mit  dem  im  Vorhergehenden  dargelegten  Verhalten  des  Bergkrystalles 
nicht  vereinbar,  weil  dieselbe,  wenn  sie  auch  schliesslich  zu  derselben 
Slusseren  Gestalt  führte  doch  eine  Beziehung  in  die  Formen  trägt,  die  der 
Wirklichkeit  gerade  entgegengesetzt  ist. 

Wenn  bisher  die  drei  Nebenaxen  (d.  h.  die  Diagonalen  des  regel- 
mässigen Sechseckes,  welches  die  Basis  der  gleichschenkligen  sechssei- 
tigen Pyramide  bildet)  gewissermassen  nur  eine  ideelle  Existenz  behufs 
der  krystallographischen  Ableitungen  besassen,  so  liefern  die  vorstehen- 
den Untersuchungen  den  Beweis  fUr  ihre  physische  Existenz.  Die  zu- 
vor erwähnte  Gruppirung  der  Flächen  zu  vierflächigen  Systemen,  welche 
über  einem  Sextanten  der  Basis  liegen ,  ist  nun  wohl  mit  einer  blos  be- 
hufe  krystallographischer  Ableitungen  gemachten  Annahme  dreier  Neben- 
axen verträglich,  dagegen  mit  der  beim  Bergkrystall  nachweisbaren  phy- 
sischen Existenz  dieser  Axen  unvereinbar,  indem  sie  einerseits  die  zu 
einem  Endpunkte  einer  Nebenaxe  gehörigen  und  eben  deshalb  gleich- 
artigen Flächen  auseinander  reisst  und  zwei  verschiedenen  Systemen  zu- 
theilt,  und  andererseits  ungleichartige  zu  gerade  entgegengesetzt  l>e- 
schaffcnen  Halbaxen  gehörige  Flachen  in  ein  System  vereinigt.  Ncitur- 
gemäss  haben  wir  also,  wenigstens  beim  Bergkrystalle,  nicht  die  ül>er 
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einem  Sextanten  der  Basis,  sondern  vielmehr  die  um  den  Endpunkt 
einer  Nebenaxe  liegenden  und  eben  wegen  ihrer  Zugehörigkeit  zu  einer 
und  derselben  Halbaxe  physisch  gleichartigen  vier  Flächen  zu  einem  Sy- 
steme zusammenzufassen. 

Bilden  wir  aus  der  zwölfseitigen  Pyramide  die  beiden  hemiedri* 
sehen  Körper,  indem  wir  nur  die  abwechselnden  Fluchen  derselben  zur 
Ausbildung  gelangen  lassen,  so  entstehen,  je  nachdem  wir  die  einen  oder 
anderen  Flächen  beibehalten,  die  beiden  sich  wie  rechts  zu  links  vcrhal- 
tenden  hexagonalen  Trapezoeder.  Gruppirten  wir  die  Flächen  nach  der 
bisher  üblichen  Weise,  so  würden  in  diesen  Trapezoedern  jedes  Mal  zwei 
in  einer  secundären  (d.  h.  den  Endpunkt  einer  Nebenaxe  nicht  enthal- 
tenden) Mitlelkante  zusammenstossende  Flächen  zu  einem  Systeme  gehö- 
ren ;  fassen  wir  dagegen  die  um  eine  Halbaxe  liegenden  Flächen  zusam- 
men, so  bilden  die  beiden  in  einer  primären  IVlittelkante,  deren  Mitte  den 
Endpunkt  einer  Halbaxe  enthält,  zusammenstossenden  Flächen  ein  Sy- 
stem. Die  vorstehenden  Untersuchungen  liefern  nun  durch  die  Lage  der 
elektrischen  Zonen  den  strengen  Beweis,  dass  beim  Bergkrystall  das 
Letztere  der  Fall  ist. 

Die  ältere  Weise  der  Gruppirung  der  Flächen  entlehnte  die  Benen- 
nung der  beiden  Trapezoeder  als  linkes  und  rechtes  von  dem  Umstände, 
ob  in  jedem  Sextanten  die  obere  linke  oder  die  obere  rechte  Fläche  zur 
Ausbildung  gelangt  ist.  Wollten  wir  ein  ähnliches  Verfahren  auf  die  Be- 
nennung bei  der  neuen  Gruppirung  der  Flächen  anwenden,  und  also  die 
beiden  Trapezoeder  nach  der  Lage  ihrer  oberen  Fläche  in  Bezug  auf  die 
Halbaxe,  zu  welcher  sie  gehören,  bezeichnen,  so  würde  die  Benennung 
natürlich  gerade  umgekehrt  zu  lauten  haben,  als  bisher.  Mir  scheint  aber 
weniger  diese  Beziehung  der  Lage  der  Flächen  gegen  ihre  Halbaxe ,  als 
vielmehr,  was  freilich  eine  Folge  jener  Beziehung,  die  schiefe  Lage  des 
aus  den  beiden  zu  einer  Halbaxe  gehörigen  Flächen  bestehenden  Sysle- 
mes  den  charakteristischen  Unterschied  zwischen  den  beiden  hexagona- 
len Trapezoedern  zu  bilden,  und  von  ihr  dürfte  daher  auch  die  Benen- 
nung derselben  zu  entnehmen  sein.  Hält  der  Beschauer  ein  nach  der 
älteren  Auffassung  linkes  Trapezoeder  so  vor  sich ,  dass  der  Endpunkt 
einer  Halbaxe  auf  ihn  gerichtet  ist ,  so  zieht  sich  das  ihr  zugehörige  aus 
zwei  gleichartigen  Flächen  bestehende  System  schief  von  links  unten  nach 
rechts  oben ;  denken  wir  uns  in  die  Hauptaxe  dieser  Krystallform  gestellt, 
so  müssen  wir,  um  vom  Schwerpunkte  der  unteren  Fläche  zum  Schwer- 
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in  Bezug  auf  die  Ausdehnung  der  Prismenflüchen  gar  kein  Unterschied 
eintreten  und  in  Bezug  auf  Glanz  und  Glatte  wtlrde  ein  solcher  nur 
Theile  derselben  treffen  können. 

Die  sogenannte  gleichschenklige  sechsseitige  Pyramide  zweiter  Art 
entsteht  aus  der  ersten  sechsseitigen,  indem  wir  die  sämmtlichen  Neben- 
axen  imVerhaltniss  von  1 : 2  verlängern  und  je  durch  einen  neuen  und  alten 
Endpunkt,  so  wie  durch  die  Endpunkte  der  Hauptaxe  Flächen  legen.  Unter-» 
werfen  wir  diese  Gestalt  dem  Gesetze  des  Hemimorphismus,  so  dürfen  wir 
nur  eineHalbaxe  um  die  andere  verlängern,  und  erhalten  dann  durch  die 
angegebene  Construction  eine  dreiseitige  Pyramide,  bei  welcher  die  Mit- 
telpunkte der  Grundlinien  ihrer  Dreiecke  in  die  Endpunkte  der  nicht  ver- 
längerten Halbaxen  fallen.  Uebrigens  entsprechen  im  vorliegenden  Falle, 
wo  wir  die  sechsseitige  Pyramide  zweiter  Art  als  hemiedrischc  Form 
aufzufassen  haben,  die  Flächen  derselben  und  also  auch  die  Flächen  der 
aus  ihr  durch  Hemimorphismus  entstandenen  trigonalen  Pyramiden  nicht 
sämmtlichen  vier  um  den  Endpunkt  einer  Nebenaxe  gelegenen  Flächen 
der  zwölfseitigen  Pyramide,  sondern  nur  je  zwei  an  einem  solchen  End- 
punkte gegenüberliegenden. 

Da  die  Formen  der  linken  und  rechten  trigonalen  Pyramiden  abso- 
lut zusammenfallen,  so  vermag  die  blosse  äussere  Gestalt  einer  trigona- 
len Pyramide  (also  abgesehen  von  der  OberflächenbeschafTenheit)  in  kei- 
ner Weise  den  Sinn  einer  Drehung  auszudrücken;  dagegen  weisen  ihre 
Flächen  auf  einen  polarisch  entgegengesetzten  Zustand  der  beiden  End- 
punkte einer  Halbaxe  hin,  und  zwar  auf  ein  minderes  Hervortreten  der- 
jenigen Halbaxen,  welche  in  der  Mitte  der  Basen  ihrer  Flächen  endigen. 
Auf  ein  anderes  minderes  Hervortreten  gewisser  Halbaxen  wies  nun  auch 
die  ungleiche  Ausbildung  der  Flächen  der  sechsseitigen  Pyramide  hin ;  die 
beiden  minder  ausgebildeten  Pyramidenflächen  sammt  den  Flächen  einer 
trigonalen  Pyramide  sind  also  auf  denselben  Endpunkt  einer  Nebenaxe  zu 
beziehen,  und  während  einerseits  die  ungleich  grossen  Flächen  der  sechs- 
seitigen Pyramide  zwar  eine  Drehung  andeuteten,  dagegen  den  Sinn 
derselben  nicht  bestimmten,  andererseits  die  Flächen  der  trigonalen 
Pyramide  für  sich  keine  Drehung,  sondern  nur  einen  Unterschied  in 
den  Endpunkten  einer  Nebenaxe  nachwiesen ,  vermögen  beide  vereint 
mit  Bestimmtheit  den  Sinn  der  Drehung  oder  die  Zusammengehörigkeit 
der  Flächen  mit  den  Axcn  zu  bezeichnen.  Je  zwei  kleine  Flächen  der 
sechsseitigen  Pyramide  gehören  mit  dem  Eckpunkte  oder  dem  Mittel- 
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welche  die  Flachen  der  trigonalen  Pyramide  triagen,  auftreten,  so  werden 
sie  doch  auch  nach  Analogie  mit  den  Vorgängen  bei  den  übrigen  tlienno* 
elektrischen  Kryslallen  an  den  anderen  Halbaxen,  welche  keine  Flächen 
der  Irigonalen  Pyramide  tragen,  erscheinen  können. 

Lassen  wir  nun  endlich  die  he&agonalen  Trapezoeder  selbst  in 
aller  Strenge  hemimorphisch  auftreten ,  so  erhalten  wir  aus  jedem  der 
beiden  hexagonalcn  Trapezoeder  (sowohl  dem  rechten  als  dem  linken) 
zwei  trigonale  Trapezoeder ;  und  zwar  gibt  jedes  hexagonale  Trapezoe- 
der zwei  gleichsinnige  trigonale  Trapezoeder,  die  sich  nur  durch  ihre 
Zugehörigkeit  zu  den  entgegengesetzten  Endpunkten  einer  Halbaxe 
unterscheiden. 

Die  trigonalen  Pyramiden  verdankten  ihre  Entstehung  dem  Hervor* 
treten  der  einen  oder  dem  Zurücktreten  der  anderen  Halbaxen;  geschieht 
bei  demselben  Vorgänge  die  Verlängerung  der  einen  Halbaxen  in  einem 
kleineren  Verhältnisse  als  1  :2,  so  entstehen  die  trigonalen  Trapezoeder; 
die  Flächen  der  letzteren  werden  also  an  denselben  Halbaxen  erscheinen, 
welche  auch  die  Flächen  der  trigonalen  Pyramiden  tragen.  Da  nun, 
wie  bereits  oben  bemerkt,  in  den  Flächen  der  trigonalen  Pyramide  jede 
Drehung  verschwunden  ist,  so  werden  in  ihrer  unmittelbaren  Nähe  in 
verschiedenem  Sinne  gedrehte  Trapezoeder  gleichzeitig  vorkommen  kön- 
nen, wie  dies  die  Beobachtung  auch  nachweist. 

Wird  die  Hauptaxe  der  trigonalen  Trapezoeder  unendlich,  so  ent- 
stehen ditrigonale  Prismen,  welche  Zuschärrungen  der  abwechselnden 
Kanten  des  sechsseitigen  Prismas  bilden. 

Uebrigens  werden  die  trigonalen  Trapezoeder  und  ditrigonalen  Pris- 
men, wenn  sie  auch  vorzugsweise  denjenigen  Kanten  des  sechsseitigen 
Prismas  angehören,  welche  die  Flächen  der  trigonalen  Pyramide  tragen, 
den  bis  jetzt  beim  Hemimorphismus  beobachteten  Vorgängen  gemäss 
auch  an  den  anderen  abwechselnden  Kanten  erscheinen  können,  wie 
dies  auch  nach  Descioizeaux'  Beobachtungen  in  der That  Statt  findet. 


Berichtigungen : 

S.  336  Z.  10  von  «iilen  lies:  finden  sirli  \ior,  darunter  zwei  an  beiden  Si»ilen  u.  s   w. 
S.  336  Z.  7   von  unten  ist  naeli  Daiipliiiir  einzusrhallen :  Kryslall  Nr.  XIV  Fi^.  19  u.  30  aus 
Striegau. 
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EINLEITUNG. 


1. 

Den  hier  nachfolgenden  Egeriatafeln  sind  die  Störungen  dieses 
Planeten  zu  Grunde  gelegt ,  die  ich  in  der  dritten  Abhandlung  über  die 
Berechnung  der  absoluten  Störungen  der  kleinen  Planeten  verößentlicht 
habe  *),  auch  wurden  der  Berechnung  der  definitiven  elliptischen  Elemente 
die  a.  a.  0.  berechneten  mittleren  Elemente  zu  Grunde  gelegt.  Diese  sind : 

Für  1851  Dec.  5,0  m.  Z.  Greenwich 

c  =  1 8«  32'  47".6 
n  =  857".9364 
n  =  120M1'  46".2 
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0.4110343 

i  m.Aeq.  für  1851.0 


und  beziehen  sich  auf  die  Ecliptik.  Sie  wurden  indess  nicht  in  dieser 
Form  angewandt,  sondern  es  wurden  einige  Aenderungen  damit  vorge- 
nommen. Sie  wurden  zuerst  auf  die  Epoche  1 850  Jan.  0,0  m.  Z.  Berlin, 
and  das  in  diesem  Zeitpunkt  statt  findende  mittlere  Aequinox,  und  hier- 
auf auf  den  in  demselben  Zeitpunkt  statt  findenden  mittleren  Aequator 
hingeführt.    Es  ergaben  sich  hiemit  für 

1850  Jan.  0,0  m. Z.B.  und  den  in  diesem  Zeitpunkt  statt  finden- 
den mittleren  Aequator  nebst  Aequinox 

c  =  210«  46'  40'.0 
n  =  857^.9364 

*)  S.  Auseinandersetzung  einer  zweckmässigen  Methode  zur  Berechnung  der 
absoluten  Störungen  der  kleinen  Planeten.  Von  P.  A.  Hansen.  Drei,  den  Abhand- 
lungen der  Rönigl.  S.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  in  Leipzig  BB.  V,  VI,  VII  ein- 
verleibte Abhuidiungen. 

26* 
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TT  =  122^35'  13".8 

0=     12   48  37.2 

(p  =      4   59  48.9 

t  =    37   10  41.7 

logo=  0.4110343. 

Zu  diesem  Werthe  des  Elements  c,  der  mittlereD  Anomalie  in  der 
Epoche,  ist  noch  eine  Bemerkung  zu  machen.  In  der  angezogenen  Al)- 
handlung  wurde  bei  der  Ableitung  der  mittleren  Elemente  auf  die  vom 
Mars  bewirkte  kleine  Ungleichheit  langer  Periode  keine  Rttcksichl  ge- 
nommen, und  dieses  war  dadurch  legitimirt,  dass  die  Berücksichtigung 
derselben  nur  auf  das  Element  c,  und  nicht  auf  die  übrigen  Elemente, 
wesentlichen  Einfluss  äussern  konnte.  Aus  diesem  Grunde  muss  der 
obige  Werlh  des  Elements  c  so  belrachtet  werden,  als  wäre  in  der 
Epoche  der  Werth  der  vom  Mars  bewirkten  Ungleichheit  langer  Periode 
Null,  und  bei  Berücksichtigung  derselben  in  den  Tafeln  muss  man  daher 
den  Werth  derselben  für  die  Epoche  von  den  Werthen  derselben  für 
andere  Zeiten  abziehen ,  und  nur  die  so  entstehenden  Unterschiede  an 
den  mittleren  Anomalien  anbringen. 

2. 

Wenn  man  die  Störungen  irgend  eines  Planeten  so  in  Tafeln  brin- 
gen will,  dass  nicht  nur  die  kleinen  Glieder  vollständige  Berücksichtigung 
finden,  sondern  auch  die  Anwendung  der  Tafeln  möglichst  bequem  wird, 
so  muss  man  die  Form  wählen,  die  ich  den  Mond-  und  den  Sonnenlafeln 
gegeben  habe;  allein  die  Berechnung  solcher  Tafeln  ist  sehr  mühsam, 
und  konnte  sich  wohl  bei  jenen  Tafeln  lohnen ,  da  daraus  jährlich  viele 
Oerter  zu  berechnen  sind.  Da  hingegen  aus  den  Tafeln  der  kleinen  Pla- 
neten jährlich  eine  weit  geringere  Zahl  von  Oertern  genau  zu  berechnen 
sind ,  indem  die  genauen  Ephemeriden  für  die  in  die  Nähe  der  Oppo- 
sition mit  der  Sonne  fallenden  Zeiten  völlig  ausreichend  sind ,  so  meine 
ich,  dass  man  bei  der  Ausarbeitung  von  Tafeln  der  kleinen  Planeten  sich 
jene  mühsame  Rechnung  ersparen  dürfe ,  wenn  gleich  dadurch  dem 
Berechner  von  Oerlern  aus  diesen  Tafeln  ein  wenig  mehr  Arbeit  zuge- 
muthet  wird. 

Die  Berechnung  von  Tafeln  in  der  Form ,  wie  sie  in  den  älteren 
Planetentafeln  vorkommen,  in  welchen  man  jede  Ungleichheit  fllr  sich  i 
eine  Tafel  von  einfachem  Eingänge  brachte,  ist  zwar  sehr  einfach,  abei 
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bei  den  kleinen  Planeten  unzweckmilssig.  weil  um  hinreichende  Genauig- 
keit im  PJanelenorte  zu  erhalten,  eine  sehr  grosse  Anzahl  von  Tafeln  ein- 
geführt, und  diese  ura  wenigstens  Eine  Decimaie  weiter  ausgeführt  wer- 
den müssten,  wenn  in  der  Summe  der  Ungleichlieiten  nicht  die  Genauig- 
keit verloren  gehen  soll.  Auch  würde  dem  Berechner  von  Planelenörtern 
durch  diese  Einrichtung  ein  Niederschreiben  von  sehr  vielen  Zahlen,  so- 
wohl bei  der  Bildung  der  vielen  Argumente,  wie  beim  Ausziehen  der 
Störungen  selbst  aus  den  Tafeln  erwachsen. 

Durch  diese  Gründe  veranlasst  habe  ich  schon  vor  einer  Reihe  von 
Jahren  vorgeschlagen  die  Form  von  Siörungstafeln  anzuwenden,  die 
Gauss  vor  langer  Zeit  veröffentlicht  hat,  die  zwar  dem  Berechner 
von  Planelenörtern  eine  kleine  irigonometrische  Rechnung  zumulhet, 
aber  sonst  den  Erfordernissen,  die  mi\a  an  die  Tafeln  der  kleinen  Plane- 
ten stellen  rauss,  vollständig  genügt.  Wir  haben  schon  in  den  Tafeln  der 
Melis  von  Lesser  ein  Beispiel  der  Anwendung  dieser  Form.  In  den  hier 
folgenden  Egeriatafeln  habe  ich  auch  diese  Form,  aber  etwas  anders  wie 
Lesser,  eingeführt,  und  bin  überdies  darin  noch  etwas  weiter  gegangen, 
dass  ich  aus  den  Abiheilungen,  die  nur  kleine  Slörungsglieder  enthalten, 
Tafeln  mit  doppeltem  Eingange  berechnet  habe,  in  welchen  das  eine 
Argument  während  Eines  Umlaufs  der  Egeria  um  die  Sonne  unver- 
änderlich ist.  Bei  den  kleinen  Störungsgliedcrn  konnten  diese  Tafeln 
ohne  grossen  Zuwachs  an  Arbeit  berechnet  werden,  wollte  man  aber 
auch  die  Abtiieilungen,  die  grosse  Störungscoefßcienten  enthalten,  so 
ausarbeiten,  so  würde  beträchtliche  Arbeit  erforderlich  werden,  und  man 
würde  den  Tafeln,  um  ihre  Anwendung  nicht  unbequem  zu  n'achen, 
eine  sehr  grosse  Ausdehnung  geben  müssen. 


Die  in  der  Theorie,  die  ich  in  den  oben  angezogenen  Abhandlungen 
entwickelt  habe,  vorkommenden  Argumente  der  Störungsglieder  haben 
die  folgende  allgemeine  Form: 

{t  —  i'/n)e  —  i'(c'  —  /ic) 

wo  *  die  excentrische  Anomalie  des  gestörten  Planeten,  /t  das  Verhall- 
niss  der  mittleren  Uewegung  des  störenden  zu  der  des  gestörten  Plane- 
ten, c  und  c  die  Anomalien  vvührend  dei'  Zeitepoche,  und  i  und  i  ganze 
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Zahlen  sind.  Wenn  man  ausserdem  mit  g  und  g'  überhaupt  die  roittlerefi 
Anomalien  dieser  beiden  Planeten  bezeichnet,  wodurch 

g  ^  nl  +  c  ,  g'  =  nl+  c' 

werden,  und  den  Ausdruck  [i  ^  -  zuzieht,  so  findet  man  leicht,  dass 
die  Argumente  auch  durch  folgenden  Ausdruck  dargestellt  werden, 

i6  — tY  — »>(«— »)• 
Da  man  ig  +  i[e  —  g)  statt  u  schreiben  kann ,  so  geht  hieraus  hervor, 
dass  der  Haupttheil  eines  jeden  Arguments  aus  der  Summe  oder  dem 
Unterschiede  von  irgend  zwei  Vielfachen  der  beiden  mittleren  Anomalien 
besteht,  welcher  eine  Verbesserung  bekon)mt,  die  Function  des  Unter- 
schiedes zwischen  der  excentrischen  und  der  mittleren  Anomalie  des 
gestörten  Planeten  folglich  eine  periodische  Function  ist,  die  ein  gewis- 
ses Maximum  nicht  übersteigen  kann. 

Bezeichnet  man  nun  mit  Q  die  Summe  der  Störungen  irgend  einer 
der  drei  Coordinaten  des  gestörten  Planeten ,  und  mit  a(t,  x)  und  6(t,  t') 
die  numerischen  Werthe  von  irgend  zwei,  von  denselben  Indices 
i  und  %  abhängigen  Coefficienten,  so  wird 

0  =  -^'^'a(t,  t')  sin  |tff  —  ig — i[i{B — g)\ 
+  ^'^b[i,  i)  cos  \u  —  %g  — 1'/<(*  —  g)\ 

Man  kann  noch  einen  Schritt  weiter  gehen,  und  durch  die  Einfuh- 
rung einer  willkührlichen  ganzen  Zahl,  die  ich  k  nennen  werde,  Q  auf 
die  folgende  Form  bringen , 

Q  =  ^iXiJ')  sin  \{i-k)6  +  [kg-i'g']+{k-tfi){e-g)\ 
+  2^2'b{h i)  cos  j (i  —  k)6  +  [kg  —  ig]  +{k  —  t»  {e  —  g)] 

deren  Identität  mit  der  vorhergehenden  leicht  zu  erkennen  ist.  Theilt 
man  nun  diesen  Ausdruck  in  so  viele  Theile ,  wie  verschiedene  Werthe 
von  i,  mit  merklichen  Coefficienten  behaftet,  vorhanden  sind,  dergestalt 
dass  in  jeder  Abtheilung  i'  durchgehends  denselben  Werth  bekommt, 
und  setzt  fUr  jede  Abtheilung  besonders 

p  sm  P  :=  2'a(t, i)  sin  (i  —  k)€  +  2i{i  t)  cos {i  —  &)« 
p  cos P  =  ^a{i,  %)  cos  (t  —  fe)«  —  2r6(t,  t")  sin  (i  —  k)€ 

so  wird 

0  =  :t-psm[P+[kg-ig]+{k-i'/^){e-g)\ 

Hiemit   kann  jede  Abtheilung  der  Störungen  in  Eine  Tafel  gebradil 
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werden,  and  die  Zahl  aller  dieser  Tafeln  ist  für  jede  Coordinate  der  Zahl 
der  verschiedenen  Werthe,  die  der  Index  i  annimmt,  gleich. 

Es  sind  hiezu  noch  die  folgenden  Bemerkungen  za  machen.  Die 
eingeführte  ganze  Zahl  fc,  die  theoretisch  betrachtet  willktthrlich  ist,  hat 
den  praktischen  Nutzen,  dass  man  durch  angemessene  Bestimmung  der- 
selben bewirken  kann,  dass  die  numerischen  Werthe  der  Grössen  p  und  P, 
die  für  Werthe  von  (t  —  k)s,  die  den  ganzen  Umkreis  durchlaufen,  zu 
berechnen  sind ,  möglichst  kleine  Unterschiede  bekommen ,  wodurch  die 
Anwendung  der  Tafeln  sehr  erleichtert  wird.  Man  muss  um  diesen 
Zweck  zu  erreichen  k  demjenigen  Werthe  des  Index  i  gleich  setzen,  dem 
in  der  betreffenden  Abtheilung  die  grössten  Coefficienten  angehören. 
Wenn  in  einer  Abtbeilung  für  zwei  Werthe  von  i  grosse  Coefficienten 
vorkommen,  dann  wird  in  der  Regel  dieser  Zweck  durch  das  ange- 
gebene Mittel  nicht  erreicht ,  aber  man  kann  alsdann  das  eine  Paar  der 
Glieder  mit  grossen  CoefBcienten  ausschiessen,  und  für  sich  in  eine  Tafel 
mit  einfachem  Argument  bringen ,  wodurch  der  Zweck  wieder  erreicht 
wird.  Es  braucht  dieses  letztere  Mittel  jedoch  nur  bei  sehr  grossen  Coef- 
ficienten angewandt  zu  werden.  In  den  nachfolgenden  Tafeln  fand  ich  nur 
nöthig  die  Glieder,  die  von  i  =  1 ,  f  =  1 ,  und  i  =  1 ,  t'  ^  3  abhängen, 
ausz uschiessen ,  und  in  besondere  Tafeln  zu  bringen ;  letztere  auch  nur 
in  den  Störungen  der  mittleren  Anomalie. 

Eine  andere  Bemerkung  besteht  darin,  dass  man  die  Grössen 
p  und  P,  die  nur  von  e  abhängen,  auf  einfache  Weise  als  Functionen  der 
mittleren  Anomalie  g  in  Tafeln  bringen  kann.  Man  braucht  zu  dem  Ende 
nur  im  Voraus  für  die  in  gleichen  Abständen  fortschreitende  Reihe  von 
Werthen  von  g ,  die  man  zu  Argumenten  der  Tafeln  machen  will ,  die 
entsprechenden  Werthe  der  excentrischen  Anomalie  zu  berechnen ,  und 
diese  in  die  Ausdrücke  für  p  sin  P  und  p  cosP  zu  substituiren.  Man  um- 
geht hiedurch  die  ausserdem  bei  der  Berechnung  von  Oertern  aus  den 
Tafeln  anzubringende  Verbesserung  des  Arguments  g.  Will  man  aus 
einigen  der  Formen  ps\n{P+  etc.)  die  Tafeln  mit  doppeltem  Eingange 
berechnen,  wovon  oben  die  Rede  war,  dann  ist  die  eben  erklärte  Elimi- 
nation von  €  durchaus  nothwendig. 


Ich  werde  jetzt  die  Störungsglieder  einzeln  anführen ,  die  in  den 
nachfolgenden  Tafeln  enthalten ,  und  aus  der  dritten  der  oben  angezo- 
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genen  Abhandlungen  entnommen  sind.  Die  CoefBcienten ,  die  sich  im 
Art.  149  der  dritten  Abhandlung  vorfinden,  sind  auf  die  Zeit  1850,0 
reducirt. 

1)  Störungen  der  mittleren  Anomalie. 

r  =  0 

Mit  t  zu  multipliciren. 

— 1''6994  sin  e  +0'0398  sin  ie  ) 

— 4.6999  cos  6  +0.1018  cos  2«  )   •    '    '     Tafel  9. 

Mit  \Af)    ^  ^'  zu  multipliciren. 

— 10'271  sin  e  +0"035sin  2e\ 
•+■  2.01 2  cos«  +0.127  cos  2«) 

Ohne  den  Factor  t. 

—2*31  sin  e  +0'1 0  sin  3« 
+0.72 cos«  — O.M  cos36 


.  Tafel  10. 


.  Tafel  11 


a)  Vom  Jupiter  bewirkt, 
i'  =  1  =  2,  =  etc. 

Ausgeschossenc  Glieder. 

Ai^ument:  e — sf — /*(* — 9)  '^  ^ 

42"09sin/L— 184'28sin  ?Ä"+  2'56sin  SÄ+TOOsin  4Al— r29sin  5i^ 

1 1 5.20  cosÜT—l  40.24  cos  21(1—12.80  cos  3ir+ 4.97  cos  4Ä— 0.1 1  cos  5K 

Jahrliche  Aenderungen. 
0"00182  sin  if— 0''00452  sin  2ir— 0*0031 1  sin  3A' 
0.00 1 1 S  cos  A+0.0061 6  cos  2^—0.01 068  cos  ZK 

Ferner »  ^  1 ,  fc  =  0 
Hülfsbogen:  D  ^  .9'+/»(« — g) 
psmP=  +3"27  sin  e— 0"06  sin  2«— 0"01  sin  3«» 


Tafel  8 


—1 2'26+5.98  cos«+2.29  cos  2e— 0.77  cos  3« 
/JcosPss  — 20.28+3.27  cos«— 0.38  cos2c+0.01  cos3« 

—5.98  sin  «+2.69  sin  2e— 0.77  sin  3« 

Die  jahrlichen  Aenderungen  sind  hier  ihrer  Kleinheit  wegen  weg- 
gelassen worden. 
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Ai^ument : 


*"  s  2,  jk  =  1 
Halfsbogen :  B  =  g—ig'+{\  —2|u)(«— 9) 
psin  P=  — 1  n  8  sin  e+4'28  sin  26+0*23  sin  3«  1 

— ITO'IT+ia.iScose+S.TO  cos2«+0.09  cos 3« 
pcosP^  —174.52+1 1.18  CO8C+3.80  cos  2«+0.27  cosSe 

+13.45  sin  «—2.82  sin  2«— 0.11  sin  3« 
Jährliche  Aendeningen. 
p  sin  />  =  —0*00842  sin  «—0*00090  sin  2« 

— 0*01753-0.00510  cos  «+0.00267  cos  2« 
p  cosP  B  +0.02581+0.00842  cos  «—0.00090  cos 2« 

-0.00510  sin  «—0.00267  sin  2« 

**  =  3,  =  6,  =  9 

Aasgeschossene  Glieder. 

_[,-3j,'-3^(«-j/)]  =  K 

+611*11  sin  Ä*- 19"45sin  2Ä'+0"45  sin  3Ä' 

—649.43  cos  ir'+  2.18cos2£'+0.57  cos  3£' 

Jahrliche  Aendening. 
+0*01 829  sin  Ä"- 0*57249  cos  IT 

Femer  »'  =  3,  ft  =  2 
Httlfsbogen:  A  =  ig—3g'+{$—Bft){e—g) 
p  sin  P  =  +1 8*05  sin  2e— 0*55  sin  3«  t 

+  25'79    —  7.82cos2«+0.42cos3e 
p  cos/»  =  +736.43*)— 18.91  cos  2«+0.4l  cos 3« 

—  8.04  sin  2«+0.22  sin  3« 
Jährliche  Aenderung. 
p  sin  />  =  —0*00366  sin  2« 

+0*06468+0.00194  cos  2« 
p  cosP  s  +0.01627+0.00336  cos 2« 

+0.00186  sin  2« 
t'  =  4,  ft  =  2 
Hul&bogen:  2B  =  2g—ig'+{i—ifi){e—g) 
psmP=  +  8*93  sin  «+0*23  sin  2c 

—  3*08— 16.40  cos e— 0.1 5  cos 2« 
pcos/>ss  +31.33+  3.81  cos«— 0.23  cos 2« 

+I7.68sin«— 0.15sin2« 


>  Taf.  5. 


Taf.  1 


o. 


Taf.  4. 


Taf.  6. 


*)  Durch  einen  Additionsfehler  steht  in  der  Abhandlung  746^49,  oder  auf  1860.0 
reducirt  746743. 
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.5,   fc  »  2 
Hul&bogen:  C  b  2^— 59'+(2— 5/«)(«— $) 
psinP^  +  rs?  sin  e+2''22  sin  2« 

+  i'22— 1 2.44  cos  e+2.29  cos  2e 
p  cos  P  =s  + 1 8.07+  0.59  cos  c+2.22  cos  2c 

+13.58  sin  e—2.29  sin  2e 
t'  s  6.  fc  »  3 
Httlfebogen  a  39— 69'+(3— 6/i)(e— 9) 
psmPz^  +2*32  sin  c— 1*12  sin  2<+0''09  sin  3e 

+12*15+0.33  co8e+0.37  cos 2c— 0.37  cos  3c 
pcospss  —  4.93+2.32  cosc— 0.68  cos  2c+0.09  cos  3c 

—0.33  sin  c— 0.57  sin  2c+0.37  sin  3c 
i'  &>  7,  ft  t»  3 
Hulfsbogen  a»  39— 79'+(3— 7^)(e— 9) 

+0"71  sin  c— 0'27  sin  2c— 0"10  sin  3c, 

+r77+0.1 5  cos  c+0.39  cos  2c— 0.34  cos  3c 

—0.57+0.87  oose— 0.27  cos2c— 0.10  cos3c 

—0.29  sin  c— 0.39  sin  2e+0.34  sin  3c 


Taf.7. 


Taf.  1 4. 


psin  P 


p  cos  P  ^ 


Taf.  1  'i. 


•I 

t 


psin  P 


pcösP 


s  8,  ft  B  3 
Hülfebogen  =  39— 8p'+(3— 8/u)(c— 9) 

+0''79  sin  c— 0*1 0  sin  2c— 0*1 1  sin  3c) 
+1*45+0.35  cos  c+0.1 6  cos  2e— 0.1 3  cos  3c 
—0.58+0.79  cosc— 0.10  cos 2c— 0.11  cos 3c 

—0.35  sine— 0.16  sin  2c+0.13  sin  3cJ 


Taf.  1 9. 


•t 
t 


Argument: 


49-99'+(4-9;tt)(c-|/)  =  JT 
— 0"6 1  sin  Ä"— 0"33  cos  F  Taf.  1 1 . 

Von  den  vorstehenden  Abtheiiungen  sind  die ,  welche  von  •'  ^  6, 
t*  s:  7,  t^  =  8  abhängen,  in  Tafeln  von  doppeltem  Eingange  umgewan- 
delt worden. 

b)  Vom  Saturn  bewirkt. 

f  SS  1,  iks=  1 
Hulfsbogen  sa  g—g"+{i  —fj!)(e—g) 

psiaP^  —0*87  sin  c— 0*35  sin  2c 

—2*40—0.24  cosc+0.27cos2c 
p  cosP  SS  _3.96+0.87  cosc+0.35cos2e 

— 0.2  4  sin  c+ 0.27  sin  2c 


Taf.  1 6. 
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t'   BS    2.     ib  »    1 

Hülfsbogen  s*  j_2^'+(1— V)(«--?) 

psin  P  ^             +1*59  sin  e 

+3'80+1.78co6e 

pcosPts:  +2.03+1.21  cos« 

•        • 

—2.91  sin« 

Taf.  1 5. 


>     • 


Taf.  1 7. 


t"  s  3.  ik  B  1 

Httifebogen  ^  g^^'+{i^3ft'){e^g) 

p  sin  P  SS  +0*39  sin  e— O'OI  sin  2« 

+0"93+0.32cos«+0.21  cos2« 
pcosP=s=  +0.36+0.39  cose— 0.01  cos2« 

—0  32  sin«— 0.21  sin  2« 

Diese  drei  Abtheilungen  sind  alle  in  Tafeln  von  doppeltem  Ein- 
lange umgewandelt  worden. 

c)  Vom  Mars  bewirkt. 
t's  I 
Argument  ^  — (2^ — g"),  Verb,  unmerklich. 
— 0  "29  sin  (2j— y")— «"^  3  cos  (29—0  Taf.  1 1 . 

Die  mittlere  Anomalie  und  deren  Störungen  sind  in  den  Tafeln 
nicht  in  Secanden ,  sondeni  in  Decimaltheilen  des  Gradeä  ausgedrückt 
worden.  Die  fünfte  Decimale  ist  in  den  Störungstafeln  als  Einheit  ange- 
nommen worden,  und  es  sind  folglich  die  vorstehenden  Coefficienten  mit 
dem  Factor  multiplicirl  worden,  dessen  Logarithmus  :s  1.44370  ist. 
Eine  Einheit  dieser  Angabe  der  Störungen  entspricht  demnach  0*036. 

2)  Störungen  des  Log.  des  Radius  Vectors. 


Mit  t  zu  multipliciren. 

0"0748+0"8530  cos«— 0*0011  cos 2«  ) 
—2.3497  sin  «—0.0006  sin  2«  ( 

Mit  ti^  zu  multipliciren. 
|-0"557+5"1 66  cos«+0"077  cos  2«  ) 
+1 .003  sin  «+0.055  sin  2«  j ' 

Ohne  den  Factor  t. 
— 3"98+1"97  cos«+r78  cos2*j 
+0.23  sin  «—0.49  sin  2«! 


Taf.  22. 


Taf.  23 


Taf.  24. 
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a)  Vom  Jupiter  bewirkt. 

Anm.    Da  die  Argumente  und  Hülfsbögen  sämmilich  dieselben  sind  wie  oben,  so 
lasse  ich  sie  hier  und  im  Folgenden  weg. 

Aasgeschossene  Glieder. 

—1  i"n  cos  iK+i  1 0'l  4  C0S2Ä— 1 3'28  cos  3K 
—40.36  sin  iK^  83.83  sin  iK—  9.01  sin  ZK 

—     1''03cos4ir+  roecosSÜT 
+     3.59  sin  iK—  0.05  sin  6K  i 


Taf.  25. 


/>  sin  /*  SS 


Ferner »  ^  1 ,  ft  =s  0 
+3''75  sin  e+0"\  4  sin  2e— O'öö  sin  3«  ) 
+2"24— 1.95  cos  e— 0.45  cos  2«— 0.03  cos  3« 
pcosPsB  +1.16+3.75  cose—0.26cos2«+0.65  cos  3« 

+1.95  sin  e— 0.87  sin  2e— 0.03  sin  3« 


.  Taf.  30. 


Taf.  21. 


»'  =  2,  fc  =  1 
psin  P=  +6*56  sin  «+0*66  sin  2e+0'09  sin  3c  ) 

+44''1 0+5.96  cos  e+0.46  cos  2e— 0.24  cos  3e 
f  cosP  =  --40.47— 6.56  cos«— 0.50  cos2c+0.09  cos  3e 

+5.96  sin  «—0.39  sin  2e+0.24  sin  3«  J 
Bei  den  vorstehenden  Gliedern  sind  die  jährlichen  Aenderungen 
ihrer  Kleinheit  wegen  weggelassen. 

i'  =  3,  ft  =  2 
psinPsz  — 21*70  sin  e—  4"97  sin  2e+0"1 2  sin  3« 

—359"03— 49.61  cos«— 10.58  cos  2«+0.01  cos  3« 
pcosPsB  +  11.94+21.70  cos e+  4.51  cos2«— 0.12cob3« 

—49.61  sin  e— 10.38  sin  2e+0.01  sin  3e 
Jahrliche  Aenderungen. 
psinP=  +0*001 41  sin  2« 

—0*00796+0.00151  cos2« 
pcosP=:  +0.03164— 0.00 158  cos  2« 

+0.00121  sin  2«  ) 

t'  =  4,  ik  =  2 
psin  P=  —1 0*88  sin  «—0*08  sin  2« +0*1 1  sin  3« 

—11*29—  5.80  cos«— 0.20  cos  2c— 0.10  cos  3« 
jicosPss  —  2.49— 10.88  cosc+0.08  cos 2«+0. 11  cos  3« 

+  3.36  sin  «—0.20  sin  2e+0.10  sin  3c 


Taf.  20. 


Taf.  28. 
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Taf.  29. 


Tat  26. 


t"  s  5.  ik  «  2 
pmn  Pss  —TOS  sin  «+r62  sin  2« 

l—g'gs—l  .1 .3  cos  *--1 .74  cos  2« 
pcosP=  —0.12— 7.37  cose+1. 62  cos  2e 

+0.53  sin  e+1.74  sin  2e 

t'  =s  6,  ft  =  3 
j9  sin  P  =  +0''1 6  sin  e+O'U  sin  2«— 0'32  sin  3e 

+2*23+0.20  cos «+0.84  cos2£— 0.11  cos3e 
pcosPss  +5.67+0.76  cos  e+0.48  cos  2«— 0.32  cos  3« 

+2.64  sin  e— 0.52  sin  2e+0.1 1  sin  3« 

Von  diesen  Abtheilnngen  sind  die,  welche  von  denWerthen  t'^  1, 
-s"  ^  4 ,  j'  SS  5 ,  t*  3B  ß  abhangen ,  in  Tafeln  von  doppeltem  Eingange 
gebracht  worden. 

b)  Vom  Satum  bewirkt. 

t*  =   \ 

+r76cosir— r07sinr   ....    Taf.  24. 


^r^ment : 


Taf.  27. 


t"  =  2.  k  =  \ 
p  sin  Pss:  +1 '64  sine 

—0*91— 0.98  cos« 
pcosP^  +1.68+1.64  cos« 

+0.98  sin  e 

Von  diesen  ist  die  zweite  Abiheilung  in  eine  Tafel  von  doppeltem 
Ai^ment  gebracht  worden.  Die  Störungen  alle  sind  auf  Einheilen  der 
sechsten  Stelle  des  Briggischen  Logarithmus  gebracht,  folglich  bei 
der  Berechnung  der  Tafeln  mit  dem  Factor,  dessen  Logarithmus 
s:  0.32335  ist,  multiplicirt  worden. 

3)  Störungen  der  dritten  Coordinate,  oder  der  Grösse  -^.. 

i'  =  0. 
Mit  t  zu  multipliciren. 

— 12"0328  sin  «— 0*0007  sin  2« 
—0*1667+  1.9057  cos«— 0.001 8  cos  2« 


Taf.  36. 


Mit  ti^  zu  multipliciren. 

—  0*612  sin  «+0*531  sin  2«+0"007  sin  3«j 
+2*159—10.860  cos«+1.098  cos2«+0.021  cos  3«' 


Taf.  37. 
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Ohne  den  Factor  t. 

—0*26  sin  «— 0*02  sin  Sej 
3*62—0.37  cos£— O.Oi  cos2e| 


.     Taf.  38 


Hier  sind  die  Glieder  mit  berücksichtigt  worden,  die  im  Art.  1 32  der 
dritten  Abhandlung  berechnet  worden  sind.  Die  Grösse  P  ist  ihrer  Klein- 
heit wegen  übergangen  worden. 

a)  Vom  Jupiter  bewirkt. 

»  =  1,  SB  2,  —  etc. 

Ausgeschossene  Glieder. 

—8*13  sin  JT— 5*33  sin  ^K—Q'iO  sin  3ir+0'25  sin  iKx 
—4.97  cos  £+3.74  cos2£— 0.95  cos  3iir-t-0.05  cos  kK 

Jahrliche  Aenderung. 
—0*02134  sinir+0''004l3  cosiT 


Taf.  39. 


p  sin  P  ^ 


Femer  i  ^  i,  ft  :=  0 

—2*08  sin  e— 5'28  sin  2«+0'15  sin  3« ) 
+  5'98-h3.1 3  cose— 0.69  cos  2e— 0.01  cos3e 
pcosP^  —10.47—2.08  cos «+5.28  co82e— 0.15  cos  3e 

—3.13  sin  e— 0.69  sin  2c— 0.01  sin  3e  J 


Taf.  35 


p  sin  P  ^ 


psin  P  SS 


i'  =  2.  &  «=  1 

—8'94  sin  6+0*60  sin  2ei 
+ir37— 4.48  cos«— 0.69  cos  2« 
pcosPsss  — 13.09+8.94  cos«+0.50cos2e 

—4.48  sin  e+1. 01  sin  2e 

t"  =  3.  ft  =  2 

—  2*67  sin  «+6*89  sin  2«+0*02  sin  3e 
—95*86+12.39  cos«+4.02  cos  2«+ 0.06  cos  3« 
pcosP=  —35.25+  2.67C0S«— 6.49cos2c— 0.02cos3e 

+12.39  sin  e+3.60  sio  2c+0.06  sin  3« 
Jahrliche  Aenderung. 
peinP^  +0*01 667  sin  e— 0*00799  sin  2« 

+0*02473—0.00292  cos  £+0.02268  cos  2« 
pcosP=  —0.001 55—0.01667  cos  e+0.00605  cos2e 

+0.00292  sin  «+0.021 56  sin  2« 


Taf.  32, 


\  Taf.  31. 
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p8in  P 


f  »  i,  k^i 

s  —3*56  sin  «+0"20  sin  2« 

— S'SI  +1 .34  cos  e— 0.04  cos  2« 
pcoBPsB  —4.10— 2.84  cos  «—0.20  cos  2« 

+1 .00  sin  «—0.04  sin  2« 

("  s=  5,  fc  »  2 
p  sin  />  s  —3*02  sin  c+0'1 9  sin  2« 

—0*48+2.80  cose— 0.63  cos 2« 
pcosPsB  — 0.46— 3.12cose+0.19cos2« 

—i  .94  sin  «-I-0.60  sin  2« 


Taf.  33. 


Taf.  34. 


p  sin  P  ^ 


p  cos  P  SS 


t'  ==  6,  &  =B  3 

+0''06  sin  e+0'08  sin  2«  1 
, 2*48— 0.49  cose— 0.18  cos 2« 
1 .82—0.56  cos«+0.22  cos  2« 

+0.85  sin  «—0.40  sin  2«^ 


Taf.  40. 


Taf.  43. 


t'  ::=  7,    fc  =  3 

pain  P=  —0*20  sin  «+0"1 6  sin  2«  ) 

— 0*14- 0.24COS«        — 
pcosPss  +0.14— 0.20  cos  «+0.1 6  cos  2« 

+0.24  sin  «        — 

Von  diesen  Abtheilungen  sind  die,  welche  von  t*  ss  6  und  t"  as  7 
abhangen,  in  Tafeln  von  doppeltem  Eingange  gebracht  worden. 

b)  Vom  Saturn  bewirkt. 

t'=  1,  ik:^  1 
p  sin  P  *=  —0*1 2  sin  «—0*07  sin  2«  ^ 

+0*08— 0.15  cos£+0.04cos2e 
pcosP=  —0.21 +0.12  cos  «+0.07  cos  2« 

— 0.1Ssine+0.04sin  2« 

«2.  fc  »  1 
p  sin  P  BS  +0*1 6  sin  « 

—0*48+0.06  cos« 
pcosPes  +0.98— 0.1 6  cos« 

+0.06  sin  « } 


• . 


Taf.  42. 


•; 
t 


Taf.  41. 


Beide  diese  Abtheiiungen  sind  in  Tafeln  von  doppeltem  Eingange 
gebracht  worden. 
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Diese  Störungen  der  dritten  Coordinate  sind  in  den  Tafeln  vor 
Allem  mit  cosi,  wo  i  sich  auf  den  Äequator  bezieht ,  multiplicirt,  und  in 
Theile  des  Kreisradius  verwandelt  worden ,  wobei  die  sechste  Decimale 
desselben  zur  Einheit  angenommen  wurde.  Dem  Logarithmus  des  Re- 
ductionsfactors  wurde  überdies  die  Zahl  0,01053  hinzugefügt,  die  weiter 
unten  erklärt  werden  wird.  Der  Logarithmus  des  Factors,  mit  dem  die 
vorstehenden  Angaben  multiplicirt  worden  sind,  ist  demnach  s=  0,597i3. 
Um  in  der  Summe  dieser  Störungen  die  sechste  Decimale  möglichst  rich- 
tig zu  erhalten,  wurde  auch  die  siebente  mit  in  den  Tafeln  au^enoounen, 
und  durch  ein  Komma  von  den  andern  abgesondert.  Ich  fbgö  noch 
hinzu,  dass  alle  Störungsglieder  Überhaupt  auf  Eine  Decimale,  manchmal 
zwei,  mehr  berechnet  worden  sind,  wie  die  Tafeln  angeben;  auch  wur- 
den sie  später,  nach  Ermittelung  des  Correctionsfactors  der  Jupitermasse, 
diesem  gemäss  berichtigt. 

5. 

Ich  werde  jetzt  noch  die  Bedeutung  der  in  der  Tafel  1  angesetzten 
Argumente  und  die  Werthe  der  Constanten  angeben,  die  verschiedenen 
Tafeln  hinzugefügt  worden  sind. 
Arg.  1  ist  9 ,  Periode  =  400. 


A    . 

•  ig-W  1 

B    . 
C   . 

•    9-^9' 
.  ^9-^9 

Sind 

in  Bogentheiien  ausgedruckt. 

D   . 

1 

9    J 

Arg.  2     . 

.    *?-%' 

3     . 

.  {tg-g)  Suppl. 

4     . 

'     9—9 

Perioden  =  400. 

5     . 

.     9-9 

6     . 

■     (J—V)  Suppl, 

7     . 

Doppelte  mittlere 

trop.  Sonnenlange,  Periode  ss  50. 

8     . 

Suppl.  der  trop.  L 

ange  des  Mnndknolens ,  Per.  =s  1 00. 

Arg.      I. 

.    .    Zg—^g  Per 

iode  =  48 

II. 

.     .      g-ig"       , 

»        »48 

III. 

•     •      9—9'        • 

>        >    48 

IV. 

.     .      g^Sg'       » 

•         »    36 

V. 

.     .     3g-lg'       . 

>         »    36 

VI 

.     .     3«,-8 

9 

>         »    36 

47]  Taf£ln  dsr  Egeiia  etc.  i09 

Arg.   VII.     .     .     2sf— V  Periode  =  36 
VIII.     .     .     2^—5^'        »        »18 
IX.  g        »        »12 

Die  Angaben  der  mit  römischen  Zahlen  bezeichneten  Argumente 
beziehen  sich  auf  den  nächst  vorangegangenen  Durchgang  der  Egeria 
durch  das  Perihei,  und  bleiben  unverändert  bis  zu  dem  darauf  folgenden 
Durchgange.  Sie  sind  neben  dem  lahre  angesetzt  für  dessen  Anfang  sie 
zuerst  Geltung  bekommen,  aber  da  der  Durchgang  der  Egeria  durch  das 
Perihei  im  Allgemeinen  nicht  mit  dem  Anfange  eines  lahres  zusammen- 
fallt, so  haben  sie  auch  für  den  Theil  des  nächst  vorangegangenen  Jahres 
Geltung,  in  welchem  die  Egeria  schon  durch  das  Perihei  gegangen  ist. 
Der  Zeitpunkt  des  Wechsels  dieser  Argumente  ist  der,  in  welchem  das 
^rg.  1  von  399,999  in  0  übergeht,  also  leicht  erkennbar. 

Allen  Argumenten  ist  bez.  die  grosse  Ungleichheit  des  lupiters, 
oder  die  des  Saturns  schon  hinzugefügt,  auch  ist  der  in  der  Tafel  48 
enthaltenen  mittleren  Anomalie  der  Egeria  schon  der  Betrag  der  vom 
lAars  bewirkten  Ungleichheit  langer  Periode,  nemlich 

-hir90  sin(1 1j/— 5/)-h26"33cos(1 1^—5/) 

(S.  Art.  1 31  der  dritten  Abhandlung)  mit  Berücksichtigung  der  hier  im 
^rt.  1  dazu  erklärten  Bedingung  hinzugefügt  worden. 

Da  diese  Ungleichheiten  sich  nicht  der  Zeit  proportional  ändern,  so 
«ind  die  Bewegungen  der  so  vorbereiteten  Argumente  strenge  genom- 
men nicht  gleichförmig ;  im  gegenwärtigen  Falle  sind  jedoch  die  Ungleich- 
farmigkeiten  so  unbedeutend,  dass  sie  in  der  Bewegung  derselben  für 
die  Theile  des  Jahres  übergangen  werden  konnten.  Es  wurden  dem- 
gemSss  die  Argumente  iUr  die  Anfänge  der  lahre  zwar  mit  Berücksich- 
tigung der  ungleichförmigen  Bewegung  derselben  berechnet ,  aber  für 
die  Bewegungen  während  der  Theile  des  Jahres  das  Mittel  aus  den 
wahren  Bewegungen  angesetzt,  es  kann  hiernach  an  den  Werthen  der 
Argumente  innerhalb  irgend  eines  Jahres  höchstens  Eine  Einheit  Fehler 
der  letzten  Stelle  entstehen. 

Die  Tafel  3  enthält  die  Verbesserungen  der  Argumente,  und  zwar 

die  Grössen 

(2— 3^)(6— ff)  für  A 
(i_2^)(,_j,)    »    B 

(2-5^)(£-ff)    »    C 

Abhandl.  d.  K.  S.  GeMll»ch.  d.  Wiksenfch.  XIII.  27 
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(4- V)(«-.9)   ftlr  2 
{^-ft){e^9)     .    4 

(1_  fi){e—g)     »    5 
-(1-3^)(*-,)     «    6 
Die  Verbesserungen  der  mit  römischen  Zahlen  bezeichneten  Argu- 
mente konnten  bei  der  Berechnung  der  bez.  Tafeln  sogleich  berück- 
sichtigt werden. 

6. 

Den  Tafeln,  die  auf  trigonometrische  Rechnung  führen,  können 
zwar  keine  Constanten  hinzugefügt  werden,  den  übrigen  Tafeln  wurden 
die  folgenden  hinzugefügt. 

1 )  Störungen  der  mittleren  Anomalio. 


» 


11.  Ai^.     1 

1 

71 

»      2 

» 

20 

>       3 

» 

18 

12.      .       5     . 

« 

9003 

13.      .       6     . 

< 

.  24313 

14.      »       I. 

• 

440 

13.      .      II.     . 

« 

180 

16.      »     III.     . 

< 

165 

17.      .     IV.     , 

>                    4 

SO 

18.      »      V.     . 

1                    1 

80 

19.      .     VI,     . 

1 

70 

Summa  =  34410 
Diese  Summe  ist  wieder  von  den  Angaben  der  mittleren  Anoroah'e 
der  Tafel  48.  abgezogen  worden. 

2)  Störungen  des  Log.  des  Radius  Vectors. 


Tafel  24. 

Arg.    1     .     .     , 

14 

.       4     .     .     . 

5 

.    25. 

.       5     .     .     . 

.     356 

»    26. 

.       I.     .     . 

20 

.    27. 

.      II.     .     .     . 

10 

..    28. 

.    VII.     .     .     . 

55 

.    29. 

.  VIII.     .     .     . 

20 

.    30. 

.     IX.     .     .     , 

20 

Summa  ==  500 
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Diese  Summe  ist  wieder  vod  den  Angaben  der  Tafel  52  für  das 
^auptglied  des  Log.  des  Radius  Yectors,  oder  logr,  abgezogen  worden. 

3]  Störungen  der  dritten  Coordinate. 


ife 

1  38. 

Arg.  4     .     .     . 

0 

» 

39. 

»      5     .     .     . 

65.0 

> 

40. 

»     I.     .     .     . 

,     4  5.5 

» 

41. 

»    II.     .     . 

5.0 

» 

42. 

»  III.     .     .     . 

2.0 

B 

43. 

»    V.     .    .     , 

2.5 

Summa  3 

B  90.0 

Ich  habe  nicht  für  zweckmässig  erachtet ,  die  entsprechende  Con- 
£lante  von  der  Tafel  für  den  Sinus  der  Abweichung  wieder  abzuziehen, 
welches  allerdings  hätte  geschehen  können.  Man  rouss  daher  bei  der 
Berechnung  eines  Ortes  die  Zahl  90.0  von  der  Summe  der  erhaltenen 
Störungen  der  dritten  Coordinate  abziehen. 

Es  sind  ausserdem  noch  die  folgenden  Constanten  eingeführt 
ifvorden. 

Tafel  46,  Arg.  7,  1.  Col.  .     .     23,  3.  Col.  .     .     16 
»     47,      »    8,       »        .     .  322.       »        .     .  230 


Summa  345, 


246 


Diese  Summen  sind  von  den  bez.  Columnen  der  Tafel  44  wieder 
abgezogen  worden. 

7. 

Die  Berücksichtigung  der  PrScession  und  Nutation,  oder  mit  ande- 
ren Worten,  die  Hinfuhrung  der  tabularischen  Oerter  der  Egeria  auf 
den  gleichzeitigen  Aequator  und  das  gleichzeitige  Aequinox ,  habe  ich 
durch  das  Verfahren  bewirkt,  welches  ich  in  den  A.  N.  Nr.  823  u.  f.  ent- 
wickelt habe.  Lässt  man 

a  die  heliocentrische  gr.  Aufsteigung, 

d  die  heliocentrische  Abweichung, 
beide  auf  den  gleichzeitigen  Aequator  nebst  Aequinox  bezogen, 

f  die  wahre  Anomalie, 

(0  die  Entfernung  des  Perihels  vom  Knoten, 

0  die  Knotenlänge, 

t   die  Neigung, 

27* 
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die  letzten  drei  auf  den  mittleren  Aequator  nebst  Aequinox  der  Zeit- 
epoche, und 

{s)  die  Störungen  des  Sinus  der  Abweichung  bedeuten,  dann  wird 

sind  =  sinisin(/'+cö+iy)+(*) 
wo 

sind,  und  «  die  Summe  der  planetarischen  Störungen  des  Sinus  der  Ab- 
weichung bedeutet.  Die  Grössen  tj,  £,  A  sind  aus  folgenden  Ausdrücken 
zu  berechnen^: 

AGO90/.      j\  ,  tt   COS0      II   %\uS  .    4Q  cosi     .     j.  A  /j      .  \« 

+6'902??^sin   ö+9"271?|jfcos   0 
— 0'083^sin2ö—  0'091  ?|54cos2ö 

Sin  <  sin  I 

-O'iSg  "^  sin  2©  -  0"544  ?i"4  cos  2  © 

sint  ^^  sini  ^^ 

{  =  — Acostsinö(l— g— ]a',costsinö+6'iCOStcosö— A^^-?^^-®}(<— g» 

— 6''9O2costsiti0siD  6^  +  9" 271  cos»  cos 0  cos  0 
+0.083  cost  sind  sin  29  —  0.091  cost  cos  6  cos29 
+0.i99co8tsini9siu2©  +  0.544  cost  C08(?C082© 

Ä  =  \C — A  cotgt  COS 0\  {t—Qj-h\c\—a\  cotgt  cos  <?+6'i  cotg»  sin  fl 

+{15''899— e^OO*  cotgt  cos  ö}  sin  Ö —  ^'271  cotg  »sin  ö  cos  S 
—  {  0.191— 0.083  cotgt  cos  (9|  sin  29+  0.091  cotgt  sin  0  cos 2 9 
— I  1.1 30—0.499  cotgt  cos  0j  sin  2  0  —  0.54i  cotgt  sin  0  cos2  o 

in  welchen  &  das  Supplement  der  tropischen  Länge  des  aufsteigenden 
Mondknotens  auf  derEcliptik,  0  die  mittlere  tropische  Sonnenlänge,  und 
Iq  die  Zeitepoche  der  Tafeln  bedeuten.  Die  Constanlen  A,  C,  ai',  6i\  ci\ 
haben  zufolge  der  Aenderung  der  Sonnenbahn  im  Räume,  die  ich  durch 
die  Theorie  erhalten  habe,  und  mit  Zugrundelegung  der  Luni-Solar- 
präcession 


*)  Die  Ableitung  dieser  Ausdrücke  wird  weiter  unten  >  in  dem  Zusatz  I.  nSher 
erläutert  werden. 
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=  ÖO'35593fUr  1800.0 
folgende  numerischen  Werthe, 

A  =  gO'OSUT— 0''00008500(<;— 1800) 
C  =  i6.0i672+0.00028138(<;— 1800) 
a\  a  — O'OOOOiSlöO 
b\  s  +0.00223812 
d,  =  +0.00014069 
Einige  sehr  kleine  Glieder  zweiter  Ordnung,  die  a.  a.  0.  mit  in  den  Ent- 
wickelungen  aufgenommen  worden  sind,  konnten  hier  weggelassen 
werden,  nachdem  ich  mich  überzeugt  hatte,  dass  sie  im  gegenwärtigen 
Falle  nichts  Merkliches  geben  können. 

Fttr  die  Egeria  fand  ich  durch  die  vorstehenden  Ausdrücke  und 
numerischen  Angaben 

f]  =  +872.28  (r-1850)+10.3  (^i5^^)' 

+300.3  sin  9  —  3.6  sin  2Ö  —  21.7  sin  2© 
+137.4C0SÖ— ;i.4cos2a+    8.1  cos  2© 

I  =  _24.968(<— 1850)— 40.86  ('^^^y 

—  8.60  sin  9+ 0.10  sin  29+ 0.62  sin  2  o 
+33.90  cosS—  0.33  cos  29  +  2.00  sin20 

X  =  +584.49  (<-1 850) -49.8  (i:^)' 

+202.3  sin  9  —  2.4  sin  29  —  1 4.7  sin  20 
—109.5  cos  9+  1.1  cos29—    6.9  cos  2.© 

Die  Einheiten,  in  welchen  diese  Grössen  ausgedrückt  sind,  sind  für  i;  und  X 
die  fünfte  Decimale  des  Grades ,  und  für  |  die  sechste  Decimale  des 
Kreisradius.  Die  von  der  Prttcession  abhängenden  Theile  sind  der  Ta- 
fel 44  einverleibt  worden,  die  Tafel  46  giebt  die  von  der  Solamutation, 
und  die  Tafel  47  die  von  der  Lunarmutation  abhängigen  Theile. 

8. 

Ich  werde  jetzt  zeigen ,  wie  man  aus  diesen  Tafeln  die  auf  den 
gleichzeitigen  Aequator  und  das  gleichzeitige  Aequinox  bezogene  helio- 
centrische  grade  Aufsteigung  und  Abweichung  bekommt. 

Nachdem  die  Summe  der  Störungen  der  mittleren  Anomalie,  des 
Logarithmus  des  Radius  Vectors,  und  der  dritten  Coordinate  (wie  ich 
sie  genannt  habe)  aus  den  oben  eridSirten  Tafeln,  die  drei  Bögen  w  +  tj. 
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Sf  0+k  aus  den  Tafeln  44 — 47,  und  die  ungestörte  mittlere  Anomalie 
aus  der  Tafel  48  berechnet  worden  sind ,  addirt  man  die  Summe  der 
Störungen  der  mittleren  Anomalie  zu  dieser  selbst,  und  kann  damit  aus 
der  Tafel  49  die  Mittelpunktgleichung  entnehmen.  Nicht  nur  diese, 
sondern  zugleich  damit  addirt  man  den  Bogen  w+tj  zur  gestörten  mitt- 
leren Anomalie,  wodurch  sich  das  Argument  der  Abweichung  oder  der 
Bogen  f+  (o  +  rj  ergiebt.  Dieser  dient  zuerst  als  Argument  der  Ta- 
feln 50  und  5 1 ,  deren  erstere  die  Reduction  auf  den  Aequator  oder  den 
Bogen  — jß,  und  deren  andere  den  Logarithmus  des  Factors 

1-8in*tftin'(/'-l-»+i7) 

giebt,  der  zufolge  des  vor.  Art.  mit  der  Summe  der  Störungen  des  Sinus 
der  Abweichung  zu  mullipliciren  und  darauf  nebst  der  genannten  Re- 
duction und  dem  Bogen  0+k  zu  f+w  +  tj  zu  addiren  ist,  um  die 
heliocentrische  grade  Aufsteigung  zu  erhalten.  Diese  kann  man  sogleich 
addiren,  aber  das  erwähnte  Product  erfordert  eine  Vorbereitung,  die 
noch  erklart  werden  rauss. 

Man  kann  demungeachtet  ohne  Weiteres  aus  der  Tafel  58   das 
Hauptglied  des  Log.  des  Radius  Vectors,  oder  log  r.  entnehmen,  und 
die  bez.  Störungen  dazu  addiren,  so  wie  aus  der  Tafel  53  den  Sinus - 
der  Declination ,  dem  noch  die  Störungen  hinzuzufügen  sind ,  die  eine 
kleine  logarithmische  Rechnung  erfordern. 

Die  Grösse  u ,  deren  Glieder  dem  Vorhergehenden  nach  unter  der 
Bezeichnung  »Störungen  der  dritten  Coordinatea  in  den  Tafeln  31  bis 
mit  43  enthalten  sind,  hat  folgende  Zusammensetzung 

r 

U    =i    -8 
a 

(S.  Erste  Abhandlung  ArL  26)  wo  8  wie  im  vor.  Art.  die  plane ta riachen 
Störungen  des  Sinus  der  Abweichung  sind.  Da  diese  zur  Erlangung  des 
vollständigen  Werthes  des  Sinus  der  heliocen Irischen  Abweichung  des 
Planeten  erforderlich  sind,  so  muss  man,  der  vorstehenden  Gleichung 
zufolge,  welche 

r 

giebt ,  die  tabularischen  Störungen  der  dritten  Coordinate  mit  a  multi- 
pliciren  und  mit  r  dividiren.  Es  ist  dem  Vorhergehenden  zufolge 

loga  s  0.41103 
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zeitigen  Aeqiiator  nebst  zagehörigem  Aequinox  bezogenen  rechtwink- 
liehen  Coordinaten  desselben  durch  die  folgenden  Ausdrücke  berechnen, 

X  =  rcosc^cosa,  y  s=  rcoscfsina,  z  s=  rsmd 

und  diese  auf  bekannte  Art  mit  den  analogen  Sonnencoordinaten  ver- 
binden ;  aber  ich  kann  dieses  Verfahren  nicht  empfehlen.  Denn  man  er- 
reicht durch  dasselbe  wenigstens  in  der  Nähe  der  Oppositionen,  worauf 
es  hier  vorzugsweise  ankommt,  nicht  die  entsprechende  Genauigkeit, 
wenn  man  nicht  Logarithmen  von  mehr  Stellen ,  wie  sonst  nOthig  ist, 
anwendet.  Aus  demselben  Grunde  und  noch  aus  vielen  anderen  Grttn- 
den,  muss  ich  mich  gegen  die  Berechnung  der  Störungen  der  rechtwink- 
lichen  Coordinaten,  sei  es  durch  mechanische  Quadraturen,  oder  auf 
andere  Weise  erklären,  die  eine  Anzahl  von  Uebelständen  herbeiführen^). 
Die  zweckmässigsteu  Formeln  zum  Uebergange  von  den  auf  den  Aequa- 
tor  bezogenen  heliocenlrischen  Oertern  eines  Planeten  zu  den  geocentri- 
schen  sind  die  folgenden : 

Icf  cos  c)' sin  (a — a)  =  Rco&Dsm{A — o) 
dcosd^  cos{a — a)  =  RcosDco8{A — a)+r  cosd 
d  sin  d'  :=  jß  sin  D  +r  sin  d 

in  welchen  a\  & ,  d  die  geocentrische  grade  Aufsteigung ,  Abweichung 
und  Entfernung  des  Planeten  von  der  Erde,  so  wie  A,  D ,  R  die  grade 
Aufsteigung,  Abweichung  und  Radius  Vector  der  Sonne  sind.  Diese 
Ausdrucke  verlangen ,  wie  alle  anderen ,  drei  Functionen  des  Sonoen- 

orts,  nemlich 

A,  log  jß  cos  D ,  logjßsinZ) 

und  man  kann  diese  aus  den  Angaben  der  Ephemeriden  auf  mehr  wie 
Eine  Weise  erhalten.  Wenn  die  Ephemeriden,  wie  z.  B.  der  Naatical 
Almanac  A  und  D  ftir  den  mittleren  Mitlag  enthalten,  so  kann  man 
daraus  durch  eine  kurze  Rechnung  ihre  Werthe  (Hr  die  mittlere  Mitter- 
nacht, fttr  welchen  Zeitpunkt  man  gewöhnlich  die  Ephemeriden  der 
kleinen  Planeten  berechnet,  ableiten,  die  Befreiung  dieser  von  der  Aber- 
ration kostet  ebenfalls  wenig  Zeit,  und  hieraufsind  die  obigen  Functio- 
nen leicht  zu  erhalten. 

Wenn  die  Ephemeriden,  die  man  benutzen  will,  blos  die  Sonnen- 

*)  In  früheren  Jahren  hatte  ich  einmal  die  Gelegenheit  mich  mit  Bessel  über  die 
Anwendung  der  Störungen  der  recht  wink  liehen  Coordinaten  mündlich  zu  besprechen, 
und  ihm  meine  Gründe  dagegen  vorzutragen.  Ich  fand  bei  ihm  ganz  dieselbe  Ansicht^ 
er  drückte  sich  auf  das  Entschiedenste  dagegen  aus. 
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lange  für  den  mittleren  Mittag  geben ,  so  lässt  sich  daraas  auch  sehr 
leicht  die  Sonnenlftnge  fttr  die  mittlere  Mitternacht  ableiten,  bezeichnet 
man  diese  (auch  von  der  Aberration  befreit)  mit  0,  die  gleichzeitige 
wahre  Schiefe  der  Eciiptik  mit  e,  und  die  in  Theilen  des  Kreisradius 
auszudrückende  Sonnenbreite  über  der  wahren  Eciiptik  mit  jB,  so  er- 
balt man 

cos  D  sin  A  =s  cos  €  sin  0  — fisin  e 
cosDcosA  SS  cos  0 

sin  D  =  sin  €  sin  0  +B  cos  a 

woraus  sich  auch  leicht  die  oben  verlangten  drei  Functionen  finden 
lassen.  Endlich ,  wenn  die  Ephemeride  die  rechtwinklichen  Sonnen- 
coordinaten  X,  Y,  Z  giebt,  bekommt  man  auch  die  oben  angeführten 
Functionen  aus  den  Ausdrücken 

RcosD. sin  A  s=  Y 
(fi){i{cosZ).cosA  =  X 
R  sin  D.  =  Z 

Diese  Ausdrücke  setzen  aber  voraus ,  dass  in  der  Ephemeride  sowohl 
die  rechtwinklichen,  wie  die  Polarcoordinaten  der  Sonne  auf  das  gleich- 
zeilige  Aequinox  bezogen  worden  sind ;  wenn  dieses  nicht  der  Fall  ist, 
so  wird  sowohl  diese,  wie  manche  andere  Anwendung  der  Ephemeride 
weitlttuftiger  und  zeitraubender. 

Die  obigen  Ausdrücke  (A)  und  (B)  habe  ich  zur  Berechnung  der 
geocentrischen  Oerter  der  Egeria ,  deren  ich  bei  der  Ausarbeitung  der 
Tafeln  bedurfte,  angewandt,  mich  dabei  sechsstelliger  Logarithmen  be- 
dient, und  in  den  Resultaten  die  Genauigkeit  vollständig  erhalten,  die 
man  überhaupt  durch  Anwendung  sechsstelliger  Logarithmen  erlangen 
kann.  Es  ist  hiebei  zu  bemerken,  dass  in  der  Nähe  der  Opposition  a — a 
und  A'^a  immer  sehr  kleine  Winkel  sind,  und  a — a  immer  kleiner  wie 
A — a  ist,  der  Fehler,  den  man  daher  bei  dem  Uebergange  von  der  helio- 
centrischen  graden  Aufsteigung  zur  geocentrischen  beftlrchten  muss,  ist 
bei  der  Anwendung  von  sechsstelligen  Logarithmen  in  der  Regel  durch- 
gehends  kleiner  wie  0"1 .  In  der  geocentrischen  Abweichung  ist  dieser 
Fehler  bei  Neigungen  wie  die  der  Egeria  grösser,  und  kann  auf  0^2  bis  0*3 
steigen,  aber  bei  kleineren  Neigungen  wird  er  auch  kleiner.  Hätte  ich 
die  geocentrischen  Oerter  vermittelst  der  rechtwinklichen  Goordinaten 
berechnen  wollen,  so  hätte  ich  zur  Erlangung  von  obngeftihr  derselben 
Genauigkeit,  mich  siebenstelliger  Logarithmen  bedienen  müssen,  und 


hatte  noch  ttber  die  erlangte  Genauigkeit  zweifelhaft  sein  müssen,  da  die 
Tafeln  schon  so  eingerichtet  waren,  dass  sie  den  Logarithmus  des  Radius 
Vectors  der  Egeria  nur  auf  sechs  Stellen  geben. 

10. 

Bei  der  Vergleichung  der  vorhandenen  Beobachtungen  der  Egeria 
mit  den  aus  den  obigen  Elementen  und  Störungen  hervorgehenden 
Oertern  kam  ich  auf  einen  Umstand ,  der  noihwendiger  Weise  nach- 
theiligen Einfluss  auf  die  Genauigkeit  der  schliesslich  abgeleiteten  Ele- 
mente geäussert  haben  muss. 

Manche  Beobachtungsreihen  zeigen  freilich  eine  hinreichend  gute 
Uebereinstimmung  unter  einander,  aber  bei  manchen  anderen  ist  dieses 
nicht  der  Fall,  und  da  man  im  Voraus  nicht  wissen  kann,  welche  die 
besseren  sind,  so  kann  man  keine  ausschliessen,  wenn  nicht  etwa  die 
Unterschiede  die  sich  zeigen  so  gross  sind ,  dass  man  sicher  erkennen 
kann,  dass  Fehler  vorgekommen  sein  müssen.  Der  Mangel  an  hin- 
i*eichend  guter  Uebereinstimmung  bei  den  Beobachtungsreihen,  die  man 
nicht  ausschliessen  kann,  muss  aber  nothwendiger  Weise  bewirken, 
dass  die  daraus  abgeleiteten  Normalörter  weniger  Genauigkeit  besitzen, 
und  dieses  muss  sich  schliesslich  auf  die  abgeleiteten  Verbesserungen 
der  Elemente  übertragen.  Die  erwähnten  Unterschiede  verschiedener 
Beobachtungsreihen  finden  nicht  nur  bei  den  Mikrometerbeobachtungen, 
sondern  auch  bei  verschiedenen  Reihen  von  Meridianbeobachtungen 
statt,  wo  sie  doch  am  Wenigsten  vermuthet  werden  könnten.  Von 
diesen  will  ich  die  Resultate  einiger  Reihen  hier  anführen. 

In  der  Opposition  der  Egeria  des  Jahres  1864  sind  Meridian- 
beobachtungen von  Bonn  und  Leiden  vorhanden ,  deren  Vergleichung 
mit  der  ersten  Ephemeride  folgende  Resultate  gaben: 


Bonn 

, 

Leiden 

Ja' 

JÜ 

Jd 

JÜ 

Jan.  1  i  -hlO'O 

-ö'l 

Jan. 

,    9  +79"6 

-3  "5 

»     12 

68.1 

5.1 

» 

11 

80.8 

6.3 

»      1ö 

74.5 

.  4.6 

» 

12 

82.8 

3.1 

>     14 

72.1 

3.7 

» 

13 

78.9 

4.3 

»     15 

70.9 

3  2 

» 

14 

83.5 

3.7 

Mittel  +71  "1 

-4"3 

» 

16 

81.0 

3.7 

Mittel 

-1-81  "0 

-V\ 
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Hier  BtimmeD  die  Beobachtungen  jeder  Reihe  gut  unter  einander, 
und  auch  die  Mittel  aus  den  Abweichungen ,  die  auf  jeder  dieser  beiden 
Sternwarten  erhalten  worden  sind ,  lassen  nichts  zu  wttnschen  ttbrig. 
Dahingegen  ist  das  Mittel  aus  den  in  Leiden  erhaltenen  graden  Auf* 
Steigungen  O'^O  von  dem  Mittel  der  in  Bonn  erhaltenen  verschieden.  Da 
ich  nicht  wissen  konnte,  welche  Beobachtungsreihe  der  anderen  vorzu- 
ziehen ist ,  so  habe  ich  bei  der  Bildung  des  Nonnalortes  das  Mittel  aus 
allen  angewandt.  Später  habe  ich  noch  Kenntniss  von  Beobachtungen 
dieser  Opposition ,  die  auf  Barcley's  Sternwarte  in  Leyton  angestellt 
worden  sind,  erhalten,  diese  geben  in  grader  Aufsteigung  sehr  nahe  das 
Mittel  aus  den  beiden  eben  angeführten  Reihen. 

Femer  sind  in  derselben  Opposition  Beobachtungen  in  Washington 
und  Kremsmünster  angestellt  worden ,  von  welchen  aber  nur  die  letz- 
teren Meridianbeobachtungen  sind.  Die  Vergleichung  dieser  gab 

Washington  Kremsmünster 

^a         Jfl  Ad         /H 

Jan.    5 -h52''7  — ll^g  Jan.    31  -h74'9 -hSS^G 

»       6      60.8      11.3  Febr.   2      75.0—  5.1 

»       9      71.3        7.4  »      3      70.0  -h  5.3 

»     11       8i.6      41.1 
Diese  sähe  ich  mich  genöthigt  auszuschliessen. 

Die  Opposition  von  1865  bietet  einen  noch  aufTallenderen  Unter- 
schied zwischen  Meridianbeobachtungen  dar.  Die  Vergleichung  gab 


Leiden 

KremsmODSter 

jdä 

JH 

^d    ja 

Mai  12 

+42'7 

-22*8 

Mai  20  +65'4  — O'S 

»   \1 

46.0 

23.4 

.   21 

64.3      0.5 

»   22 

43.0 

22.6 

»   22 

64.9  +0.2 

»  24 

46.0 

22.0 

«   27 

65.9  —1.4 

»   25 

46.5 

21.6 

»   28 

67.4      0.1 

»   26 

48.5 

23.6 

Mittel  -l-65'6  — 0*6 

Mittel 

+45"6  • 

-?2''7 

Hier  stimmeD  die  Beobachtungen  einer  jeden  der  vier  Reihen  wie- 
der sehr  gut  unter  einander,  aber  zwischen  den  Beobachtungen  an 
diesen  beiden  Sternwarten  findet  ein  bedeutender  Unterschied  statt,  der 
in  grader  Aufsteigung  20''0  und  in  Abweichung  22"2  beträgt.  Daausser- 
dem  in  derselben  Opposition  die  Egeria  noch  in  Washington ,  Paris  und 
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l« 


deaer  gst 


lieh  auch 


denLei- 

deo  Beob- 

die  Knlcnier  Ab- 

nnatOi^ 
AalMkiiie  andefer 


I ■  - 


•  :  ;.  I  I  ■    •' 


II. 

Im  Ganzen  sind  jetzt,  die  Entdecfaingszeil  enbegrillieB,  die  nadi 
der  damaGgeo  Opposition  stalt  Emd,  Beobacfata^en  der  Egeria  von 
zwölf  Oppositionen  vorhanden.  Cnter  diesen  sind  mir  ¥on  den  Oppo- 
sitionen der  lahre  1853  und  1861  nor  je  zwei  Beohacfatongen  in 
Washington  bekannt  geworden,  und  da  diese  beiden  Opposilionen  jeden- 
blls  ein  weit  kleineres  Gewicht  wie  die  Obrigen  hatten  bd^ommen  mOs- 
KD,  SO  habe  ich  vorgezogen  sie  ganz  aoszuschfiessen;  den  ttbrigen 
Oppositionen  habe  ich  mir  erianbt  gleiches  Gewicht  beizalegen ,  da  eine 
Unterscheidung  onter  den  statt  Bndenden  Umstanden  sdir  mislich  ge- 
worden w8re. 

Es  worden  non  zuerst  dorcb  Vergleichungen  mit  vorllofigen  Ephe- 
meriden  die  folgenden  NormalOrler  gebOdet. 


m.  Z.  Beri.  1 850  Dec.  6.5 
1852  März  17.5 
1854  Oct.       1.5 

1 856  Febr.  24.5 

1857  Juni     21.5 

1 858  Sept.  25.5 
1860  Febr.  15.5 
1862  Sept.  21.5 
186i  Jan.  17.5 
1 865  Mai      22.5 


23*  42  39.2 

177  58  25.4 

23  21    21.2 

162  16     8.8 

261  14  12.1 

10  23  33.6 

137  53  47.8 

356  52  40.0 

114  5     3.6 


g 
+  9«  39'  28'7 

+24  41  4.2 

—  3  42  42.0 

+36    8  3.7 

—41     1  9.6 

—14  16  13.9 

+44  45  31.5 

—23  46  10.0 

+47  50  23.9 

—26  39  3.3 


233     1     1.3 

Diese  Oerler  sind  die  im  Räume  statt  findenden ,  und  sie  beziehen 
sich  alle  auf  den  gleichzeitigen  wahren  Aequalor  nebst  Aequinox,  so 
wie  auf  den  Erdmittelpunkt. 

Ich  konnte,  wie  ich  so  weil  war,  schon  voraus  sehen,  dass  die  Ver- 
besserung der  mittleren  Bewegung  grösser  ausfallen  wttrde,  wie  die  der 
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ttbrigen  eliiptiscben  Elemente,  and  ich  suchte  daher  zuerst  eine  vor- 
ISuGge  Verbesserung  derselben ,  mit  welcher  ich  eine  Verbesserung  der 
Epoche  der  mittleren  Anomalie  verband ,  da  diese  mit  jener  in  enger 
Beziehung  steht.  Es  ei^ab  sich  durch  diese  beiläufig  geführte  Rechnung 

Je  =  —-in,  Jn  s=  +0"00877 
die  zuerst  für  sich  allein  berücksichtigt  wurden. 

12. 

Die  im  Art.  1  angeführten  provisorischen  mittleren  Elemente  gehen 
hierauf ,  und  wenn  man,  statt  der  täglichen  mittleren  Bewegung,  die 
Einem  Julianischen  Jahr  entsprechende  einfuhrt,  in  die  folgenden  ttber 

c  s=  210«  46'  28"9  für  1850,0  m.Z.  Berl. 
n  B  313364*4735 

n  SS  122«  35'  13"81     ...       . 
ö  =ss     18  48  37  gl"'*''-  Aequinox  und  Äequator 
i=     37  10  41:7}  der  Epoche 

9)  =       4  59  48.9 
loga  =  0.4110314 
und  aus  diesen  ergaben  sich  mit  Hülfe  von  schon  vorhandenen  provi- 
sorischen Störungstafeln ,  für  die  Zeilen ,  die  den  obigen  Normalörtem 
zukommen,  die  folgenden  geocentrischen  Oerter: 

«  =     23«  42*  27''6,     «T  =  +  9«  39'  28'3 
177  58  30.1  +24  41     0.9 

23  21   19.3  —  3  42  37.4 

162  16     9.2  +36     8     0.7 

261  14  21.1  —41     1  13.3 

10  23  32.6  —14  16  12.6 

137  53  48.8  +44  45  34.3 

356  52  41.0  —23  46     6.7 

114     5    0.2  +47  50  26.5 

233     1     9.5  —26  39  10.9 

Diese  sind  indessen  noch  nicht  mit  den  Normalörtem  des  vor.  Art. 
unmittelbar  vei^Ieichbar.  Denn  die  Sonnenörter  wurden  dem  Ber- 
liner Jahrbuche  entnommen ,  die  für  eine  Anzahl  der  hier  in  Betracht 
kommenden  Jahre  auf  älteren  Sonnentafeln  beruhen.  Es  wurde  daher 
für  jede  der  obigen  Zeiten  der  Sonnenort  aus  den  Tafeln  von  Olufsen 
und  mir  berechnet,  und  dessen  Einfluss  auf  den  geocentrischen  Ort  der 
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Egeria  besümmt,    wodurch  dio  folgenden   VerbesseruDgen   erhalteo 
wurden: 

Verb. d.0  Länge  «  — 2''9.  cos d' Ja  =  +\'0,Jd'  =s  — 0'3 


+1.3 

—0.9 

+0.1 

+2.2 

—1.2 

—0.5 

+1.4 

—0.9 

+0.4 

+3.6 

—2.0 

+0.2 

+4.7 

-2.5 

—1.2 

+2.5 

—1.6 

+0.3 

+2.4 

—1.3 

—0.5 

0.0 

0.0 

0.0 

0.0 

0.0 

0.0 

die  den  berechneten  Oerlern  hinzuzufügen  sind. 

Die  Unterschiede  im  Radius  Vector  der  Sonne  und  der  Breite  er- 
wiesen sich  so  klein,  dass  sie  Übergangen  werden  konnten.  Die  hierauf 
erhaltenen  Bedingungsgleichungen  sind  in  der  folgenden  Tafel  zusam- 
mengestellt. 


Jl 

itJn 

jtp 

A4r 

Ji 

^e 

MOO^ 

Jlr-B. 

1)  (ürJa^.  008^ 

•1-1.0948 

+0.0847 

-2.2137 

—0.1503  -0.3828 

+0.4764 

+0.2447 

-10^4 

+1.5477 

+0.3356 

+2.1505 

-1.6482  +0.4005 

+0.5034 

—0.1086 

+  3.4 

-1-1.2304 

+0.5919 

-2.4528 

+0.3550 

+0.0290 

+0.5791 

—0.1829 

-  3.1 

•4-1.6657 

+1.0270 

+I.S814 

-2.31.30 

+0.5635 

+0.3376 

-0.1387 

—  0.6 

•1-1.2964 

+0.9643 

+1.6413 

+1.9609 

—0.4097 

+0.0872 

—0.3693 

+  4.8 

•1-4.1803 

+1.0347 

-2.2242  '+0.8674 

+0.2334 

+0.5512 

-0.3114 

—  3.5 

+1.8217 

+1.8398 

+0.6768 

—2.8535 

+0.4134 

+0.1355 

+0.1184 

—  3.0 

+1.1525 

+1.4657 

—1.9020 

+1.3144 

+0.3789 

+0.4687 

—0.3368 

-  0.7 

+1.9508 

+2.7376 

-0.52i1 

—3.0840 

+0.0890 

+0.0058 

+0.1039 

-  2.3 

+1 .2886 

+1.9806 

+2.4078  +1.0060  —0.5475 

+0.3533 

—0.3645 

+  7.3 

2)  für  Jd' 

+0.8865 

+0.0758 

-1.7301 

—0.2585 

+0.6050 

—0.6165 

+0.1983 

-  077 

-1.0442 

-0.2189 

—1.2689 

+1.3071 

+0.5772 

+0.7254 

+0.1104 

-  3.2 

+0.9295 

+0.4385 

-1.8336 

+0.4375 

-0.0381 

—0.7615 

-0.1382 

+  4.1 

—0.9365 

-0.5627 

—0.5635 

+1.4402 

+0.9040 

+0.5954 

+0.0780 

-  2.6 

—0.3746  -0.2875 

-0.3330 

—0.6649 

-1.3935 

+0.2964 

+0.1068 

—  3.5 

+0.8683  !+0.751 7 

—1.5678 

+0.8109 

—0.3102 

—0.7.327 

—0.2292 

+  0.1 

—0.5253  —0.5165 

+0.1378 

+0.8862 

+1.3226 

+0.4337 

—0.0341 

+  3.1 

+0.7550 

+0.9507 

—1.1388 

+1.0119 

-0.5553 

—0.6869 

—0.2206  +  2.8 

—0.0879 

—0.1099 

+0.3567 

+0.1058  +1.5979 

+0.1041 

—0.0047  +  2.6 

-0.7395 

-1.1410 

-1.3481 

-0.6576 

—0.9465  1 

+0.6108 

+0.2092! 

-  7.6 
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Aas  dem  Art.  77  der  ersten  der  oben  angezogenen  Abhandlungen 
geht  hervor ,  dass  ich  die  Jupiierstörungen  der  Egeria  mit  der  Jupiter- 
masse 

4 

4  058,9t 

berechnet  habe ,  die  damals  wie  ich  diese  Rechnungen  anfing  für  die 
richtigste  galt.  Da  man  aber  später  Veranlassung  gefunden  hat  diese 
Masse  wesentlich  zu  vergrössern,  so  hielt  ich  es  für  dienlich  einen  Gor- 
rectionsfactor  desselben  mit  unter  den  Unbekannten  aufzunehmen.  Die- 
ser ist  oben  mit  fi  bezeichnet,  und  auf  bekannte  Art  zu  verstehen,  nem- 
lich  so  dass  (1  +ju)  m  die  verbesserte  Masse  wird,  wenn  die  der  Rech- 
nung zu  Grunde  gelegte  mit  m  bezeichnet  wird. 

Die  Bedeutung  der  übrigen  Unbekannten  der  Bedingungsgleichun- 
gen ,  die  Berechnung  der  Goefßcienten  derselben ,  und  die  Berechnung 
des  Einflusses  der  Verbesserung  der  SonnenOrter  auf  die  geocentrischen 
Oerter  des  Planeten  anbelangend ,  verweise  ich  auf  den  unten  ange- 
hängten Zusatz  III ,  wo  man  die  erforderlichen  Erklärungen  und  Ent- 
wickelungen  finden  wird. 

13. 

Die  Auflösung  der  zwanzig  Bedingungsgleichungen  des  vor.  Art. 
durch  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate,  wobei  einer  jeden  derselben 
das  Gewicht  =  1  beigelegt  wurde,  ergab  die  folgenden  Verbesserungen 
der  oben  angeführten  provisorischen  Elemente. 

Je   =  -hS^iO 


Jl 

= 

+0"62 

Jn 

= 

—0.0368 

Jtf 

^ 

—1.55 

^% 

= 

—4.81 

Ji 

^ 

—1.37 

Je 

^ 

+3.92 

/* 

= 

+0.002657 

Jn  —  —4.02 


und  die  Summe  der  Quadrate  der  übrig  bleibenden  Fehler  =:  43.77. 
Aus  der  Substitution  dieser  Verbesserungen  in  die  Bedingungs- 
gleichungen selbst  folgen  die  in  diesen  übrig  bleibenden  Fehler ,  und 
ewar : 
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1 

Ja  cos  if 

JS 

1850 

— 1"6 

+2'6 

1852 

+2.1 

+0.7 

1854 

+1.5 

+2.7 

1856 

—2.0 

—1.1 

1857 

—0.9 

+1.3 

1858 

—0.4 

—2.2 

1860 

—0.8 

+1.9 

1862 

—0.1 

+0.2 

1864 

+1.1 

+0.2 

1865 

—1.8 

+0.5 

und  aus  diesen  ergiebi  sich  die  Summe  der  Quadrate  der  ttbrig  blei- 
benden Fehler  ss  45.5,  mit  dem  obigen  Werthe  zur  Genüge  überein- 
stimmend. 

Fügt  man  hierauf  die  obigen  Verbesserungen  den  provisorischen 
Elementen  hinzu,  so  werden  diese  schhessHch 

c  =  21 0U6' 34*30 

n  :=  313364''4367 

7j  =  1 22<^  35'    9^78 

0  =     18  48  41.12 

i  =     37  10  40.33 

9)  =s       4  59  47.35 
loga  =s  0.4110315 

tu   = 


1054.4t 

die  den  unten  folgenden  Tafeln  zu  Grunde  liegen.  Die  Jupilermasse  ist 
wie  man  sieht  grösser  geworden,  jedoch  nicht  so  gross,  wie  andere 
neuere  Berechnungen  ergeben  haben. 

Aus  der  obigen  Summe  der  Quadrate  der  übrig  bleibenden  Fehler 
folgt  auf  bekannte  Art  der  mittlere  zu  befürchtende  Fehler  eines  Normal- 
orts s  r84. 

14. 

Als  Rechenbeispiel  soll  der  Ort  der  Egeria  fUr  1862  Sept.  21.5 

m.  Z.  Berlin  gerechnet  werden.    Die  den  Tafeln  voran  gestellte  Hulfs- 

tafel  giebt  hiemit 

1862+264.5  Tagen 
und  man  erhält  ferner 
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1,    4  862 
«Oü* 

2/    60* 
/        4*.  5 

Arg.« 

494.806 

52.960 

45.888 

1.49S 

A 

2530    9.'2 
45    28.48 
13    38.54 
1      4.39 

B 

230»  4  9.'6 
4  4   25.74 
4    49.72 
49.48 

2Ä 

436  22 
-4  59 

C 

308«    9' 
42   44.4 
3   40.3 
4  6.5 

4520  30' 
46  37.4 
4  59.4 
22.4 

,  Ai-gJ, 

264.846 
Verb. 

343    47.6 
-3    52.0 

249   24.5 
—4    43.6 

324   20 
-4      3 

474  29 
-4  25 

bis8,  Arg.1,  P{ 

309    25.6 

3    34.7 

+3.5 

248    40.9 

220   49.9 

+3.7 

323    4  7 
74    42 

473     4 
234  43 

'ogP  { 
log  sin 

343      3.8 
4.84209 
-t-45 
9.86368n 

408   34.5 
3.85399 
-24 
9.97676 

434  23 
2.6449 

9.8544 

34   59 
2.530 

9.758 

47  47 
2.8.354 

9.8664 

ferner 
Arg.    I. 

»      II. 

»     III. 

»     IV. 

»      V. 

»     VI. 

»    VII. 

»  VIII. 
»     IX. 


Taf.  1 
=  22.90 

=  35.72 

=  41.86 

=  22.15 
=    8.04 

=  34.90 

=  35.45 

=  13.16 
»    3.05 


.  1,  1862 

2   SOO'^ 

60* 


4*.  5 


3,Arg.  1,Vb. 


Arg.  2 

54 

46 

44 

4 

3 

284 

4t 

3 

0 

298 

4 

446 

46 

14 

4 

4  77 
-4 

5 

25.364 

34.496 

40.349 

0.776 

70.985 
—2.933 

6 

343.524 
2.4.32 
0.730 
0.055 

7 

27.7 
4.8 

46.4 
4.3 

8 

23.84 
2.94 
0.88 
0.07 

l 

42.000 
0.548 
0.464 
0.042 

445 
-4 

34  6.744 
—0.207 

0.2 

27.73 

42.724 

414    1 

473 

68.052 

346.534 

0.0144: 
0.01691 


0.0162 


ÄDin.  Diese  Argumenle,  die  ich  hier  des  Formates  wegen  von  den  A,  B,  etc. 
Setrennt  hingeschrieben  habe^  pflege  ich  in  der  Anwendung  gleich  neben  diesen  .  auf 
ein  Quartblatt  grossen  Formates  hinzuschreiben.  Auch  lasse  ich  immer  so  viel  Platz^ 
dass  die  durch  Logarithmen  zu  berechnenden  Siörungsglieder  der  beiden  anderen 
Coordinaten  gleich  unier  den  obigen  ähnlichen  hingeschrieben ,  und  alle  Logarithmen 
^tvimittelbar  nach  einander  aufgeschlagen  werden  können. 


—  14994,    Taf.  11,  Arg.1 
-1-6769 


»   -I-  292 
=r  -I-  194 

=  -I-  503 

-Hl  463 
+ 2^ 

-H9223 
—  14994 


» 


»    12, 

D       13, 


»  2 

>  3 

D  5 

»  6 


0 
5 

17 
r  6548 

l        0 

3433 

57 


/  34 


»    14  bis  19 


1248 


Taf.  14,  Verl.  Arg.  I. 
»15  »  »  II. 
»16      »       »     III. 


17 


» 


IV. 


»     18      »       »       V. 


19 


» 


a.  =  —  5771    .     . 

i4,  B 

»id21,   Arg.  4,  P    I 

Hp   { 

log  sin 


11194 
.  -  5771 


»     VI. 
Sa. 


250       260       270 


638 
274 
143 

61 
79 

63 


598 

568 

284 

294 

159 

476 

59 

59 

87 

90 

61 


61 


1258,    1248,    1248 


5423  =  Summe  d.  Störungen  d.  mittl.  Anomalie. 


309»  26' 
275       9 
-h4 


248^2 
139.6 


224  39 
2.8230 
-hl 
9.8468n 


27.8 
2.063 

9.669 


Abhanill.  d.  K.  S.  GeftrlUcii.  d.  WisMiisoh.    XIII 


28 
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p  sin  (P-hA) 
p  sin  [P-hB] 
Taf.  22,  Arg.  1 


468 
54 

40 


Sa.  =  —374 


Taf.  24,  Arg.  1       0 
»  »41 

»25,       »5     46 
»    26  bis  30     i32 


Taf.  26  Verl.  Arg.     1. 


149 
-374 


» 
» 
» 


27 
28 
29 
30 


» 

n 
» 
» 


»     VI. 

»  yn. 

»  VIII. 
»    IX. 


250 

260 

S6 

26 

9 

9 

59 

56 

49 

23 

45 

47 
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—225  =  Summe  der  Störungen  des  Loi;.  des  T 


Aj  B,  etc. 
Taf.  3(  his35,    Arg.  4,  P  { 

•ogp      { 
log  sin 


3090  26' 
246   37 
+42 


496    45 
2.6166 
-5 
9.4469n 


2480  44' 
422    40 


40    24 
2.0442 

9.2545 


4360  4 
490,  9 


327,  3 
4.440 

9.732n 


3230  3 
44,  5 


334,  8 
4.433 

9.629n 


47304 
4  73,  7 


346,  8 
4.564 

9.959n 


ps 
ps 
ps 
ps 
ps 


f8.5 


n(P^A)     -4  45.6 
n  [P-hB)  H 

n(P+2B)  -     7.0 
n  (>+C)     -     5.8 
n(P+Z))     -     8.4 
consianie  —  90.0 
Taf.  36,  Arg.  4  +428.9 

»    37     »     ^+     0.5 

—226.8 
+447.9 


Sa.  s  +224.4 


Taf.  38,    Arg.  4       43.9 
39,       »     5  {     ^^ 

20.3 


» 
» 


40  bis  43 


38.7 


.  +224.4 


Taf.  40,  Verl.  Arg.  I. 

»44       »       »  IT. 

»     42      »       »  III. 

»43      »       »  V. 


250 


8.6 
7.9 
0.7 
4.2 


48.4    1 


-1-259.8  s   Summe  der  Störungen  du 

Coordinate  =  u. 


Taf.  44,  4  86t 

n    45  {  60d 
l     4d.5 

»    46,  Arg.  7 
»     47      »      8 


Sa. 


w+17 

i 

4  03087579 

-soo.t 

478 

-   48.8 

443 

-      4.4 

44 

-      0.8 

80 

+    s.o 

606 

-   44.0 

408088847 

-330.4 

4  8087988 

SfO 

96 

7 

40 

448 


4  8088806 


Taf.  48 


474098087 
47.66364.4 
44.19909.1 
4.07843.9 


4  861 

10  Od 

60 

4.5 

mittl.  Anom.  18bOoi604 
Störungen 5413 

nx  tx  "188017017 
Taf.  49,  Mittlp.  Gl. 

Taf.  50,  Red. 

wegen  {s) 


Taf.  54,  logfactor 

Iog(*) 

Zahl 


0.6133n;  logconst. 
1.5869    ;  logu 

8.14  Oln    logr" 
-4  628      \ogs 


188007017 

=   -7.89154  I  Taf.  51,  logr 
I   4  08.88847  Stör. 

r   338097613 


0.4        ;  logf 

1.4447    logaia(^+M^iy) 

0.4811 

1.8815  Zahl 


0.431498, 
-115 


Taf.  58 


oder  durch  die  Hülfstnfel 


;    +4.76690 

—  4618 

I      48.88806 

a  =   857064  496 


logr     =   0.484978 


<c  s 


357036'58"9 


flin  $ 

log  sin  (f 
logr 
log  ros  J 


-0.16 

-0.16 

9.4118 
0.4349 
9.9841 
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Aus  dem  Berl.  Jahrbuche  für  1 862  berechnete  ich 
A  =  178<^  47'  36"3,  logÄcosD  =  0.001369,  logÄsinZ)  =  7.962128 
und  hiemit  ergab  sich  durch  die  AusdrUcke(A)  des  Art.  9 

IS|0|OUS"4,  log8in(il-a)  s  8.84  8456»,  log A  cos D  sin  (il-a)   s  8.8U585fiJog/i8inZ)  =  7.96t1t8 

logAcost;  3B  0.004869     logcos(a'— a)  s  9.990964     8obtr.log    s       ^5596 

log  COS  {A  -  o)   =  ^9%n  0.>05804      log  r  sin  J  =  9.854799« 

log/iCOsDcos(il-a)   =   0.004277»   logtg(a'~a)  =   8.409SS4      logdsinJ'  =  9.849t08n 

subtr.log  s  -240889     «'-a  ss   —00  44'  4S"8     logCOsJ'     »   9.964504 

logrcosJ  =   0.446498     a  =s   857    86   58.9  0.>05840 

tt"  a  8860  5r44"6      log  tgcf        s  9.648868» 

J'  as   -«8O46'4  0"O 
logd  =  0.t488S9 

Diese  Werthe  von  a  und  d'  bekommen  noch  die  oben  angeführte 
Terbesserung  wegen  Fehler  der  angewandten  Sonnenlänge. 


Zusatz  I. 


15. 

In  der  oben  angezogenen,  in  den  A.  N.  Nr. 823  u.  f.  abgedruckten 
Abhandlung  habe  ich  einige  Relationen  und  numerische  Ausdrücke,  ohne 
ihre  Ableitung  anzuführen ,  aufgestellt ,  weil  ich  meinte  annehmen  zu 
dürfen,  dass  jeder  Astronom  sie  sich  richtig  würde  ableiten  können. 
Dass  dieses  jedoch  nicht  ohne  Ausnahme  der  Fall  ist,  habe  ich  dadurch 
in  Erfahrung  gebracht,  dass  mir  Zuschriften  zugegangen  sind,  die  un- 
haltbare Bedenken  gegen  die  eine  oder  die  andere  dieser  Relationen 
enthalten.  Ich  will  daher  hier  Gelegenheit  nehmen  die  Ableitung  dieser 
Relationen  zu  geben ,  in  soweit  dieses  durch  trigonometrische  Behand- 
lung geschehen  kann.  Die  erste  Grundlage  aller  dieser  Relationen  bildet 
die  Theorie  der  Bewegung  der  Erde  um  die  Sonne,  oder  die  Sonnen- 
bewegung, und  die  Theorie  der  Umdrehung  der  Erde  um  ihre  Achse, 
aber  es  würde  viel  zu  weit  fuhren,  wenn  ich  diese  beiden  Theorien  hier 
von  Neuem  entwickeln  wollte ,  und  aus  diesem  Grunde  muss  ich  sie  als 
bekannt  annehmen. 

Ich  werde  hier  auch  nur  die  Roduetion  der  Planeten  auf  den  gleich- 
zeitigen Aequator  und  den  gleichzeitigen  Frühlingspunkt,  oder  Aequinox, 
behandeln ,  da  diese  zusammengesetzter  ist  wie  die  Reduction  auf  die 
homologe  Ecliptik. 

Die  in  der  angezogenen  Abhandlung  mit  t^  bezeichnete  Zeit  f^llt  in 
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dem  Falle ,  wo  die  absoluten  Slörungen  berechnet  sind ,  und  in  Tafeln 
gebracht  werden  sollen ,  mit  der  dort  <^  genannten  Zeit  zusammen,  und 
ich  werde  daher  hier  diese  beiden  Zeitpunkte  für  identisch  halten,  und 
mit  to  bezeichnen.  Vorläufig  werde  ich  auch  ^  mit  T  für  identisch  hal- 
ten ,  weil  ich  meine ,  dass  die  Ableitungen  dadurch  fereinCacht  werden, 
und  erst  gegen  das  Ende  dieses  Aufsatzes  werde  ich  t^  von  T  abson- 
dern. Die  Figuren,  aus  welchen  die  erforderlichen  Relationen  entnom- 
men werden  können,  werde  ich  hier  beifügen. 

Als  Einleitung  zu  der  eigentlichen  Aufgabe  werde  ich  die  Relationen 
zwischen  der  Luni-Solarpräcession  und  der  allgemeinen  Präcession  ,  so 
wie  zwischen  der  veränderlichen  und  einer  constanten  Schiefe  der 
Eclrptik  ableiten,  und  vor  Allem  die  Ausdrücke  aufstellen,  die  aus  der 
Theorie  der  Sonnenbewegung  und  der  der  Umdrehung  der  Erde  um 
ihre  Achse  als  bekannt  betrachtet  werden  müssen. 

16. 

Sei  Teine  bestimmte,  und  t  irgend  eine  unbestimmte,  in  Juliani- 
schen Jahren  auszudrückende  Zeit,  g  die  Neigung,  und  m  die  Länge  des 
aufsteigenden  Knotens  der  zur  Zeit  t  statt  findenden  Ebene  der  Ecliptik 
in  Bezug  auf  die  zur  Zeit  T  statt  findende ,  und  das  dieser  Zeit  zukom- 
mende Aequinox,  dann  giebt  die  Theorie  der  Sonnenbewegung  g  und  m 
in  der  folgenden  Form : 

sinjsinm  =  a{l—T)+d{t—Ty 
sing  cos  m  =  b  {l—T)+b' {l—Ty 

wo  a,  a\  6,  b'  sich  als  numerische  Goefficienten  darstellen,  von  welchen 
a  und  b  von  der  ersten ,  a  und  b'  hingegen  von  der  zweiten  Ordnung 
in  Bezug  auf  die  Massen  der  störenden  Planelen  siiid.  Die  Werthe 
dieser  Goefficienten,  die  ich  bei  der  Bearbeitung  der  Sonnentheorie, 
unter  der  Annahme  des  Anfangs  des  Jahres  1 800  für  T\  gefunden ,  und 
den  Sonnentafeln  einverleibt  habe,  sind  die  folgenden : 

a  =  +0"057723,  ä  =  +0^00001 8870 
b  =  —0.467698,  b'  =  +0.000005623 

Sei  femer  e  die  Neigung  des  Aequators  zur  Zeit  t  gegen  die  Eclip- 
tik zur  Zeit  T,  {e)  dieselbe  zur  Zeit  T,  und  tp  die  Zurückweichung  der 
Aequinoctialpunkte  auf  der  Ecliptik  zur  Zeit  T,  während  des  Zeitraums 
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t — T,  also  ip  die  Luni-Solarpräcession  sammt  der  Nutation,  dann  giebt 
die  Theorie  der  Umdrehung  der  Erde  um  ihre  Achse 

V;  =  i:(<— T)+i:6cotg2(«)(r— r)2+^v 

*)  wo  f  ein  numerischer  Coefficient  —  die  Luni-Solarpräcession  für  die 
Zeit  T  —  ist,  der  gleichwie  («)  nur  durch  Beobachtungen  ermittelt  wer- 
den kann,  und  ^\p  und  Je  die  Nutation  der  Länge  und  der  Schiefe  der 
Ecliptik  bedeuten,  die  vom  Werthe  von  f  und  anderen  bekannten  Grössen 
abhängen.  Die  numerischen  Werthe,  die  ich  in  der  angezogenen  Ab- 
handlung zu  Grunde  gelegt  habe,  sind  die  folgenden,  die  ich  aus  Bes- 
sels  Bestimmung  der  Präcession  abgeleitet  habe : 

(f)  =  23«  27'  srso 
f  =  50"35593 

Jip  =  +17*332  sin  0—  0^2 08  sin  20—  1"254sin  20 
Ja    =  +  9"271  COS0—  0.091  cos  20+  0.544  cos  20 

die  sich  auch  auf  T  =  1 800  beziehen ,  und  in  welchen  0  das  Supple- 
ment der  tropischen  Länge  des  aufsteigenden  Mondknoten  auf  der  Eclip- 
tik, und  0  die  tropische  Sonnenlänge  bedeuten.  Die  Säcularänderungen 
der  NutationscocfGcienten  habe  ich  auch  berechnet ,  aber  so  unbedeu- 
tend gefunden,  dass  sie  durchaus  keine  Berücksichtigung  verdienen. 

17. 

Ehe  wir  die  Hauptaufgabe  vornehmen,  sollen  die  Ausdrücke  fUr 
die  allgemeine  Präcession  und  Schiefe  der  Ecliptik  abgeleitet  werden, 
und  dazu  die  folgende  Figur  dienen ,  die  uns  auch  weiter  unten  nützlich 
werden  wird. 

Die  Linien  dieser  Figur  sollen  grösste  Kreisbögen  auf  einer  Kugel- 
oberfläche von  unbestimmtem  Halbmesser  vorstellen,  und  ihre  Bedeu- 
tung ist  in  der  Figur  angezeigt.  Sie  stellen  die  Ecliptik  und  den  Aequa« 
tor  in  den  zwei  von  einander  verschiedenen  Zeitpunkten  t  und  T  dar, 
and  es  sind  demzufolge,  und  da  die  Bewegung  von  der  linken  zur  rech- 
ten gedacht  wird,  der  Punkt  B  das  FitQilingsäquinox  zur  Zeit  T,  so  wie 
T  dasselbe  zur  Zeit  /. 


*)  Bei  PoissoD  kommt  im  Coeflicienten  von  (t — T}^  des  Ausdrucks  von  tjß  noch 
ein ,  von  der  Säcuiaränderung  der  Excentricität  der  Erdbahn  abhängiges ,  Glied  vor, 
dessen  numerischer  Werlh  aber  so  kleui  ist,  dass  ich  meine  es  weglassen  lu  dürfen  * 


^  8in^gjinm+ ^   j  m-^/-  sin » <?  sin  ifi  cos m 

sinc  sin«         *^  8in2«  i' 

Substituirt  man  nun   die  eben  gegebenen  Ausdrücke  von  sin  9  sin  m, 
sin^  cosm,  t^,  «,  so  erhält  man 

e,  =  {6)+b{l-T)+\b'-iaS+ia^coig{6)\{t-TY+Je 
tp,  =  {i:-acotg(£)j(<-T) 

+  jiaft(1+2  cotg^(.))-acotg(.)-,^.„/^^^(J  ((-r)^^.^V. 

indem  die  Producte  von  Jtp  und  Jt  mil  a  und  b  ganz  unmerklich  sind. 

Die  allgemeine  Präcession  i/;i  ist  in  der  angezogenen  Abhandiun, 
eben  so  bezeichnet,  und  unter  der  Form 

tp,  =  c{l-T)+c{l-Ty+N 

aufgestellt  worden,  die  Vergleichung  mit  dem  Vorhergehenden  giel 
daher 

c  s=  f— acotg(«) 

c'  =  ia6(i+2cotg2(*))-a  cotg(6)-i^^^\~ 
N  =  Jxp 

Durch  die  Substitution  der  oben  angeführten  numerischen  Wertbe 
kommt  man  hieraus 

c  =  50"22295,  c   =  +0"00011207 

wie  in  der  Abhandlung ,  und  der  dort  angegebene  Werth  von  N  stimmt 
auch  mit  dem  hier  angegebenen  Werthe  von  .J\p  überein.  Substituirt 
man  ferner  dieselben  numerischen  Werthe  in  den  obigen  Ausdruck  für  «i, 
so  ergiebt  sich 

6t  =  23«27''5r80  —  0"467698(r—T)— 0^000001405  (/—T)» 
+9"271  cos  0  —  0*091  cos2  0+O"544cos© 

wo,  gleich  wie  in  dem  numerischen  Ausdruck  fün/zi,  T  s=  1800  zu 
setzen  ist.  Auch  dieser  Ausdruck  ist  identisch  mit  dem  in  der  angezo- 
genen Abhandlung  gegen  das  Ende  des  Art.  18  angeführten  Wertbe 
derselben  Grösse,  wobei  indess  bemerkt  werden  muss,  dass  dort  durch 
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Verseben  in  der  Nutation  0^089  statt  0^091  und  0"5ö1  statt  0^342  an- 
gesetzt worden  sind,  welche  Unterschiede  aber  keinen  Belang  haben  ^). 
Der  Bogen  A  kommt  in  der  angezogenen  Abhandlung  nicht  vor, 
wird  hier  aber  weiter  unten  gebraucht  werden. 

19. 

Wir  kommen  jetzt  zu  der  Hauptaufgabe,  die  darin  besteht,  die 

Grössen 

a  ^  sinq)  sin  k 

/?  =  sin  f)  cos  k 

durch  bekannte  Grössen  auszudrucken.  Es  bedeuten  hier  q)  dieNeigung 
des  Aequators  zur  Zeit  t  gegen  den  Aequator  zur  Zeit  t^  oder  hier  i^, 
und  k  die  grade  Aufsteigung  des  aufsteigenden  Knotens  jenes  auf  diesem. 
2ufolge  des  Art.  1 5  soll  aber  hier  vorläufig 

gesetzt  werden ,  und  es  sind  daher  zunächst  nicht  die  vorstehenden, 
sondern  die  folgenden  Grössen 

^2  =  sin  (p2  sin  /c^ 
ß2  =  sin  q)2  cos  ^ 

^vo  92  die  Neigung  des  Aequators  zur  Zeit  (  gegen  den  zur  Zeit  T, 
und  k2  die  von  dem  zur  Zeit  T  statt  findenden  Aequinox  gezählte,  grade 
Aufsteigung  des  aufsteigenden  Knotens  jenes  auf  diesem  bezeichnen. 
"Wenden  wir  uns  nun  zur  Figur  des  Art.  1 7,  so  ist  sogleich  zu  erken- 
nen dass 

BGF  =  92 

BG  =  h 

sind,  und  macht  man,  mit  Rücksicht  auf  den  Inhalt  der  Anmerkung  zum 
Art.  17,  GE  =  OB,  so  erkennt  man,  dass  der  Bogen  FE  die  Zurück- 
weichung der  Aequinoctialpunkte  auf  dem  Aequator  während  der  Zeit 

l—T  isi.  Sei 

FE  =  XP2 

hiemit,  und  mit  Zuziehung  der  im  Art.  17  schon  eingeführten  Bezeichnun- 
gen der  übrigen  Tbeile  der  Figur,  ergiebt  sich,  dass  in  dem  sphärischen 

*)  Ich  darf  Dicht  unterlassen,  hier  anzuführen,  dass  die  GoefBcienten  der  Aende- 
ningen  der  beiden  Präcessionen ,  der  Schiefe  der  Ecliptik  u.  s.  w.  die  Bessel  in  den 
»Tabulae  Regiomontanae«  angewendet,  bedeutend  unrichtig  sind. 
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Dreieck  CDG  dieSeileD  und  die  gegeDüberliegendea  Winkel  die  folgenden 

V  .  fe  .  fe  +  V^a  +  A 

sind.  Die  sphärische  Trigonometrie  giebt  nun  zuerst  die  strengen  Glei- 
chungen 

cos  i  9)2  sin  4^  [\p2+X)  =  sin  |  \p  cos  -J^  («+(*)) 
cos  ^  9)2  cos  J  (t/^-2+A)  =  cosj  t/;  cos  J^  («—((«)) 

und  da  mit  Rücksicht  auf  den  Grad  der  Genauigkeit,  der  hier  festgesetzt 
worden  ist,  in  diese  Gleichungen 

coßi  («—(*))  =  1 ,  cos  4-  (*+(«))  =  cos  («) 
gesetzt  weixlen  darf,  so  geben  sie  sogleich 

\p2  +  ^  ^  \p  cos  {f) 

die  bis  auf  Grössen  dritter  Ordnung  richtig  ist.  Die  Substitution  der 
obigen  Ausdrücke  für  \p  und  e  verwandelt  diesen  Ausdruck  in  den  fol- 
gendeo, 

xp2+X  —       i:cos(€)(<— T) 

+  ?6  cos  (e)  cotg  2  {t){t—Tf'\-J\p  cos  (a) 

Es  ist  hier  ein  mit  dem  Product  der  Präcession  in  die  Nutation  multipli- 
cirtes  Glied  übergangen  worden,  und  es  soll  dieses  auch  in  allen  fol- 
genden Ausdrücken  geschehen,  da  diese  Glieder  nur  in  den  seltensten 
Fällen  merklich  werden.  Uebrigens  wird  weiter  unten  ein  Verfahren 
angegeben  werden,  durch  welches  man  diese  Galtung  von  Gliedern  aus 
den  Endformeln  ableiten  kann. 

Die  Substitution  des  oben  erhaltenen  Ausdrucks  fUr  X  in  den  vo- 
rigen giebt  endlich 

V2  =  ifcos(«)-,-5^}(<-T) 

+  (  ah  ^?Vn  -  i  f*  l±i£l5^  _ ... «'    { {t-  T)^+Jtp  cos  (f). 

l        Sin  2  (fj         * »         sin  (€}  sin  {€)  )  ^  '  ^         ^  ' 


20. 

Dasselbe,  im  vor.  Art.  eingeführte,  sphärische  Dreieck  giebt 

sin  (p2  sin  (/C2+V/2+A)  ^  sin  {e)  sin  t/;  sc  i/;sin  {e) 
sin  q>2  cos  {k2+yf2+X)  =  —  cos  [e)  sin  «  +  sin  («)  cos  e  cos  tfß 

=  —  sin  (« — («))  —  -J-  v^  sin  (f)  cos  (f ) 
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bis  auf  Grössen  dritter  Ordnung,  und  es  wird  nach  der  Substitution  der 
Ausdrücke  für  %p  und  e  folglich 

sin^ssio  (^2+^2+^)  =  i:sin(«)(/— T)+f6sin(«)cotg2(€)(/— T)2^^ysin(«) 
sin  (fi  cos  (fe+^+A)  ^  —  -i  I S^  sin  («)  cos  («)  +  fa  j  {t —  Tf  —  Je. 

Die  Elimination  von  X  durch  dessen  im  Art.  1 8  entwickelten  Aus- 
druck giebt  daher 

sinyjsin  (fe+v^)  =  fsin(6)(r— r)+St sin (f)colg 2 (€)(/— 1)^+^ sin (f) 
sin  9)2COS  (Ä2+V2)  =  —  i  { f  sin  {e)  cos  («)— fö  i  {l—  Tf—Je. 

Nimmt  man  daher  an  dass 

sin  92  sin  (fc2+v;2)  =  a,  [t—T)  +  a\  [t—Tf^N 
sin  qn  cos  (fc2+v;2)  =  —  h\  [t—  Tf  +  N' 

so  erballen  die  jetzt  eingeführten  GoefBcienten  die  folgenden  Ausdrücke 

ax  =  fsin(«) 

Ci     =  i:C08(«)— jj^ 

a'i  =  f6sin(«)cotg2(€) 

h\  =  i|S«sin(f)0Qß(«)~fa| 

cos(«)  ,  ^1  4  +«8in2(«)  a' 


«'.  =«*£\^-iC6 


sinS(c)         '  *  8in(f)  sin  (6) 

N  =^  Jip  sin  («),  iV'  =  —  ^f ,  iV*  =  ^y  cos  (a) 

und  man  erkennt,  dass  die  Gleichung 

Ol  ci  =  2  6'i 
zwischen  denselben  statt  findet. 

Die  vorstehenden  Gleichungen  sind  mit  den  ersten  Gleichungen  des 
Art.  14  der  angezogenen  Abhandlung  identisch,  nur  dass  dort  t/;i  statt 
V^  und  a,c^  etc.  statt  au  Cu  etc.  geschrieben  worden  ist,  welches  hier 
nicht  tbunlich  war ,  da  ai ,  oi ,  etc.  in  Function  von  a,  6,  etc.  dargestellt 
worden  sind,  und  %p2  und  \pi  verschiedene  Bögen  Einer  Figur  sind,  die 
Dicht  gleiche  Bezeichnung  bekommen  durften ,  wogegen  a.  a.  0.  diese 
Umstände  nicht  vorhanden  waren.  Ich  mache  ausserdem  darauf  auf- 
merksam, dass  die  Gleichung  2  &'i  =  ai  ci ,  die  hier  bewiesen  worden 
ist,  in  jener  Abhandlung  schon  angegeben  wurde. 

21. 

Ziehen  wir  jetzt  die  folgende  Figur  in  Betracht,  in  welcher  die 
Linien  wieder  Bögen  grösster  Kreise  auf  einer  EogeloberflSche  von  un- 
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[»* 


Ae9>u.Z.T 


bestimmtem  Halbmesser  bedeuten.  Da  hier  wieder  der  Punkt  B  das 
Frühlingsäquinox  zur  Zeit  T,  und  F  dasjenige  zur  Zeit  /  bedeuten ,  so 
sind  wieder  die  Bögen 

und  auch  so  wieder  der  Winkel 

BGF  =  (p2. 

Lässt  man  ferner  P  den  Pol  des  Acquators  zur  Zeit  t ,  und  Po  den  Pol 
des  Aequators  zur  Zeit  T  bedeuten ,  so  sind  die  Bögen  GP  und  GPo  auf 
der  Kugcloberfläcbe  jeder  90^  lang,  und  die  Winkel  GPPo  und  GPoP 
sind  rechte  Winkel,  endlich  sind  auch  die  Bögen 

PPo  =  dem  Winkel  LGK  oder  BGF 


GL  = 
GK  = 


» 


» 


GPL 
GPqK, 


Bezieht  man  nun  den  Punkt  Q,  in  welchem  die  bez.  auf  den  Aequa- 
tor  zur  Zeit  t,  und  den  zur  Zeit  T  senkrecht  gezogenen  Bögen  PL  und 
PoK  einander  schneiden,  auf  beide  Aequatoren  der  Figur,  und  nennt  für 
die  Zeil  t  die  grade  Aufsteigung  und  die  Abweichung  desselben  a  und 
dj  so  wie  für  die  Leit  T  die  analogen  Bögen  ao  und  do,  dann  sind  in  dem 
sphärischen  Dreieck  QPPo  die  Seiten  und  die  gegenüber  liegenden 
Winkel 

(P2,  900  — (J,  90«  — (Jü 

»      dO^  +  ao  —  ki,    90»  — (a— fe2  — V^2) 

und  die  sphärische  Trigonometrie  giebt  uns  die  Gleichungen 


f 

1 
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cos  d  cos  {a  ^^  Ih  —  ^2)=  cosdoCOs(ao  —  fe) 

cos  d  siD  (ce  —  h  —  Vi)  =  sin  do  sin  ^2  +  cos  da  cos  ^  sin  («o  —  Ä2) 

sin  ()  =  sin  ^0  cos  (p2  —  cos  do  sin  92  sin  (oo  —  &2). 

Aus  den  beiden  ersten  dieser  folgen,  wenn  man  gleich  einige  der  Glieder 
dritter  Ordnung «weglSsst,  leicht  die  folgenden, 

J ds i n  (a— «0 — t^)  =  sin  do  sin  ^ cos («o — ki)  —  f  cos dos\n^q>2 sin («0—^2) cos (0© — kt) 
rfoos  (a — Oo — t^)  =  cos  ^0  +  sin  do  sin  ^2  sin  (ao — fe) — ^  cos  du  sin  ^^  sin  ^(«o — fe). 

Setzt  man  nun  zur  Abkürzung 

sin  (p2  sin  (fe  +  t;;2)  =       h 
sin  ^2  cos  (fe  +  V^)  ^  —  /, 

^^o  zu  bemerken  ist ,  dass  h  von  der  ersten ,  aber  /  von  der  zweiten 
Ordnung  ist,  dann  gehen  die  beiden  vorstehenden  Gleichungen,  die 
^rste  bis  auf  Grössen  dritler ,  und  die  zweite  bis  auf  Grössen  zweiter 
Ordnung  in  die  folgenden  über 

C0S()  sin  (a— ceo-— 1/;2)  =  /lsindbsinao~~*^sindbcosao 

+'  i^  cos  do  h^  sin  ceo  cos  ao+tp2  h  sin  d^  cos  oo 
cosdbcos(a'-ao-— V;2)  ^  cosd'o-— AsindoCOSceo 

und  geben  durch  die  Division,  mit  Rücksicht  darauf,  dass  aus  der  stren- 
gen Gleichung  ib\  =  ai  Ci  bis  auf  Grössen  dritter  Ordnung  die  Gleichung 

folgt 

a — ao  =  V'2+&tgdbsinao+/tgdoCOSao+l&^(1+2tg^do)sinaoCOSao. 

Die  dritte  der  obigen  strengen  trigonometrischen  Gleichungen  giebt,  mit 
Rücksicht  auf  die  eben  erhaltene  Gleichung  Ai^  =  2/,  bis  auf  Grössen 
dritter  Ordnung, 

sind  s  sin  d;»  +  &  cos  d^o  cos  Oo  —  /cosd^sinoo — i^A^sindo 

und  hieraus  bekommt  man  durch  Hülfe  eines  oben  bei  der  Entwicke- 
lung  von  €i  angeführten  Satzes, 

d— do  =  Acosao  — isinoo  — i^Ä^tgdbsinW 

Diese  Ausdrücke  fUr  a — oo  und  d — do  stimmen  mit  den  anderweitig  be- 
kannten Ausdrücken  für  die  Präcession  und  die  Nutation  in  grader  Auf- 
steigung und  Abweichung  eines  Fixsterns  vollständig  überein ,  und  die 
erste  derselben  zeigt  die  Richtigkeit  der  in  der  oft  angezogenen  Ab- 
handlung Art.  1 4  gegebenen  Erklärung  der  Bedeutung  der  Ausdrücke 
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für  A,  /  und  (p2.  Es  folgt  nämlich  aus  der  vorhergehenden  Analyse,  dass 
in  der  That 

die  in  dem  Ausdruck  der  Präcession  in  grader  Aufsteigung  eines  Fix- 
sterns mit  der  Tangente  der  Abweichung  und  dem  Sinus  der  graden 
Aufsteigung  multiplicirten  Glieder, 

h\[t—Tf 

das  in  denselben  Ausdruck  mit  der  Tangente  der  Abweichung  und  dem 
Cosinus  der  graden  Aufsteigung  multiplicirte  Glied,  und 

die  in  demselben  Ausdruck  von  dem  Orte  des  Fixsterns  unabhängigen 
Glieder  sind ,  so  wie  dass  iV,  N\  N"  in  dem  Ausdruck  der  Nutatipn  in 
grader  Aufsteigung  eines  Fixsterns  auf  dieselbe  Weise  enthalten  sind. 

22. 

Wir  wollen  jetzt  to  von  T  verschieden  annehmen  und  die  Relatio- 
nen zwischen  a,  ß  und  »2,  ß2  entwickeln.    Dazu  wird  die  folgende  Figur 


^y-^.z,  t 


dienen,  wo  wieder  die  Linien  Bögen  grösster  Kreise  auf  der  Kugelober- 
flclche  bezeichnen,  und  die  Bedeutung  derselben  in  der  Figur  einge- 
schrieben ist.^  Es  ist  nun  wieder  h  der  FrUhlingspunkt  zur  Zeit  T,  und 
yi  soll  den  zur  Zeit  U  bezeichnen,  und  auch  ist  wieder 

m  =  K  BGQ  =  (p2. 
Nimmt  man  den  Bogen  NE  ass  ß£,  so  ist  der  Bogen  MN  die  Zurück- 
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weichang  der  Aeqpainoctialpunkte  auf  dem  der  Zeit  k  zukommendeii 
Aeqaator  wftbrend  deß  Zeitraums  U — T;  es  soll 

gesetzt  werden.  Bezeichnet  man  ferner  die  Nefgung  des  Aequators  zur 
Zeil  to  gegen  den  zur  Zeit  T  mit  <pi,  und  die  grade  Aafsteigviig  des  anf- 
sleigenden  Knotens  jenes  aaf  diesem  mit  fci,  dann  ist  in  d^r  Figur 

der  Winkel  GEQ  »  9, 
und  der  Bogen     BE  =n  k^ 

und  ausserdem  sind 

GQE^  (p 

wenn  den  Grössen  (p  und  k  dieselbe  Bedeutung  beigelegt  wird ,  die  2a 
Anfang  des  Art.  19  erklart  wurde.   Sei  endlich 

ui  =  sin  ^1  sin  k\ 
ßi  SS  sin  (pt  cos  ki 

wahrend  die  oben  schon  eingeftthrlen  ahnKchen  Relationen,  nemlich 

«2  =^  sin  9)3  sin  Ä^ 
/?2  =  sin  (p^coski 
a  =s  sin  9)  sin  k 
ß  =  sin  q>  cos  k 

auch  beibehalten  werden.  Aus  der  Figur  geht  nun  hervor,  dass  im  sphä- 
rischen Dreieck  GQE  die  Seiten  und  die  gegenüber  liegenden  Winkel 
die  folgenden  sind 

—    ki  —  Ä2  ,      ki-^k+xpo 

und  die  Trigonometrie  giebt  daher 

sin  9  sin  {kt — k+tpo)  =  sin9[)2sin(/(i— ^2) 

8ing>C08{kt — k+ip^)  ^  — cos 9)3sin9>i+sin 9)200591  co8(/h-^^)* 

Aber  (pi  und  9)2  sind  kleine  Grössen  erster  Ordnung,  und  da  in  den  vor- 
siehenden Gleichungen  cos  92  nur  mit  sin  9)1 ,  und  cos  (pi  nur  mit  sin  9)2 
multiplicirl  vorkommen,  so  dürfen  wir  sogleicb 

cos  91  S1K  1  ^  cos  9)2  SEB  4 

setzen ,  indem  die  Berücksichtigung  der  folgenden  Glieder  der  Reihen- 
entwickeluni;  dieser  Cosinusse  nur  Glieder  von  der  dritten  und  den 
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höheren  Ordoungen  hervorbringen  würde.  Es  dürfen  daher  die  vor- 
stehenden Gleichungen  sofort  in  die  folgenden  umgewandelt  werden, 

sin  9  sin  {ki — k+xpo)  ^  sin9)isin(Äi — k^) 
8\u(pcos{ki — k+tpo)  ^  — sin  91  + sin  9)2  cos  (Äh — Ä2). 

Durch  Multiplicationen  dieser  mit  sin  (fti+V^o)  und  cos  {kt  +  ip^)  >  und 
durch  Additionen  und  Subtractionen  ergeben  sich  hieraus 

sin  9  sin  k  ^  sin  9)2  sin  (^  +  tpo)  —  sin  q)\  sin  {ki  +  tpo) 
sin  g>  cos  /?  ^  sin  92  cos  {h  +  V'o)  —  sin  91  cos  {kt  +  ^0) 

und  diese  verwandelt  man  leicht  in 

a  ^       («2  —  ai)cost^o  +  OÄ  —  ßi)s\ü%po 
ß  =  —(«2  —  ai)sin  \po  +  (ß2 — ß\)  cos^o. 

Aber  wenn  nur  nicht  die  Zeitpunkte  k  und  T  Jahrhunderte  von  einander 
abstehen ,  so  ist  auch  xpo  eine  kleine  Grösse  .erster  Ordnung ,  und  es 
werden  bis  auf  Grössen  dritter  Ordnung 

a  =  «2  — «1  +Vo(/*2  — /?i) 
ß  =  /fe  — /?!— Vo(«2  — «O- 

Da  ich  hier  ß,  ß\ ,  ßi  nicht  minder  wie  a,  a\ ,  a^  als  Grössen  erster  Ord- 
nung betrachtet  habe,  so  dienen  die  vorstehenden  Gleichungen  auch  zu 
der  Reduction  der  Planetenörter  auf  die  gleichzeitige  Ecliptik,  wenn  die 
betreffenden  Werthe  darin  substituirt  worden;  sie  sind  identisch  mit 
den  Gleichungen  (20)  der  oft  angezogenen  Abhandlung.  Sei  ferner  die 
Präcession  während  des  Zeitraums  t — Iq  mit  xp  bezeichnet,  so  wird 

V  =  V2  — Vo 

man  mag  die  Präcessionen  auf  der  Ecliptik  oder  auf  dem  Aequator  zäh- 
len. Diese  Gleichung  ist  v^ieder  identisch  mit  der  (21)  der  Abhandlung, 
da  hier  in  Bezug  auf  den  Aequator  yp^  dasselbe  bedeutet ,  wie  dort  an 
den  betreffenden  Stellen  xpi.  Will  man  diese  Gleichung  auf  die  Ecliptik 
anwenden ,  so  ist  ausser  dem  Werthe  von  yp^  in  Bezug  auf  die  Ecliptik, 
statt  %p2  die  hier  oben  entwickelte  Präcession  t^i  darein  zu  substiuiren. 

23. 

Wenden  wir  uns  nun  zu  den  Gleichungen 

sin  9)2  sin  (fe  +  t^)  =  ai(t— T)  +  a'i((— T)2^iV 
sin  ^2  cos (fci  +  v^)  =  _6'j(f_r)2  +  iV' 

V;2  =  c,((-T)  +  c,((-T)^+r 
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des  Art.  20  und  eliminiren  durch  Hülfe  der  dritten  i^  aus  den  beiden 
ersten»  so  ergiebt  sich  durch  Zuziehung  der  Gleichung  ib'\  =  Oi  Ci 

02  =  a^{t—T)  +  ax{t—T)^+N 
/?2=  +b\{t-T)^+N' 

*)  und  es  ist  an  sich  klar,  dass  hieraus  die  Ausdrücke  für  «i  und  ßi  ent- 
stehen, wenn  man  k  statt  t  setzt;  dieselbe  Substitution  verwandelt  auch 
tp2  in  t^O'  Da  jedoch  unter  dem  Frühlingspunkt  M  der  Figur  des  vor. 
Art.  der  mittlere  verstanden  werden  muss,  so  müssen  in  den  Ausdrücken 
für  Ol ,  ßi,  tpQ  die  Nutationen  weggelassen  werden.   Wir  erhalten  also 

«,  =ai(<o-T)  +  a'i(«o-T)2 

ß,  =  b\{to-T)^ 

t/,o  =  ci(<o-T)  +  c'i(A,-T)2 

und  da  identisch 

2{to—T){t  —  to)  +  {t  —  toy 
ist,  so  geben  die  Ausdrücke  des  vor.  Art. 

a  =  A{t—to)+a\{t-toy  +  N 
ß=  b\{t-toy  +  N' 

yj  =  C{t-to)  +  c\{t-toy  +  N'' 

"WO 

A  =  ai  +  2ai(<o— T) 
C  =  Ci  +  2c'i(<o— T) 

<lie  wieder  mit  den  betr.  Ausdrücken  der  Abhandlung  identisch  sind, 
Yfenn  man  darin  Oi,  Ci,  a'i,  etc.  für  a,  c,  a\  etc.  und  k  für  t^  schreibt. 

Auch  die  Substitution  der  oben  gegebenen  numerischen  Werlhe  in 
die  hier  entwickelten  Ausdrücke  giebt  die  betr.  numerischen,  in  der  Ab- 
handlung angegebenen  Werlhe  wieder.   Man  bekommt  daher  auch  so- 


*)  Man  kann  hiezu  Folgendes  bemerken.    Die  vorstehenden  Gleichungen  zeigen, 
dass  bis  auf  Grössen   zweiter  Ordnung  in  der  Figur  des  Art.  4  7  die  Dreieckseite 

ÄG  =  ifcj  =  90»  — ^(<— r)  =  900  — iq  [t^T) 
und  dahingegen 

FG  =  Äi-»-V'2  =  ÖOO  +  ^ci  u— r) 
ist.    Die  Summe  der  Bögen  BG-hFG  ist  also  von  i%0^  nur  um  eine  Grösse  zweiter 
Ordnung  verschieden.    Ebenso  ergiebt  sich,  dass  die  Summe  der  Dreieckseiten 

CG-^BG  =  «800+  -r^TT(^'-'^ 

sin  {€)  ^        ' 

also  von  4  80^  um  eine  Grösse  erster  Ordnung  verschieden  ist. 

Abhandl.  d.  K.  S.  GeMlIfch.  d.  Wisieotch.  XIII.  29* 
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wohl  die  analytischen  wie  die  numerischen  Werlhe  der  Grössen  17,  £,  A 
in  allen  verschiedenen  Formen,  die  denselben  in  der  Abhandlung  gegeben 
worden  sind,  unverändert  wieder. 

In  den  vorstehenden  Ableitungen  habe  ich  ein  paar  Bögen  etwas 
anders  definirt,  wie  in  der  angezogenen  Abhandlung  geschehen  ist,  und 
in  Folge  dessen  sind  hier  einige  der  Zvviscbcnrelationen  etwas  anders 
ausgefallen  wie  dort;  nichts  desto  weniger  sind  die  Endrelationen  hier 
und  dort  identisch  geworden.  Ich  habe  diese  Abänderungen  nicht  ohne 
Ursache  vorgenommen ,  denn  solche  bieten  ein  sehr  wirksames  Mittel 
dar,  um  etwa  vorhandene,  versteckte  Fehler  zum  Vorschein  zu  bringen. 

24. 

Um  Nichls  wegzulassen,  was  zur  Verification  meiner  Ausdrücke 
für  ij,  I,  A  dienen  kann,  will  ich  noch  die  folgenden  Betrachtungen  auf- 
stellen und  durchführen,  obgleich  dieses  schon  früher  von  mir  ge- 
schehen ist. 

Das  Verfahren  zur  Rcduction  der  Gestirne  auf  die  gleichzeitige 
Ecliptik  oder  den  gleichzeitigen  Aequator,  welches  Gegensland  dieses 
Aufsatzes,  und  in  den  nachfolgenden  Egeriatafeln  angewandt  worden 
ist,  hat  nur  dann  ausschliesslich  Vortheil,  wenn  es  sich  um  einen  Pla- 
nelen oder  Gometen  handelt,  aber  es  steht  nichts  im  Wege  dasselbe 
auch  bei  Fixsternen  anzuwenden,  obgleich  dieses  keinen  Nutzen  bringen 
würde.  Es  folgt  aber  hieraus,  dass  die  Ausdrücke,  auf  welche  dieses 
Verfahren  fUhrt,  mit  den  Ausdrücken  für  die  Reduction  eines  Fixsterns 
müssen  identisch  gemacht  werden  können,  und  dass  dieses  in  der  That 
der  Fall  ist,  soll  jetzt  gezeigt  werden.  Um  nicht  zu  weit  zu  gehen,  sol- 
len hier  blos  die  Ausdrücke  zur  Reduction  auf  den  Aequator  vorgenom- 
men, und  in  diesen  nur  die  Präcession  in  Betracht  gezogen  werden,  da 
die  Ausdrücke  für  die  Nutation  daraus  von  selbst  folgen ;  auch  soll  zu 
mehrerer  Einfachheit  to=  T  gesetzt  werden.  Da  nun  auch  die  plane- 
tarischen Störungen  wegfallen ,  so  werden  die  im  Art.  7  angeführten 
Ausdrücke  die  folgenden. 

sin  d  =  sin  i  sin  (/+  (ü  +  f])+  {s) 

^  <+tg2^tCOS2(/-+fti  +  f;) 

(ä)  =  f  sin  (/*+«  + ?/) 
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AC08  ö  I  S'O  Ö    .     J.  2  COS  •     .^  ß  ^^„  /j 

I  =  _Acos»siB6  —  ieostcose+A»22^^:;Ä 

■*  8  «in  • 

A  =  v;2— Acotgtcosd+icotgisiofl— Ä^^^^^sjnÖcos« 

,  gleichwie  im  Art.  21 

A  =  sin  9)2  sin  (/c2  + v^) 

—  /    =:  6iQ9)2  cos  (fe  + 1/12) 

d.  Obgleich  ein  Fixslern  keine  für  uns  sichtbare  Bahn,  wie  die  eines 
neten  oder  Cometen  beschreibt,  so  können  wir  doch  eine  solche 
{iren,  für  welche  die  Neigung  i,  die  Knotenlänge  0,  die  Entfernung 
I  Perihels  vom  Knoten  cd  ,  und  die  wahre  Anomalie  f  ist.  Zur  Zeit- 
»che,  auf  welche  sich  die  Bahnele;ßQente  beziehen ,  können  wir  daher 
folgenden  Gleichungen  aufstellen, 

cos  do  sin  («o  —  ö)  =  cos  i  sin  {f+  co) 

cos  do  cos  («0  —  0)  =  cos  {f+  (o) 

sin  do  =  sin  isin  {f+(o) 

rauf  die  vorhergehenden  Ausdrücke  zu  jeder  anderen  Zeit  den  Ort 
ses  Sterns  in  Bezug  auf  den  gleichzeitigen  Aeguator  und  das  gleich- 
tige  Aequinox  geben  müssen.  Da  im  gegenwärtigen  Falle  die  drei 
gen  t,  0,  f+(o  von  den  zwei,  als  gegeben  zu  betrachtenden  Bögen 
und  ^9  vermitteist  der  vorstehenden  Gjeichungen  abhangen,  und  diese 
*  zwei  von  einander  wesentliche  Gleichungen  bilden,  so  kann  man 
weder  irgend  einen  jener  drei  Bögen  willkührlich  annehmen,  oder  als 
e  Function  der  beiden  andern  betrachten ,  und  dieses  kann  auf  ver- 
liedene  Weise  geschehen.   Hier  werde  ich  annehmen,  dass 

f+(o  =  90^ 
,  da  hieraus  eine  einfache  Auflösung  unserer  Aufgabe  e&tspringt. 
rmöge  dieser  Annahme  hekomnsien  wir 

1  substituirt  man  diese  in  die  voranstehenden  allgemeinen  Ausdrücke, 
ergiebt  sich  zuerst,  wenn  wie  immer  die  Grössen  dritter  und  höherer 
dnung  weggelassen  werden, 

_    ,    _       w       ,       (.  sinoo 

*  COSOo  •      C08*do 

sin  ^  SS  sin  do  —  i^tj^sindo  +  S 

29* 
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und 

.  Ir  +  ( -r— X  —  A'^  -^— •-/  Sin  ao  cos  oo 

•  8iD(fo  sin  Jo  8in*Jo 

f  =  Acosdocosoo  —  /cosdi>sinao  =  A^ — ä^j^j — -^ 

A  =  1^  —  Acotg^osinao  —  /cotgd^oCOSao  +  A^-^^lj^sinaoCOSao. 

Die  Substilution  dieser  in  die  vorstehenden  giebt  nach  einer  leichten 
Reduction 

sin^ — sineJb  =  Äcosdocosoo — /cos^osinoo — ih^  sin  io 

die  mit  den  betr.  Gleichungen  des  Art.  21  identisch  sind.   W.  z.  b.  w. 

25. 

Wie  ich  im  Art.  19  ankündigte,  dass  hier  die  Glieder,  die  vom 
Product  der  Nutation  in  die  Präcession  abhängen ,  weggelassen  werden 
sollten,  führte  ich  zugleich  an ,  dass  ich  weiter  unten  ein  Verfahren  an- 
geben würde  um  sie  zu  berücksichtigen.  Dieses  Verfahren  besteht  ein- 
fach darin,  dass  man  in  den  Theilen  der  allgemeinen  Ausdrücke  von  q,  ^. 
I,  A,  die  von  der  Nutation  abhängen ,  statt  der  Werthe  von  i  und  0  die 
der  Zeitepoche  angehören,  die  Werthe  zu  substituiren  hat,  die  dem  Zeit- 
punkt angehören,  fUr  weichen  man  den  Ort  des  Planeten  berechnen 
will ,  und  in  welchem  blos  die  Glieder  niedrigster  Ordnung  der  Prftces- 
sion  zu  berücksichtigen  sind.  Bezeichnet  man  diese  Werthe  mit  ii  und 
dl ,  dann  ist  zufolge  der  oft  angezogenen  Abhandlung  allgemein 

sin  f  1  =  sin » -t- 1 ,     öi  =  ö  +  A 

und  daher  fUr  den  jetzigen  Zweck  hinreichend  genau 

»1  =  t— aisinö(/— <o)-     d\  =  Ö+(ci— ajCOlg»cosö)(< — fc). 

Substituirt  man  diese  in  die  genannten  Glieder,  und  entwickelt,  so  be- 
kommt man  die  analytischen  Ausdrücke  der  verlangten  Glieder. 

26. 

Der  Ausdruck  fllr  die  Lunisolarpräcession,  welcher  im  Art.  1 6  ge- 
geben wurde,  bezieht  sich  auf  die  Ecliptik  fllr  die  Zeit  T  als  feste  Grund- 
ebene,  und  im  Laufe  dieses  Aufsatzes  ist  T=  1800.0  gesetzt  worden, 
da  sich  aber  ereignen  kann ,  dass  man  diese  Präcession  in  Bezug  auf 
irgend  eine  andere  Ecliptik  auszudrücken  wünscht,  so  soll  die  Ent- 
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Wickelung  dieser  Reduction  hier  vorgenommen  werden.  Der  Zeitpunkt, 
auf  dessen  als  fest  betrachtete  Ecliptik  man  die  Lunisolarpräcession  hin- 
führen will,  soll  mit  T«,  und  diese  Präcession  selbst  mit  xpo  bezeichnet 
werden,  man  bekommt  daher  zufolge  des  angezogenen  Artikels 

y,,  =  fo(<-ro)+f6cotg2(«)(<-To)2 

von  ^0  die  unbekannte,  zu  bestimmende,  Grösse  ist.  Die  Nutation  habe 
ich  hiebei  weggelassen ,  weil  sie  keine  merkliche  Äenderung  erleidet, 
wenn  nicht  T — To  eine  Anzahl  von  Jahrhunderten  umfasst,  welcher 
Fall  hier,  wie  überhaupt  in  diesen  Entwickelungen,  ausgeschlossen  wird. 
Ans  demselben  Grunde,  und  weil  hier,  wie  überall ,  die  Grössen  dritter 
und  höherer  Ordnungen  übergangen  worden,  durfte  ich  im  letzten  Gliede 
des  vorstehenden  Ausdrucks  die  sich  auf  den  Zeitpunkt  T  beziehenden 
Grössen  ^,  6,  («),  statt  der  dem  Zeitpunkt  To  zukommenden  setzen. 

Da  die  oben  mit  a,  ß,  %p2  bezeichneten  Functionen  in  jedem  Zeit- 
punkt dieselben  Werlhe  behalten  müssen,  welchem  Zeitpunkt  auch  die 
in  denselben  enthaltenen  Grössen  ^,  (f),  u.  s.  w.  angehören,  so  können 
wir  diese  Eigenschaft  benutzen,  um  unsere  Unbekannte  ^  zu  bestim- 
men, und  da  wir  bei  den  Grössen  zweiler  Ordnung  stehen  bleiben  wer- 
den, so  brauchen  wir  in  den  Entwickelungen  die  mit  {t — t^y  multiplicir- 
ten  Glieder  nicht  zu  berücksichtigen.  Die  Aufgabe  reducirt  sich  hiemit 
auf  die  Identificirung  der  im  Art.  23  mit  A  und  C  bezeichneten  Grössen, 
nachdem  sie  sowohl  durch  die  dem  Zeitpunkt  T ,  wie  durch  die  dem 
Zeitpunkt  To  zukommenden  Grössen  ausgedrückt  sein  werden.  Bezeich- 
net man  alle  dem  letztgenannten  Zeitpunkt  angehörigen  Grössen  mit 
einer  unten  angehängten  Null,  so  erhalten  die  zu  erfüllenden  Gleichungen 
die  folgende  Form, 

A  =  ai+2a\{to—T)  =  ao+iao{to—T,) 
C  =  c,+2c'i(/o-T)  =  Co+2co(<o-To) 

und  da  diese  beiden  Gleichungen  nur  die  beiden  Unbekannten  Co  ^^^ 
(f)o  enthalten,  so  reichen  sie  zur  Bestimmung  derselben  aus.  Es  ist  aber 
leicht  einzusehen,  dass  {ejo  aus  dem  Ausdruck  des  Art.  1 6  für  «i  hervor- 
gehen muss ,  wenn  in  demselben  Tq  statt  t  gesetzt  wird ,  und  wir  er- 
halten daher  sogleich 

wodurch  (e)^  schon  gegeben  ist,  und  folglich  die  vorstehenden  Gleichun- 
gen zwei  Bestimmungen  von  ^o  goben ,  die ,  wenn  alle  Entwickelungen 
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richtig  smd,  identisch  sein  müssen.  Diese  sollen  beide  en( wickelt 
werden,  da  sie  eine  neue  Verification  der  Ableitungen  dieses  Aufsatzes 
gewähren. 

Substituirt  man  die  Ausdrücke  für  Oi,  a'i,  Oq,  a\  in  die  obige  Glei- 
chung ßir  A,  so  bekommt  man 

f  sin  (c)  +  2  f  6  sin  [b)  cotg  2  (*)  [t^—T)  = 
fi,  sin  (6)o  +  2  f  6  sin  («)  cotg  2  [e)  (<o-  T«) 

da  wieder  ertaubt  ist,  im  Goefficienlen  des  zweiten  Gliedes  zweite] 
Ordnung  f,  6,  {e)  statt  ^,  &o,  (f)o  zu  setzen.    Der  obige  Ausdruck  für  (e)c^^ 
giebt  aber 

sin  (c)o  =  sin  («)  +  h  cos  («)  (Tq— 7) 

substituirt  man  diesen  und  reducirt,  so  ergiebt  sich 

fi,  =  f-f6lg(6)(7;-T). 

Substituirt  man  femer  die  Ausdrücke  für  Ci,  c'i,  Cq,  Cq  in  die  obige  Glei  m  Ei- 
chung fUr  C,  so  ergiebt  sich  zuerst 

^  Der  obige  Ausdruck  für  {%\  giebt  aber 

cos(«)o  =  cos(ä)  — 6sin(€)(To— T) 

sin  (€)o    —     sin  («)  ^^  sin  « (6)  V  "■  0      ■*  ; 

und  aus  der  oft  angezogenen  Abhandlung  (Sp.  113)  ergiebt  sich 

(a)o  =  a  +  (2a'+6c)(To-T)': 

nachdem  T^  statt  i^  gesetzt  worden  ist.    Durch  die  Substitution  dieser* 
drei  Ausdrücke  verwandelt  man  leicht  die  vorstehende  Gleichung  in  di 
folgende, 

Aber  zufolge  des  Art.  1 8  ist 

c  =fi  f— acotg(€) 
und  eliminirt  man  hiemit  c,  so  wird 

*)  Der  hier  vorkommende ,  (a)o  genannte  Coefficient  correspondirt  mit  a,  wäh- 
rend der  oben  mit  qq  bezeichnete  mit  Oj  correspondirt. 
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mit  dem  eben  gefundeneD  Werthe  dieser  Grösse  identisch.  Es  wird 
demzufolge  neben  den  im  Art.  23  abgeleiteten  Ausdrucken  auch 

C«Co+2co(<;--r,) 
in  welchen 

Oo  =  fi,  sin  (e)o ,    c»  =  fi,  cos  (e)o  —  ^- 

o'o  ^  o'i.  c'o  =  c'i 

sind,  während  die  Ausdrucke  des  Art.  23  fUr  a,  ß,  tpi  dieselben  bleiben. 
Fttr  die  Lunisolarpräcession  %  in  Bezug  auf  die  zur  Zeit  7,  stattfindende 
Ecliptik  erhalten  wir  den  Ausdruck 

V»,  =:  jf-f6tg(*)(T,-r){(/-ro)H-f6cotg2(f)(<-To)*. 
Die  Substitution  der  oben  angegebenen  numerischen  Werthe  giebt 
t/;o  =  {50"35593+0"000Oi956(To— i800)i(/— To) 

— 0"00010673(<— r,)2. 
Es  wird  also  z.  B.  auf  der  Ecliptik  von  1 750.0 

tpo  =  50'35345(<— n50)—0"0001 0673  (/— 1750)' 
auf  der  von  1 800.0 

%  =  50*35593  (<_1 800)— O'OOOi  0673  (<— <  800)» 

und  auf  der  von  1850.0 

y,^=  50"35841(<— 1850)— 0''00010673(<— 1850)2. 

Sa  femer  der  Ausdruck  für  ei  des  Art.  1 8 

(«)„  sr  (e)—0''46770(ro—i800)— 0*000001 407(To— 1800)» 

^ebt,  wo 

(«)  «  23»  27'  5i''8 

und  der  numerische  Ausdruck  von  a^  (s.  Abb.  Sp.  1 1 3) 

(a)o  =  0''057723— 0"0000761i(To— 1800) 
ist,  so  folgt  hieraus  fUr  1750.0 

So  =  50"35345 ,     (e)o  =  23»  28'  1 8"1 9 ,     (a)«  =  0*061 530 
und  für  1850.0 

5,  =  50"'35841 ,     (e)o  =  23»  27'  31*41 ,     (o),  =  0*053916 

und  hiemit  geben  die  obigen  Ausdrucke 

20*05560— 0"00008500(/;— 1750),  C=  46"03256-|-0'00028138(/o— 1750) 
20,05135— 0.00008500(<„— 1800),  C=  46.04662+0.000281 38  (<;— 1800) 
20.04710— 0.00008500(A,— 1850),  C=  46,06060+0.000281 38 (<;— 1850) 
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Rechnet  man  nun  aus  den  Angaben  der  ersten  und  dritten  Zeile  die 
Werthe  von  1 800,  so  erhält  man 

A  =  20"05135,     C  =  46''04663 
A  =  20.05135.     C  =  46.04662 

mit  den  ftir  diesen  Zeitpunkt  direkt  berechneten  Werlhen  übereinstim- 
mend, und  die  drei  vorstehenden  Ausdrücke  iiir  A  und  C  stimmen  daher 
fiir  jeden  Zeitpunkt  mit  einander  überem. 

27. 

Endlich  will  ich  auch  noch  untersuchen ,  welche  Werthe  die  im 
Vorhergehenden  angewandten,  von  der  Präcession  abhängigen,  Con- 
stanten annehmen ,  wenn  man  statt  der  BesseFschen  Bestimmung  der 
Präcession  die  von  0.  Struve  bestimmte  amvendet.  Sowohl  Struve  wie 
Bessel  haben  in  diesen  Untersuchungen  die  beiden  Grössen,  die  sie  mit 
m  und  n  bezeichnen,  jede  für.sich  bestimmt.  Diese  beiden  Grössen  sind 
aber  mit  den  hier  mit  Ci  und  Oj  bezeichneten  identisch ,  und  diese  hän- 
gen, wie  man  im  Art.  20  gesehen  hat,  von  der  einzigen  Unbekannten  £, 
der  Lunisolarpräcession  ftir  die  Zeitepoche,  ab,  deren  Verbesserung  man* 
strenge  genommen,  statt  der  Verbesserungen  von  m  und  n  in  die  Rech- 
nungen hätte  einfuhren,  und  in  Bezug  auf  die  Präcession  als  einzige  Un- 
bekannte betrachten  mttssen.  Da  dieses  jedoch  nicht  geschehen  ist,  so 
bleibt  nichts  weiter  übrig  als  die  vorher  auf  den  Zeitpunkt  T  zu  redu- 
cirenden  Werthe  von  m  und  n,  die  durch  die  Beobachtungen  gefunden 
worden  sind ,  als  zwei  auf  verschiedene  Art  gefundene  Functionen  von 
f  zu  betrachten,  und  daraus  durch  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
die  letztere  zu  bestimmen.  Nennt  man  daher/)  das  Gewicht  der  Bestim- 
mung von  m,  p  das  von  n,  reducirt  zuerst  m  und  n  auf  das  Jahr  1800.0, 
so  bekommt  man  durch  die  Anwendung  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate  auf  die  Ausdrücke  fiir  ai  und  Ci  des  Art.  20. 

■^ (^  +  71^)  COS  U)  +  n  sin  (e) 

1  +  — ?-  COS  ^  {€) 

worauf  f  sich  auch  auf  1800.0  bezieht.  Auf  diese  Arl  habe  ich  schon 
vor  vielen  Jahren  den  im  Art.  16  angegebenen  Werth  von  f  aus  doa 
Bessel'schen  Werthen  der  Tab.  Reg.  von  m  und  ii  berechnet. 
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28. 

Das  Struve'sche  Resultat  ist 

m  =  46''0557  mit  dem  wahrscbeinl.  Fehler  ^ 

n  =  20.0643    »      »  »  »      -?^ 

70 

und  gilt  für  das  Jahr  1790"^.  Nun  Hndet  man  für  die  Reduction  dieser 
AngabeD  auf  das  Jahr  1 800,  durch  die  Ausdrücke  des  Art.  23  die  Werthe 

+0^00281 ,  — 0"00085,  so  wie  -^j^  =  +0*1 4496 

und  zufolge  des  Vorstehenden  kann  man  die  Gewichte 

setzen,  womit  der  Ausdruck  des  vor.  Art. 

?  =  50'37543 

giebt.  Der  Unterschied  zwischen  dieser  Bestimmung  und  der  obigen 
nach  Sessel  ist  s  ■f-0''0195,  also  in  100  Jul.  Jahren  s  +1*95.  Die 
SubstilutioD  des  vorstehenden  Wertbes  von  S>  so  wie  die  von  a,  b, 
a.  V  des  Art.  1 6,  in  die  Ausdrücke  der  Art.  20  und  23  gab 

A  =  20'05911  —  0"00008504(<— 1800) 
C  =  46.06452 +  0'000281 52(^—1800) 
o'i  =  —  0*00004252 
b'i  SS  +0.00223988 
c\  =z  +0.00014076 

Durch  die  Substitution  derselben  Werthe  in  die  bez.  Ausdrücke  des 
Art.  1 6  bekam  ich  femer  die  Lunisolarprftcession  in  Bezug  auf  die  Ecliptik 
des  Jahres  1 800,  nebst  der  dazu  gehörigen  Schiefe  der  Ecliptik 

y  =  50''37543(<— 1800)— 0*0001 0677(/—1800)*+z/»p 
e  =  23*27'  54'8+0"000007049(<— 1800)«+^/« 

und  durch  die  Ausdrücke  des  Art.  1 8  die  allgemeine  Präcession ,  und 
die  wahre  Schiefe  der  Ecliptik 

tp,  =  60'24246(<— 1800)+0"00011213(f— 1800)2+^^» 

et  =  23»27'54''80— 0"46770(<— 1800)+0'000001407(<— 1800)»+^f 


*)  S.  Peters,  Numerus  constans  outationis  etc.  pag.  70. 
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Man  hat  in  neuester  Zeit  die  Länge  des  störenden  Planeten  in  sei- 
ner Bahn ,  nebst  %  und  B' ,  theils  für  lange  Reihen  von  Jahren ,  theils  in 
jahrlichen  Abschnitten  im  Voraus  berechnet  und  zusammengestellt,  aba- 
diese  Angaben  lassen  noch  etwas  zu  wünschen  ttbrig.  Man  hat  sogleich 
die  feste  Ecliptik  bestimmt,  und  eine  Anzahl  von  Jahren  voraus  oder 
zurück  verlegt,  man  ist  sogar  bis  zur  Ecliptik  des  Jahres  4810  zurück 
gegangen ,  welcher  Zeilpunkt  mehr  wie  ein  halbes  Jahrhundert  von  der 
Gegenwart  entfernt  ist.  Die  Benutzung  dieser  Angaben  versetzt  denBe* 
rechner  der  Störungen  in  die  Nothwendigkeit  die  Elemente  des  gestörten 
Planelen  auf  die  Ecliptik  desselben  Zeitpunkts  beziehen  zu  müssen, 
gleichviel  ob  nicht  für  ihn  Gründe  vorlagen,  andere  Epochen  zu  wählen ; 
sie  beengt  ihn  also.  Nichts  desto  weniger  lasst  sich  solchen  Voraus- 
berechnungen und  Zusammenstellungen  eine  Form  geben,  wodurch  der 
Berechner  der  Störungen  nicht  im  Mindesten  beengt  wird,  und  diese  be- 
steht einfach  darin,  die  anzugebenden  Werthe  der  Functionen  f-^n — d\ 
i^  6'  immer  auf  die  gleichzeitige  mittlere  Ech'ptik  nebst  zugehörigem 
Aequinox  zu  beziehen.  Ich  werde  zeigen  wie  man  diese  Angaben  zur 
Berechnung  der  Störungen  eines  Planeten  oder  Cometen  durch  mecha- 
nische Quadraturen  anwenden  kann ,  ohne  genöthigt  zu  sein  die  Oerter 
des  gestörten  Gestirns  auch  auf  die  gleichzeitige  Ecliptik  nebst  Aequinox 
reduciren  zu  müssen. 

31. 

Analysiren  wir,  so  weit  wie  es  für  unsern  Zweck  nöthig  ist,  die 
Bouvard'schen  Tafeln  der  alteren  Planeten.  Bezeichnet  man  mit  L  die 
wahre  siderische  Lange  in  der  Bahn,  oder  die  mittlere  Lange  nach  Hin- 
zufügung der  Langenstörungen  der  Tafeln,  aber  mit  Weglassuug  der 
Nutationen,  mit  t^i  die  allgemeine  Pracession,  und  mit  t  die  wahre  tro- 
pische Lange  in  der  Bahn,  so  geben  diese  Tafeln 

wobei  zu  bemerken  ist,  dass  man  schon  t^i  der  mittleren  Lange  einver* 
leibt  findet.  Nennt  man  ferner  »o  ^^^  ^'o  ^'^  Neigung  und  Lange  des 
aufsteigenden  Knotens  der  Planetenbahn  auf  der  Ecliptik,  die  der  in  den 
Tafeln  angenommenen  Zeitepoche  entspricht,  mt  und  yji+m't  die  diesen 
Elementen  in  den  Tafeln  hinzugefügten  jahrlichen  Aenderungen ,  wobei 
wieder  bemerkt  werden  muss,  dass  man  tpx  +  mt  schon  der  Knoten- 
lange hinzugefügt  vorfindet,  und  bezeichnet  man  —  mit  Ausschluss  der 
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kleinen  periodischen  Breitenstörungen  —  die  Breite  des  Planeten  gegen 
die  gleichzeitige  Ecliptik  mit  h\  so  geben  die  Tafeln  ferner 

6'  =  (io+mr)sin(L'+t^i— [e'o+v^i-n»'«]) 

Stellen  wir  diesem  das  Verfahren  gegenüber,  weiches  in  der  im  vor. 
Zusatz  oft  angezogenen ,  in  den  Ästr.  Nachr.  Nr.  823  a.  f.  abgedruckten, 
Abhandlung  erklärt  ist,  so  finden  wir  dass 

ist,  wenn  wir  für  die  Sinusse  von  V  und  t'o  die  Bögen  setzen.  Aber  es 
lasst  sich  8  auf  die  folgende  Form  bringen, 

8   =  5f'sin(L'— ö'o+V)~P'cös(^'""öo+V) 
wo  hier 

p'  =  sin  t' sin  (Ö' — 6'^ 

q    =  sin»  cos(ö — öo) — smto 

angenommen  werden  können ,  und  t'  und  6'  Neigung  und  Knotenlange 
für  die  unbestimmte  Zeit  t  bezeichnen.  Lässt  man  auch  hier  die  perio- 
dischen Breitenstörungen  weg  und  übergeht  das  Quadrat  der  störenden 
Kraft,  so  nehmen  p  und  q  die  folgenden  Formen  an, 

p'  =  ut,  q   SS  wt 

wo  u  und  w  gleich  wie  die  oben  eingeführten  m  und  m'  bestimmte 
numerische  Goefficienten  sind.  Durch  die  Substitution  dieser  Ausdrücke 
lasst  sich  der  obige  zweite  Ausdruck  für  6'  auf  die  folgende  Form  bringen 

und  diese  Ausdrücke  ftir  (  und  b'  müssen  mit  den  oben  aus  den  Tafeln 
erhaltenen  identisch  sein.  Diese  Bedingung  giebt  die  Gleichungen 

mt  =   Wf +r;~r  , 

C08t  0 

Untersuchen  wir  diese  näher. 

32. 

Aus  der  oft  angezogenen  Abhandlung  erhalten  wir,  mit  Ueber- 
gebung  der  Glieder  zweiter  Ordnung 
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m 

J'  =  —  cosf'o|a8in«'o+/JcosÖ'o|  (I— ^,) 
A'  s=  1^1  —  cotg  r^  {a  cos  ö'o— V?  an  flT^}  (<— ^,) 

wo  t^  die  Zeit  der  Epoche  bezeichnet,  und  die  numerischen  Werthe 
von  a  und  ß  mit  Weglassung  der  mit  [i—t^Y  muUiplicirten  Gh'eder 

a  =  +0''057723— 0''000076U(^,— 1800) 
ß  =  —0.467698  — 0.00000281  (<;>— 1800) 

sind,  in  welchen  hier  auch  die  zweiten  Glieder  hätten  weggelassen 
werden  können.  Substiluirt  man  nun  diese  Ausdrücke  in  die  beiden 
letzten,  im  vor.  Art.  erhaltenen  Bedingungsgleichungen,  so  ergiebt  sieb, 
wenn  auch  dort  / — t^  statt  /  geschrieben  wird, 

m  =  w  —  jasin/?'o+/?cosÖ'o} 

Diese  stimmen  mit  den  betr.  Gleichungen  der  H6c.  c61.  überein,  und 
nach  diesen  sind  die  Säcularänderungen  der  Neigung  und  der  Knoten  in 
Bezug  auf  die  gleichzeitige  Ecliptik  in  den  Tafeln  der  filteren  Planeten 
berechnet  worden.  In  Art.  1 4  der  Abhandlung  in  Nr.  799  u.  f.  habe  ich 
mich  derselben  Ausdrücke  bedient  um  w  und  u  aus  m  und  m  zu  erhalten. 
Gehen  wir  nun  zur  ersten  Bedingungsgleichung  des  vor.  Art.  über, 
so  findet  sich  dass 

sein  müsste ,  welches  unmöglich  ist.  Man  sieht  hieraus ,  dass  Bouvard 
das  zweite  Glied  rechter  Hand ,  dieses  Ausdrucks  übergangen  hat.  In 
Bezug  auf  die  älteren  Planeten,  deren  Neigungen  gegen  die  Ecliptik 
sehr  klein  sind ,  ist  dieses  Glied  auch  sehr  klein ,  und  daher  mag  die 
Uebergehung  desselben  in  den  Bouvard' sehen  Tafeln  den  übrigen  dor- 
tigen Uebergehungen  zur  Seite  gestellt  werden. 

Untersucht  man  die  Analyse  der  Leverrier'schen  Planetentafeln,  so 
findet  man ,  dass  dieses  Glied  darin  berücksichtigt  ist.  Man  bekommt 
daher  aus  diesen  Tafeln  zuerst  die  vorstehenden  Gleichungen  für  mund  m' 
wieder,  und  femer 

Vi+|tgi'o{«cosöo— /Jsinö'oj  =  t/;i+tgit'o  {«cosflo— /^sinö'oj 

die  für  identisch  erachtet  werden  kann ,  da  Tür  die  älteren  Planeten  der 
Unterschied  zwischen  itgt'o  und  tg^io  für  verschwindend  erachtet 
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werden  kann.  Ich  erwäbne  noch,  dass  sowohl  für  den  Mond  wie  für 
die  Sonne  das  in  Rede  stehende  Glied  Null  ist. 

33. 

Wir  kommen  jetzt  zu  den  Folgerungen ,  die  ans  dem  Vorstehenden 
gezogen  werden  können. 

Wenn  man  die  Störungen  irgend  eines  der  kleinen  Planeten ,  oder 
die  eines  Cometen,  durch  mechanische  Quadraturen  berechnen  will,  und 
zu  dem  Ende  sich  für  irgend  einen  Zeitpunkt,  den  ich  mit  t^  bezeichnen 
will,  dafür  hinreichend  genaue  osculirende  Elemente  desselben  ver- 
scbafilt  hat,  so  reducire  man  von  diesen  Elementen,  wenn  es  nicht  schon 
ohnebin  der  Fall  ist,  durch  die  Ausdrücke  der  oft  angezogenen  Abhand- 
lung, die  Neigung,  die  Länge  des  Perihels,  und  die  des  aufsteigenden 
Knotens  auf  die  mittlere  Ecliplik  und  das  Aequinox  der  Zeit  t^.  Hierauf 
berechne  man  entweder  aus  den  betreffenden  Planetentafeln  oder  aus 
den  Ephemeriden ,  die  die  heliocentrischen  Oerter  der  alten  Planeten 
geben,  sowohl  ftlr  die  Zeit  /q,  wie  für  alle  übrigen  Zeilpunkte,  für  welche 
man  die  Differentiale  derStörungen  berechnen  will,  vor  Allem  dieArgu- 
mente  der  Breite 

r  +  ^'-e' 

und  zwar  genau  so  wie  die  Tafeln  sie,  mit  Weglassung  der  Nutationen, 
geben.  Man  rechne  ferner  aus  den  Angaben  der  Einleitung,  die  jeder  Pla- 
netentafel  voran  gestellt  ist,  mit  Weglassung  der  periodischen  Störungen, 
den  Werth  von  i  für  die  Zeit  t^,  und  notire  sich  nebenbei  den  bei  der 
Berechnung  der  Argumente  der  Breite  schon  erhaltenen  gleichzeitigen 
Werth  von  0'.  Aus  diesen  Werthen  von  t  und  0\  die  ftlr  diejenigen  zu 
halten  sind,  welche  oben  mit  i\  und  6'q  bezeichnet  wurden,  nebst  den, 
wie  oben  beschrieben ,  erhaltenen  Werthen  der  Neigung  und  Enoten- 
länge  des  Planeten ,  dessen  Störungen  man  berechnen  will,  rechne  man 
die  Werthe  der  Bögen  /,  (P,  ^,  die  bis  zu  dem  Zeitpunkt,  in  welchem 
man  anf^angt  das  Quadrat  der  störenden  Krafl  zu  berücksichtigen,  wenn 
dieses  nöthig  werden  sollte,  unveränderlich  sind. 

Man  pflegt  manchmal  die  Werthe  von  %  und  0'  Behufs  der  letzt 
genannten  Rechnung  aus  zwei  Planetenörtern ,  von  welchen  der  eine  in 
der  Nähe  eines  der  beiden  Knoten  und  der  andere  nahe  in  der  Mitte 
zwischen  denselben  liegt,  zu  berechnen,  doch  erlangt  man  dadurch 
nicht  unbedingt  grössere  Genauigkeit,  sondern  kann  sich  im  Gegentheil 
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von  dem  der  völligen  Strenge  nach  zu  substituirenden  Werlhe  mehr 
entfernen,  wie  durch  das  oben  beschriebene  Verfahren. 

34. 

Durch  das  im  vor.  Art.  beschriebene  Verfahren  sind  also  dieWertbe 
von  /,  ^,  W  für  einen  längern  Zeitraum,  aber  von  den  Argumenten  der 
Breite  f  ^n  —  0'  nur  dasjenige ,  welches  der  Zeit  t^  zukommt ,  in  der 

ff 

erforderlichen  Form,  nemlich  auf  die  zu  dieser  Zeit  statt  findenden,  mitt — 
leren  Ecliptik  bezogen,  erhalten  worden,  während  alle  Übrigen  Werth^^ 
von  f  +  7r'+  0'  einer  Aenderung  bedürfen,  da  sich  bis  jetzt  noch  jedei — 
derselben  auf  die  gleichzeitige  Ecliptik  bezieht.    Nichts  kann  einfachei 
sein  wie  die  Berechnung  dieser  Aenderung,  die  zufolge  der  Analyse  des- 
Art.  31  in  nichts  Weiterem  besteht,  als  dass  man  die  betreffenden  Werthe 
von  ri  davon  abzieht,  und  diese  kann  man  sich  ein  fUr  alle  Mal  für  jeden 
störenden  Planeten  in  eine  kleine  Tafel  bringen.  Denn  zufolge  des  ange- 
zogenen Art.  ist  das  Argument  der  Breite  in  Bezug  auf  die  gleichzeitige 
Ecliptik 

=  L'-Ö'o — ^t^n 

"      sinto         • 

und  stimmt  mit  den  tabularischen  Werthen  desselben  ttberein.  Hiei 
ist  aber 

n   =  ^{«cosö'o+/?sinö'o}(<-^) 

die  einzige  Grösse ,  die  von  der  Veränderlichkeit  der  Ecliptik  abhängt, 
zieht  man  daher  diese  vom  tabularischen  Argument  der  Breite  ab,  so 
erhält  man  dasselbe  in  Bezug  auf  die  Ecliptik  der  Zeit  ^. 

Da  ich  bei  der  Berechnung  der  Störungen  der  kleinen  Planeten 
durch  mechanische  Quadraturen  für  angemessen  halte  bei  jeder  Oppo- 
sition mit  der  Sonne  die  Elemente  derselben  auf  eine  andere,  einem 
Zeitpunkt  in  der  Nähe  dieser  Opposition  zugehörende  mittlere  Ecliptik 
nebst  Aequinox  zu  beziehen,  so  kann  der  Werth  von  ti  nie  eine  erbeb- 
liche Grösse  erlangen. 

Aus  den  Planetentafeln  von  Bouvard  und  Leverrier  finde  ich 

Saturn,  0'  =  \\\^%\' Kk\  %  =  2«29' 28'2  —  0^1546  (<— 4  850) 
Jupiter,  =  98  54  20,  =  M8  40.4  —  0.2261  (*— 1850) 
Mars,  =     48  23  53  ,       =  1  51     2.3  —  0.0243  (/— 1850) 

hiemit  und  mit  den  oben  angegebenen  Werthen  von  a  und  /?,  fond  ich 
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für  diese  drei  Planeten  die  zu  den  Argumenten  der  Breite  zu  addiren- 
den  Grössen,  oder  — V  = 

—  10"31  (<— <o);  —  19"83  (/— g;  —  ir94(/— 0 

wo  die  Zeiteinheit  Ein  Julianisches  Jahr  ist. 

Wenn  man  nun  die  Zeit  von  20  zu  20  Tagen  fortschreiten  Idsst,  so 
sind  die  oben  erwähnten  Täfelchen  die  folgenden ,  die  ich  für  mehr  wie 
ein  Oppositionsinterval  ausgedehnt  habe. 


Tage 

Saturn 

Jupiter 

Mars 

Tage 

Saturn 

+11 '3 

Jupiter 

Mars 

0 

0"0 

O'O 

O'O 

±400 

+21  "7 

+  13'1- 

±    20 

+  0.6 

+    1.1 

+  0.7 

420 

11.8 

22.8 

13.7 

40 

1.1 

2.2 

1.3 

440 

12.4 

23.9 

14.4 

60 

1.7 

3.3 

2.0 

460 

13.0 

25.0 

15.0 

80 

2.3 

4.3 

2.6 

480 

13.5 

26.1 

15.7 

100 

2.8 

5.4 

3.3 

500 

14.1 

27.2 

16.4 

120 

3.4 

6.5 

3.9 

520 

14.7 

28.2 

17.0 

140 

3.9 

7.6 

4.6 

540 

15.2 

29.3 

17.7 

160 

4.5 

8.7 

5.2 

560 

15.8 

30.4 

18.3 

180 

5.1 

9.8 

5.9 

580 

16.4 

31.5 

19.0 

200 

5.6 

10.9 

6.5 

600 

16.9 

32.6 

19.6 

220 

6.2 

11.9 

7.2 

620 

17.5 

33.7 

20.3 

240 

6.8 

13.0 

7.8 

640 

18.0 

34.8 

20.9 

260 

7.3 

14.1 

8.5 

660 

18.6 

35.8 

21.6 

280 

7.9 

15.2 

9.2 

680 

.     19.2 

36.9 

22.2 

300 

8.5 

16.3 

9.8 

700 

19.7 

38.0 

22.9 

320 

9.0 

17.4 

10.5 

720 

20.3 

39.1 

23.5 

340 

9.6 

18.5 

11.1 

740 

20.9 

40.2 

24.2 

360 

10.2 

19.5 

11.8 

760 

21.4 

41.3 

24.9 

380 

10.7 

20.6 

12.4 

780 

22.0 

42.4 

25.5 

400 

11.3 

21.7 

13.1 

800 

22.6 

43.4 

26.2 

Die  oben  angesetzten  Werthe  von  %  sind  die ,  welche  ausserdem  ge- 
braucht worden.  Die  anzuwendenden  Werthe  von  &  kann  man,  wie 
oben  gesagt,  aus  den  Tafeln  entnehmen. 

Wenn  die  Ephemeriden  die  heliocentrischen  Oerter  der  ttiteren 
Planeten  geben,  so  kann  man  mit  geringer  Muhe  die  Werthe  von 
f+n — 0'  daraus  erhallen,  kürzer  wird  jedoch  diese  Berechnung,  wenn 
eine  Golumne  hinzugefügt  wird ,  die  für  gleichförmig  fortschreitende 
Zeitpunkte  die  Function  f  +  7t'  —  0\  in  dem  Sinne,  in  welchem  sie  hier 
anfgefasst  worden  ist,  giebt,  und  ausserdem  auch  t  und  ff  für  verschie- 
dene Zeitpunkte  angegeben  werden.    Denn  wählt  man  fiir  die  Berech- 
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nung  der  Differentiale  der  Störungen  dieselben  Zeilpunkte,  so  ist  nichts 
weiter  in  Bezug  darauf  zu  thun ,  wie  die  Zahlen  des  vorstehenden  TS- 
felchens  den  Argumenten  der  Breite  hinzuzufügen ,  will  man  hingegen 
die  Differentiale  der  Störungen  ftir  andere  Zeitpunkte,  wie  die  der  Go- 
lumne  berechnen,  so  kommt  eine  kleine  leicht  auszuführende  Inter- 
polation hinzu.  Auf  jeden  Fall  ist  man  aber  bei  der  hier  beschriebenen 
Kinrichlung  dieser  Columne  in  keiner  Weise  beengt,  und  ihre  Hinzu- 
rugung  kostet  dem  Rechner  der  Ephemeride  keine  Mühe,  da  er  ohnehin 
f  +n — 0'  braucht,  um  die  Breite  des  Planeten  aus  den  Tafeln  ent- 
nehmen zu  können. 

35. 

Wenn  man  mit  der  Ecliptik  und  dem  Aequinox  wechselt ,  welches 
ich ,  wie  oben  angofUhrt ,  bei  jeder  Opposition  des  gestörten  Planelen 
mit  der  Sonne  auszuführen  für  dienlich  achte,  so  ist  in  Bezug  auf  diesen 
nichts  weiter  zu  thun  wie  die  Grösse 

^  =  ^!«cosöo— /?sinöo}(<'— 0 
der  Entfernung  des  Perihels  vom  Knoten,  die  Grösse 

^  =  -{asinOo+/?cosöo|(<-^) 
der  Neigung,  und  die  Grösse 

X  =  t^i  —  colgto  ja  cos  öo  —  /?  sin Oo|  (('—<;,) 
wo 

tpi  »  j50"22295  +  0"00022414(<;— ISOOJKr-g 

ist ,  und  t  die  Zeit  bezeichnet ,  auf  deren  Ecliptik  und  Aequinox  man 
die  Kiemente  hinführen  will ,  der  Knotenlänge  hinzuzufügen.  Ich  habe 
hier  nur  die  Glieder  erster  Ordnung  dieser  Grössen  angefUhrt,  weil  sie 
rar  die  oben  bezeichneten  kurzen  Zeiträume  ausreichen,  hat  man  jedoch 
für  längere  Zeiträume  diese  Yerwandelung  unterlassen ,  und  sieht  sich 
(leshalb  bei  der  vorzunehmenden  Yerwandelung  genölhigt  auf  die  Glie- 
der zweiter  Ordnung  dieser  Ausdrücke  Rücksicht  zu  nehmen ,  so  findet 
man  diese  in  der  oft  angezogenen  Abhandlung  vollständig  abgeleitet 

Man  kann  hierauf  mit  den  neuen  Werthen  von  i^  6^  i,  0'  neue 
Werthe  von  I,  0,  iP  direct  berechnen,  aber  kürzer  verfahrt  man,  vor- 
ausgesetzt, dass  man  die  Glieder  zweiter  Ordnung  in  Bezug  auf  die 
Massen  übergehen  kann^  wenn  man  sich  der  Differentialformeln  bedient. 
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die  ich  aus  meiner  früheren  Abhandlung  mit  Rücksicht  auf  den  vor- 
liegeiiden  Zweck  hier  einschalten  will.  Durch  die  im  Vorhergehenden 
erklärten  Rechnungen  erfahrt  man  die  Unterschiede  zwischen  den  dem 
Zeiträume  (^^to  zukommenden  Werthen  von  t,  i,  6,  0\  und  bezeichnet 
man  diese  mit  äi,  di\  dO,  dd\  so  wird  nach  früher  von  mir  entwickelten 
Formeln : 

dl    ^  COB  ^di-^  cos  iPÜ+sini' sin  iPidO'-der) 

^  SS  —  cotg/  sin  0di+  cosec  /  sin  iPdi  +  cosec / cos  ^ sin  t  {dO — M') 

diP"  asB  —  cosec  /  sin  iMi+  colg/  sin  iiPdi'+  cosec  /  cos  (P  sin  i  {dd — dff) 

Man  kann  sich  um  so  mehr  dieser  Formeln  für  einen  längeren  Zeitraum 
bedienen,  da  sie  von  der  Präcession ,  die  immer  die  grOssten  Aende- 
rungen  hervorbringt,  unabhängig  sind. 

36. 

Es  ist  vielleicht  nicht  überflüssig ,  zu  dem  von  mir  angegebenen 
einfachen  und  wirksamen,  aber  anfänglich  nicht  allgemein  verstandenen 
Mittel  zur  Berücksichtigung  des  Quadrats  der  störenden  Kräfte,  welches  in 
der  Yerwandelung  der  Elemente  besteht,  einige  Erläuterungen  zu  geben, 
die  sich  auf  den  Fall  beziehen,  wo  man  zugleich  mit  dieser  Yerwandelung 
mit  der  Ecliptik  und  dem  Aequinox  wechseln  will.  Die  allgemeinen,  zur 
Erlangung  der  Verbesserung  von  /,  //,  11'  dienenden  Ausdrücke  sind 

AI    —  Ji 9iL 

COSI         C08l' 

d/7  =  cotg/^-cosec/^, 

=  icotgi/{^-.-£^i-itgi/j^+^ 
djr=  co8ec/-^-.-cotg/-S'., 

in  welchen  allgemein 

p,  =  gzjcos(/'+/7)+ecos/7}-^^Jsin(/-+/7) 

qy  ^  ^  {sin  (f+n)+e8inn}+%  J  cos(f+n) 

p\  =  'g^z'  {cos(f+n')+e'cosir\-'^%siüir+n') 

q\  =  ^J'{sin  (/•+//')+«' sin /7'j+^|^cos(r+/7') 
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Hier  sind  die  Bezeichnungen  dieselben  wie  in  der  Abhandlung  der 
Nr.  799  u.f.,  nur  habe  ich  der  Einfachheit  wegen  die  dort  einer  Anzahl 
der  vorstehenden  Grössen  unten  angehängte  Null  hier  weggelassen. 

Ich  werde  zuerst  beweisen ,  dass  man  in  diesen  Ausdrücken  filr 

p'i  und  q'i  die  von  -^  abhängigen  Glieder  immer  weglassen  darf.    Za 

dem  Ende  bemerke  ich ,  dass  schliesslich  alle  vom  störenden  Planeten 
abhängigen  Glieder  sich  in  den ,  im  Art.  7  der  angezogenen  Abbandlong 
mit  l',  tj',  S"  bezeichneten,  Coordinaten  vereinigen  und  ausserdem  in 
dem  Verfahren  zur  Berechnung  der  Störungen  gar  nicht  vorkommen,  da 
die  im  Art.  8  mit  |"  bezeichnete  Grösse  in  Bezug  auf  den  störenden  Pla- 
neten dieselbe  Zusammensetzung  wie  ^  hat,  übrigens  aucb  vollständig 
eliminirt  werden  kann.  Eliminirt  man  aus  den  dort  gegebenen  Aus- 
drücken fur  l',  ij,  S'  die  Bögen  B'  und  L',  so  bekommt  man 

I'  =s  »'cos(/'+/7)cos(/'+//')+r'cos/sin(/'-i-/7)sin(/"-l-/Z') 
tj'  =  r'sin(/'+/7)cos(/'-|-/7')— r'cos/cos(/'-l-/7)sin(f-H/r) 
f'=  /sin/sin(/"+/7') 

deren  Differentiation  zuerst 

di'  =  — r'siD/sin(/'+/7)sin(/"+//')d/ 

— /  fsin  (f+n)  cos  {f+TJ')—  cos /cos  (f+H)  sin  if+n')\  dn 
—r  \cosif+n)  sin  {f+n')—  cos/sin  (/4-/7)  cos  (f+n')  IdH" 

9r{  ^  ¥  sin/cos  (/+//)  sin  (f+n')dl 

+r' \cos  (f+n)  cos (f +11') +cosI sin  (f+n)  sin  (f+n')\m 
— r'  jsin  (f+n)  sin  (f+n')  +cos /cos  (f+H)  cos (f+n')\dn 

dS'  =  r' cos/sin  (/'+/7')(}/+r' sin/cos  (/*+/r)(J//' 

und  nach  der  Substitution  der  obigen  Ausdrucke  fUr  dl,  dn,  diT, 

dt  =  -.r'sinlsin(f+n)  j  ^i-.  cos(/'+/7)+^  sin(/'+/7)j 

'■  sin I sin  (f+n)  {3^;V  cos(f+n)+-£..  sin  (f+n)\ 
dri  =  _r'sin/sin(r+//'){,S7sin(/-+/7')-^cos(/'+/7)) 

-r' sin/cos (/•+//)  ^7' <=os(r+/7')+J';.  ^n(f+ir)] 
df  =  r'cos(/-+77')^+r'cos/sin(/'+/7')-" 
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-»•'cos/|^:;V  ^^'  (f+ir)+-^:^>sin(f+n') 

giebl.    Die  Elimination  von  jh,  qu  pi\  qi   hieraus  führt  schliesslich  auf 
die  folgenden  Ausdrücke: 
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{A) 


COBi' 


^^'  =  -f'T^+ sin/sin  (/4-/7) 

h^/u  .   ^..«^    X  ihr       dz  __  f  »' 


Wie  man  sieht  sind  in  diesen  Ausdrücken  die  von  -^  abhängigen 

Glieder  gänzlich  verschwunden,  und  daher  darf  man  sie  auch  in  p/  und 
9/  weglassen,  und  in  Bezug  auf  den  störenden  Planeten 

Pi   =  *^  (COS  (r+/7')+e'  cos  n'\ 
q,'  =  ^'  jsin  {f+n)+e'  sin  /T} 

Mtzen.  W.  z.  b.  w. 

Will  man  nun  nicht  nur  die  Elemente,  sondern  zugleich  auch 
Ecliptik  und  Aequinox  ändern,  so  berechne  man  die  letzt  genannte  Aen- 
demng  wie  sonst  auch  nach  den  Ausdrucken  des  vor.  Art.,  aber  in  den 
Ausdrücken  dieses  Artikels ,  die  sich  auf  die  Aenderung  der  Elemente 
beziehen ,  setze  man ,  wenn  die  periodischen  Breitenstörungen  des  stö- 
renden Planeten  übergangen  werden  sollen, 

p/  =  0,  g/  =  0 

da  die  Säcularänderungen  der  Lage  der  Bahn  dieses  Planeten  schon  in 
den  Ausdrücken  des  vor.  Art.  inbegriffen  sind.  Will  man  die  periodi- 
schen Breitenstörungen  des  störenden  Planeten  mit  berücksichtigen ,  so 
kann  man  in  Betracht  der  Kleinheit  der  Excentricitäten  dieser  Planeten 
statt  Pi   =  0  und  9/  =  0 

p;  =  /«'  cos  (f+lT),  qy'  =  rV  sin  if +11) 

setzen,  wo  8  die  periodischen  Breitenstörungen  bedeuten.  Es  wird  je- 
doch kaum  je  der  Fall  eintreten,  in  welchem  dieses  nöthig  wäre. 

37. 

Sollen  blos  die  Elemente  geändert,  die  Ecliptik  nebst  Aequinox 

hingegen  unverändert  gelassen  werden ,  so  fällt  selbstverständlich  die 

Rechnung  nach  den  Ausdrücken  des  Art.  35  weg,  aber  dann  müssen  in 

den  Ausdrücken  des  vor.  Art.  für  p/  und  qt  ihre  vollständigen  Werthe 

substituirt  werden ;  diese  kann  man  für  jeden  Planeten  ein  für  alle  Mal 

angeben.    Da 

p   =  sin  t  sin  (a — Öo') 

q    =  smt  cos((i — Oq) — srnt^ 
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und 

px    =   — ^/}'cosv;H-9'sint/; 

qx    ^       p'sin  i/;-Hg'cosi/; 

sind,  so  werden  aiich 

~^,  =s  — cosi/;6intWH-sin  i^()t'+rVcos(/^-f-/7') 

j— ,  ^       sin  t^siniW+cost/;(K'+rV sin  (/*+/?') 

wo  wieder  8  die  periodischen  Breitenstörungen  sind ,  und  di'  und  d(f 
sich  auf  eine  unveränderliche  Ecliptik  beziehen  müssen.  Letztere  er- 
geben sich  aus  den  Ausdrücken  des  Art.  32|  nemlich 

dl   =  m(/— ^,)+jasinö'+/?'cosö'}(<— <o) 
sint^dö'  =  sint' (n— t^i)  (<— (o)+cosi'  jacosö'— /? sin  ö'j  (<— i^) 

wo  m  und  n  die  tabularischen  jährlichen  Aenderungen  der  Neigung  und 
der  Knoten  der  Planetenbahn  sind.  Ich  finde  aus  den  Tafeln  (Ur 

Saturn,  m  =  — 0'1546.  n— v^i  =  — 19*4346 
Jupiter        =  —0.2261  =  —15.7768 

Mars  =  —0.0243  =  —22.2440 

und  hiemit  ergiebt  sich  für  dieselben  drei  Planeten  der  Reihe  nach 

^miöff  =  —  Ö"4286(/— <;,);  di'  =  ^O'OOBO  (/— g 
8int'(J(/  =  +0.0929  (/—O;  di  =  —0.1 004  (/-^ 
sint'cyö'  =  — 0.3328  (/—<o);  dt  =  _0.2946(/— ^ 

wo  die  Zeiteinheit  wieder  ein  Julianisches  Jahr  ist.  Man  erkennt  hieraus 
wie  gering  der  Einfluss  ist,  den  diese  Grössen  auf  den  Betrag  der  Stö- 
rungen ausüben  können. 

38. 

Ich  mache  noch  darauf  aufmerksam,  dass  man,  wenn  man  die  Ele- 
mente gar  nicht  Verwandeln  will ,  den  Theil  der  Wirkung  des  Quadrats 
der  störenden  Kraft  auf  die  Componenten  derselben ,  welcher  von  den 
Breitenstörungen,  sowohl  des  gestörten  wie  des  störenden  Planeten  her- 
rührt, zu  jeder  Zeit  durch  die  Ausdrücke  (A)  des  Art.  36  vollständig  be- 
rücksichtigen kann,  zu  welchem  Ende  man  aus  dem  vor.  Art. 


^,  =  r'(jrsin(f+/7'-ö')-^'sintWcos(f+/7'— ö')+ry 

findet,  in  welchem  dieselben  Werthe  von  di  und  sintW  anzuwenden 
sind.    Den  übrigen  Theil  des  Quadrats  der  störenden  Krafl  berücksich- 
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tigt  man,  Wie  ich  früher  erklärt  habe,  nach  Maassgabe  der  strengen 
Gleichangen 


d/2 


=  -%  'H-''(^)«0»-^V,+*(^)g 


WO 


dt  (1  +v)^ 

^  ~  T^V  ^r  )  r        \dv  J 

sind.  Die  Yerwandelung  der  Elemente  ist  aber  jedenfalls  viel  kürzer 
und  übt  vollständige  Wirkung  aus.  Die  Yerwandelung  selbst  kann  man 
innerhalb  einer  Stunde  ausführen,  wenn  man  sich  mit  den  Formeln  dazu 
vertraut  gemacht  hat,  und  hierauf  hat  man  immer  nur  kleine  StOrungs- 
glieder  zu  berechnen,  während  man ,  wenn  man  die  Yerwandelung  un- 
terlässt,  endlich  fortwährend  grosse  Störungsglieder  zu  berechnen  hat. 

39. 

Ich  will  noch  schliesslich  zu  meinem  hier  in  Rede  stehenden  Yer- 
fahren  zwei  Bemerkungen  einschalten ,  deren  eine  sich  auf  die  Berech- 
nung von  /,  0,  ^aus  i,  i\  0,  6'  bezieht.  In  der  angezogenen  Abhand- 
lung habe  ich  diese  durch  die  Gaussischen  trigonometrischen  Relationen 
bewirkt,  man  kann  sich  aber  auch  der  folgenden  dazu  bedienen.  Man 
rechne  zuerst  die  Bögen  q  und  r,  so  wie  log  sin/)  und  log  cosp  aus  den 
folgenden  Gleichungen, 

cos  p  sin  9  =  sin  V  cos  (6 — 6') 
cos  p  cos  q  =  cos  t' 
cosp  sin  r  =  cost'  sin  (ö — 0') 
cosp  cos  r  =  cos  (ö — 0') 

sin  p  =  sin  V  sin  {6—^ 

worauf  man  /,  (P,  iP  durch  die  folgenden  bekommt,    ' 

sin  I  sin  0  =  sin  p 

sin  I  cos  0  =  cosp  sin  {i—q) 

sin  /  sin  {^—r)  =  sin  p  cos  (t — q) 
sin  /  cos  (^ — r)  =  sin  (t— 9) 

cos  /  Ä  cos  p  cos  (i— ^). 
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Die  Bögen  q  und  r  sind  immer  so  zu  bestimmen,  dass  cos  p,  und  0 
und  ^so,  dass  immer  sin  /positiv  wird,  wodurch  die  Quadranten,  in 
welchen  diese  vier  Bögen  zu  nehmen  sind,  völlig  bestimmt  werden, 
während  bei  der  Anwendung  jener  Formeln  in  Bezug  auf  0  und  j^ 
wohl  zuweilen  ein  Zweifel  entstehen  könnte.  Als  Beispiel  der  Anwen- 
dung der  vorstehenden  Ausdrucke  soll  das  der  Abhandlung  dienen. 
Gegeben  sind  also  hier 

i  =  7»  8'  26"5;  t'  =  IM  8'  46''5 ;  ö— ö'  =  4M  4'  58" 
und  hiemit  erhalt  man 

logcosf^-a')   =>  9.99881  8.35888  8.86958 

logsint'  =  8.86007  logcoS9  =   9.99989  log  COS r  =   9.99881 

log  sin  (6-0')    =   8.86964  9.99989  9.99881 

logCOSi'  =9^989  logtgg  =8.35899  loglgr      =   8.87072 

logsinf}  =  7.S3971  g  =  40  ^8' 83"5  r      b  40  U' 48'' 

i~q  =   5    49    53.0 

log  cosp  s  0 

log  sin  (i^q)  «  9.00690                                            7.22971  7.22746 

log  cosp  =  0  log  cos  «^    =  9.99994  Iogcos(V^— r)    =  9.99924 

log  cos  U— 9)  s  9.99775                                             9.00690  9.00690 

log  sin  p  =  7.22971  log  i^\p      « "sTäilSI  log  tg  (V^-r)      =  8.22056 

log  cos/  =  9.99775                                 <^  =   00  57' 25"  »/'— r  =00  57'    7 


(f /  =   5    11    55 


log  sin/  =  9.00696 
/  =   50  49'  56" 

mit  der  Abhandlung  übereinstimmend. 

40. 

Die  andere  Bemerkung  betrifiTt  die  beiden  indirecten  Integrationen, 

die  in  meinem  Verfahren  vorkommen ,  und  von  welchen  ich  hier  zeigen 

werde,  dass  sie  sich  in  directc  verwandeln  lassen.    Nehmen  wir  die 

Differentialgleichung 

Dhv  =  —fitv+G 

des  Art.  8  der  angezogenen  Abhandlung  vor,  in  welcher  ich  zur  Abkür- 
zung hier 

A2fc2 

gesetzt  habe.  Bezeichnet  man  nun  hier,  gleichwie  in  der  Abhandlung, 
durch  ein  der  Function  vorgesetztes  S  das  Verfahren  der  mechanischen 
Quadratur,  wodurch  das  Integral  erhalten  wird,  so  bekommen  wir  aus 
der  vorstehenden  Differentialgleichung  zuerst 

w  =  — SS/tiw+SSG 
und  substituirt  man  diesen  Werth  von  w  in  die  rechte  Seite  der  Diffe- 
rentialgleichung, so  wird  diese 

Dhv  =  G  —  fiSSG  +  fiSSfitv 
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deren  Integration 

w  =  SSG — SSfiSSG  +  SS/iSS/iw 

giebt.   Durch  Fortsetzung  dieses  Verfahrens  erhält  man 

w  =  SSG  — SS/iSSG +  88/188/1880-^  SS/iSS/iSS(4SSG±eic. 

durch  welche  die  indirecte  Integration  in  eine  directe  verwandelt  worden 
ist.    Um  diesen  Ausdruck  anwenden  zu  können,  ist  erforderlich,  dass 
die  unendliche  Reihe,  die  er  bildet,  convergire,  und  man  kann  immer  das 
Interval  zwischen  den  zu  berechnenden  Werthen  von  G  so  klein  anneh- 
men, dass  dieses  der  Fall  ist.   Wenn  die  Reihe  schwach  convergirt,  dann 
ist  aber  ihre  Anwendung  zeitraubender  wie  die  indirecte  Integration, 
die  daher  in  diesem  Falle  vorzuziehen  ist.  Die  Convergenz  dieser  Reihe 
nimmt  immer  ab,  so  wie  die  Werthe  des  Integrals  grösser  werden ,  und 
es  ist  daher  von  keinem  Yortheil  sie  durchgehends  anzuwenden ,  aber 
fllr  die  ersten  Glieder  des  Integrals  kann  sie  mit  Nutzen  angewandt 
werden.   Um  diese  Art  ihrer  Anwendung  zu  zeigen ,  will  ich  die  zehn 
ersten  Glieder  von  w,  des  der  angezogenen  Abhandlung  beigefügten  Bei- 
spiels darnach  berechnen.   Man  bekommt  fUr  die  beigesetzten  Zeiten 


-t853  Aug.  21 
Oct.  2 
Nov.  13 
Dec.  25 

-1854    Febr.     5 

März  19 

April  30 

Juni  11 

Juli  23 

Sept.     3 

vnd  hiemit  durch 


log/i 

SSG 

SSfiSSG 

SSfiSSftSSG 

8,5133 

+     1.73 

0.00 

0.00 

8.5280 

1.51 

0.00 

0.00 

8.5456 

11.49 

+  0.08 

0.00 

8.5656 

25.11 

0.58 

0.00 

8.5874 

34.29 

1.98 

+0.03 

8.6105 

+  29.49 

4.67 

0.14 

8.6338 

—     0.16 

8.48 

0.44 

8.6564 

66.42 

12.12 

1.11 

8.6772 

181.31 

12.53 

2.31 

8.6950 

—355.96 

+  4.05 

+4.08 

SS/iSS/iSS/iSSG 


0.00 
0.00 
0.00 
0.00 
0.00 
0.00 

+0.01 
0.04 
0.13 

+0.33 


den  obigen  Ausdruck,  fttr  dieselben  Zeiten, 

w  =  +     1.7 

1.5 

11.4 

24.5 

32.3 

+  25.0 

—     8.2 

77.5 

191.7 

—356.3 
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mit  der  Abhandlung  bis  auf  höchstens  0,1  ttbereinstimmend.  Es  versteht 
sich  von  selbst,  dass  das  Integral,  welches  2^  gicbt ,  eben  so  behandelt 
werden  kann. 


Zusatz  in. 


41. 

Es  sollen  hier  die  Ausdrücke  abgeleitet  werden,  durch  welche  ich 
die  Coefficienten  der  Bedingungsgleichungen  des  Art.  1 2 ,  und  die  dort 
angegebenen,  durch  Fehler  in  den  augewandten  Sonnenörtem  bewirkten, 
Verbesserungen  der  völlig  bekannten  Glieder  dieser  Gleichungen  be- 
rechnet habe.   Bezeichnet  man  mit 

r  den  Radius  Yector  eines  Planeten  oder  Gometen, 

f  die  wahre  Anomalie  desselben, 

X  den  Winkel  zwischen  dem  Perihel  und  der  positiven  JK' Achse  in 

der  idealen  Bahnebene, 
a  den  Bogen  in  derselben  Ebene ,  von  derselben  Achse  bis  zum 
aufsteigenden  Knoten  auf  dem  Aoquator  (oder  der  Ecliptik), 
i  die  Neigung  derselben  Ebene  gegen  den  Aequator  (oder  die 

Ecliptik), 
0  die  grade  Aufsteigung  (oder  Länge)  des  aufsteigenden  Knotens, 
dann  kann  man  zufolge  der  ersten  Abhandlung  über  die  absoluten  Stö- 
rungen der  kleinen  Planeten  die  rechtwinklichen  heliocentrischen  Coor- 
dinaten  des  Planeten  in  Bezug  auf  den  Aequator  (oder  die  Ecliptik)  durch 
diese  Grössen  ausdrücken.  Seien  diese  Coordinaten  x,  y,  z^  so  wie  die 
heliocentrische  grade  Aufsteigung  und  Abweichung  (oder  L&nge  und 
Breite)  des  Planeten  a  und  c^,  dann  wird  zuerst 

X  =  rcosd^cosa 
y  =  rcosdsin  a 
z  =  rsind 
aber  wenn  man  ausserdem ,  wie  im  Art.  7 ,  die  Summe  der  planetari- 
schen Störungen  der  Abweichung  des  Planeten  mit  s  bezeichnet,  dann 
ist  mit  hier  ausreichender  Genauigkeit 

cosdsin  [a—O)  =  cosisin  (/'+;f— a)— «tgt 
cos  d  cos  (a — 0)  ^  cos  (f-^x — ^) 

sin  d  =  sin  isin  {f-^x — <j)+« 
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die  Substitution  giebt  daher 

X  =  rcos(/+x— <t)cosö — ^sin(/4-;if — a)sm  dcosi+rsigisin  6 

y  ^  rcos{f+x — ^)8i'i  d+rs\u{f+x — <T)cosöcost— r«tg»cosö  ^ 
z  =  rsio  (/+x-*^)sin  i  +rs. 

Die  Veränderungen  von  a  und  0  sind  zufolge  der  angezogenen  Abhand- 
lung nicht  von  einander  unabhängig,  sondern  unterliegen  der  Bedin- 
gungsgleichung dö  =  cosid0,  da  wir  nun  hier  den  Zuwachs  irgend 
einer  Grösse  durch  ein  derselben  vorgesetztes  ^  bezeichnen  werden, 
so  haben  wir  nach  den  weiter  unten  vorkommenden  Differentiationen 

^0  =  cos  fz/fl 

zu  setzen. 

Die  vorstehenden  Ausdrücke  setzen  einen  festen  Aequator  (oder 
eine  feste  Ecliptik)  nebst  zugehörigem  Aequinox  voraus,  aber  dem  Vor- 
hergehenden zufolge  ist,  um  sie  auf  den  gleichzeitigen  Aequator  (oder 
Ecliptik)  nebst  zugehörigem  Aequinox  zu  beziehen ,  nichts  weiter  nö- 

thig,  als  »+^  statt  i,  x — <^+^  statt  x — ^i  und  O+k  statt  6  zu  schrei- 
ben, und  dieses  soll  unten  geschehen.   Es  soll  femer  zur  Abkürzung 

y — a  ^  TT — 0  =  0),     und  i+T^.  =  (t) 

^  '  cos  t  ^  ' 

gesetzt  werden ,  wo  n  die  grade  Aufsteigung  (oder  Länge)  des  Perihels 
bedeutet. 


42. 

Beziehen  wir  von  nun  an  alle  betreffenden  Grössen  ausschliesslich 
auf  den  gleichzeitigen  Aequator  und  das  zugehörige  Aequinox,  and 
nennen 

d  die  Entfernung  des  Planeten  oder  Cometen  von  dem  Mittelpunkt 

der  Erde, 
a   die  geocentrische  grade  Aufsteigung, 
d>  die  geocentrische  Abweichung  desselben, 

und  bezeichnen  die  jenen  parallelen  rechtwinklichen  Goordinalen  der 
Sonne  mit  Xi ,  yi ,  Zi ,  so  werden 

d  cos  d'  cos  a  =  x+Xi 
d  cos  c^'  sin  a  =  y-hyt 
d  sin  d'  =s  z+Zi . 
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Die  Differeatiation  dieser  Gleichungen  giebt,  wenn  die  Sonnencoordi- 
naten  vorläufig  constant  angenommen  werden, 

JA .  cos  d'  cos  a — d^it.  sin  c^'  cos  cc — dJa.  cos  d"  sin  a  =  j^x 
Jd  .  cos  c^'  sin  a — d/dS .  sin  8'  sin  d-^dJa.  cos  S'  cos  a  =  j4y 
Jd .  sin  d'  -k-dJff .  cos  J'  =  Jz 

woraus  durch  die  Elimination 

dJd.  cos  ö'  =  — Jx  .  sin  d-^Jy  .  cos  d 
dJ^  =  — z/tr .  sin  S  cos  a — ^y .  sin  ^'sin  d^Jz  .  cos  & 

Jd  =:       z/r  .  cos  a  cos  d^Jy  cos  (T  sin  d^Jz .  sin  d* 

folgt. 

43. 

Bei  der  Differentiation  der  Ausdrücke  des  vorvor.  Art.  der  Coordi- 
naten  x,  y,  z  in  Bezug  auf  die  darin  enthaltenen  Elemente  ist  vor  Allem 
zu  bemerken ,  dass  die  Veränderungen  der  letzteren  so  klein  angenom- 
men werden ,  dass  sie  auf  den  Betrag  der  Störungen  keinen  ii^end  wie 
merklichen  Einfluss  äussern  können,  und  es  dürfen  daher  die  Störungen 
als  unveränderlich  betrachtet  werden.  Da  fernere  immer  klein  ist,  so 
darf  man  bei  den  Differentiationen  in  Bezug  auf  i  und  d  die  beiden  Pro- 
ducte  8\%i  cos  6  und  « tg  i  sin  0  unverändert  lassen ;  die  Berücksichtigung 
der  Veränderungen  dieser  Glieder  würde  die  Coefficienten  der  Bedin- 
gungsgleichungen nur  unbedeutend  ändern,  übrigens  ist  die  Zuziehung 
derselben  in  einem  extremen  Falle  mit  gar  keinen  Schwierigkeiten  ver- 
bunden, nur  mussman  in  diesem  Falle  T^^.j  sin  tcosö  und  r~^jsinf  sinfl 

schreiben,  und  jeden  Falls  (^^)  als  constant  betrachten.    Da  unter  den 

zu  bestimmenden  Verbesserungen  der  Elemente  auch  die  der  Masse  m 
des  störenden  Körpers  mit  aufgenommen,  und  mit  [itn  bezeichnet  werden 
soll,  so  ist  bei  den  Differentiationen  auch  darauf  Rücksicht  zu  nehmen. 
Der  Strenge  nach  müssten  die  Störungen  zweiter  Ordnung  den  Factor 
%(A  bekommen,  allein  in  Betracht  der  Kleinheit  dieser,  so  wie  in  der 
Voraussetzung,  dass  auch  ^  klein  ausfallen  wird,  kann  hievon  ohne 
Nachtheil  der  Genauigkeit  abgesehen  werden.  In  Folge  dieser  Bemer- 
kungen, so  wie  der  schon  im  Art.  41  aufgestellten  Bedingungsgleichung 
bekommt  man  leicht 
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+^r  { cos  (/H-a)H-iy)cos  (Ö+A)  —  sin  (f^o^+rj)  cos  (ö+A)cos  (t^ } 
+r^  sin  if+to+tj)  sin  (Ö+A)  sin  (t) 
— r^ö  cos  (/H-cö+i^)  sin  (Ö+A)  sin  ^(i) 

^y  =  — r^(/'+x){sin(/'+(o+jj)sin(ÖH-A) — cos(/4-co+iy)cos(flH-A)cos(f)} 
H-^r  { cos(/'+co+i^)sin  (ÖH-A)+sin  {f-hoo+tj)  cos  {0+X)  cos  (t^ } 
— r^i  sin  {f-hoo-htj)  cos  (Ö+A)  sin  (i) 
+r^ö  cos  {f+(o+ij)  cos  (Ö+ A)  sin  ^  (i) 

^z  ^      rJ{f+x)  cos  (f+fa+rj)  sin  (t) 
+^r  sin  (/4-coH-i^)  sin  (t) 
H-r^f  sin  {f+oo+ri)  cos  (t) 
— r^Ö  (cos  {f+(o+ti)  sin  (t)  cos  (i) 

wobei  zu  bemerken  ist ,  dass  die  von  den  Störungen  der  mittleren  Ano- 
malie und  des  Logarithmus  des  Radius  Vectors  abhängigen  und  mit  fi 
multiplicirten  Gheder  hier  noch  in  z/r  und  z/f  implicite  enthalten  sind. 

Die  Substitution  der  vorstehenden  Ausdrücke  in  die  fUr  z/a  und 
^d'  des  vor.  Art.  giebt  nun 

VJa  =      rz/(/4-;f){sin(/+wH-iy)8in(a— ö— A)+cos(/+a)+i^)cos(a— e— A)cos(^^ 
— z/r{cos(/4-ci)+i^)sin(a — 6 — A) — sin(/'H-w+jy)cos(a — 0 — A)cos{f)} 
— fz/tsin  if+io+t])  cos  (a — 0 — A)sin  (t) 
+r^6  cos  (Z+co+i^)  cos  («' — ö — A)  sin  ^  (i) 

dz/d^'  =      rz/(/+x){cos(/4-wH-i;)sin(t)cos<J' 

+[sin  (/4-o)H-i/)  cos  (a  — Ö — A) — cos  {f+to-hrj)  sin  («' — ö— A)  cos  (t)]  sin  d' } 

+z/r  { sin  {f+(o+f])  sin  (i)  cos  c^' 

— [cos  {f+(o+fi)cos  (a  — Ö— A)  +sin  {f+(o+t])  sin  (a  — Ö — A)cos  (t)]  sin  d'\ 

+rJi  { cos  (t)  cos  d'+sin  (t)  sin  d'  sin  {a — 0 — A) }  sin  {f+(o+fj) 

— rJO  \  cos  (t) cos (J'+sin  (i) sin  d' sin (a — 0 — A) }  cos {f+to+rj) sin (t) 

+fir  (^.)  {  cos  (t)  cos  (J'+sin  (t)  sin  d'  sin  («'— Ö— A) } 

Die  Entwickelung  von  ^d  werde  ich  unterlassen,  da  diese  Aenderung  zu 
den  hier  beabsichtigten  Zwecken  nicht  erforderlich  ist. 
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44. 

Die  eben  erhaltenen  Ausdrücke  lassen  sieb  darch  Einfübning  von 
HUlfsbögen  sehr  vereinfachen.  Bestimmt  man  p,  P,  u,  (7,  q,  Q  durch 
die  folgenden  Ausdrücke, 

cosp  sin  P  =  sin  [a — 0 — X) 

cosp  cos  P  =  cos  (f)  cos  (a  —  Ö — X) 

sin  p  sin  (i)  cos  («' — (?— A) 

cos  u  sin  17  ^  sin  ä"  sin  (a — 6 — X) 

cos  w  cos  ü  ^  cos  d'' 

sin  u  ^  sin  (J'  cos  («' — 0 — X) 

cos  9  sin  0  =  sin  u 

cos  9  cos  0  =  cos  u  sin  ((t) — U) 

sin  9  =  costt  cos((i) — U) 

wobei  zu  bemerken  ist,  dass  man  die  Bögen  p,  u,  q  selbst  nicht  za  suchen 
braucht,  da  nur  ihre  Sinusse  und  Cosinusse  gehraucht  werden,  so  gehen 
die  im  vor.  Art.  erhaltenen  Ausdrücke  in  die  folgenden»  wesentlich  ein- 
facheren über: 

dcoBd'Ja  SB5      ^ [f^j^yr  cosp  cos  {f+w+tj—P) 

+^r  cosp  sin  {f+w+tj — P) 
— ^i .  r  sinp  sin  (f+cD-t-tj) 
+Jd .  r  sin  p  cos  (f+(a+f])  sin  (t) 

dJd'  =       ^(/'+;f).rcos9COs(/'+cö-|-j^ — 0) 
+^r  cos  q  sin  {f-t-cD+tj — 0) 
+Ji .  r  sin  9  sin  (f+w+tj) 
—^6 .  r  sin  9  cos  {f+(o+f])  sin  (t) 

in  welche  die  Differentiale  der  elliptischen  Elemente  einzuführen  sind. 


45. 

Die  Theorie  der  Bewegung  giobt  mit  Rücksicht  auf  die  hier  statt* 
findende  Form  der  Störungen 
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^  cos  cp .  Jc-^t^  cos  (p .  Jn+—^^^^^  sin/*.  Jq)+^  cos  (p .  /indz 

''^  +  aigq)smf.Jc  +  ta  lg  q>s\iif.Jn  —  a  cos 9) cos  f  ,Jq)  +  a  tg  9)  sin  [ .  ftndz 

WO  wie  immer  ndz  und  vr  die  Störungen  der  mittleren  Anomalie  und 
des  Radius  Yectors  sind.  Statt  f  muss  man  in  diesen  Ausdrücken  f  ver- 
stehen, ich  durfte  aber  das  Unterscheidungszeichen  weglassen,  weil  in 
allen  vorhergehenden  Ausdrücken  auch /^  statt  /*  verstanden  werden  muss. 
Die  Subslitution  dieser  Ausdrücke  in  die  im  vor.  Art«  erhaltenen 
bringt  in  den  Coefficienten  der  Acnderungen  der  elliptischen  Elemente 
Glieder  zum  Vorschein  die  mit  i^  multiplicirt  sind,  aber  aus  demselben 
Grunde ,  aus  welchem  oben  die  Aenderung  der  Glieder  s  tg  i  cos  0  und 
9  tg  i  sin  0  weggelassen  wurde ,  darf  man  auch  diese  weglassen ,  deren 
Zuziehung  übrigens  keine  Schwierigkeiten  darbietet.  Es  ist  noch  hiebei 
zu  bemerken ,  dass  bei  dem  hier  erklärten  Verfahren  die  grOssten  Stö- 
rungen, nemlich  der  Werth  von  n^,  in  den  Coefficienten  vollständig 
berücksichtigt  wird,  und  nur  die  Werthe  von  v  und  8,  die  immer  viel 
kleiner  sind,  übergangen  werden.  Führt  man  nun  den  vorstehenden 
Bemerkungen  gemäss  die  Substitution  aus»  und  beiücksicbtigt  dabei  die 
Gleichung 

^  —  1  £/n 

a    "^  8    fi 

SO  bekommt  man  nach  einigen  leichten  Reductionen,  und  wenn  man  zur 
Abkürzung 

Ar  cos  p  I  r  sin  p  _  S       S06S65" 

—    ___  ,       k   =  — ^—  ,       W  =  y  •  --— 


Ä'    =   ü^  ,       jk'  =  n 


Sin  q 


d       '        "  d 


A^  =  — ^^.-.cosff+w+j?— P)  +  A^.^?^C0S(0)+^/— P) 

'  cos  ff      r  ^  •  f  r 

A2  =  tA{ — hms\n(f+(o+tj — Jp) 

^»  =  -^^sin/'cos(/*+«+/y— /*)— Ä^cosysin(«+j^— jP) 

its  =  — k  sin  {f+(o+tj) 

Ad  =  k  cos  {f+(o+fj)  sin  (i) 

Aj  =  Ai  ndz+h  sin  (f+to+tj—P)  v—k  (^-—^ 
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**  =  c^-7Cos(/'+(ü+i?— 0)+A'ytg9)Cos(ö>+iy--0) 
B2  =  tBi—h'msm{f+(o+ti—Q) 

Bi  =  h'co8{f+(o+tj — 0) 

B^  =  k'sin(f+(o+tj) 

Äe  =   — k'  C08{f+a)+t])sm{i) 

B,  =  B,ndz+h'8in{f+a^+fi-Q)p^k'(^) 

setzt, 

cos  d^  Ja  =  AiJc+A2Jn+At^Jq>+AiJx'^^^^i+^fi^0+A^/l 
JS  =  BvJc-k^B^Jn-^B^Jtp'k^BKJx'^B^Ji'^B^Jd'k-B^li 

womit  die  analytischen  Entwickelungen  ausgeführt  sind. 

46. 

Wenn  die  Excentricität  des  Planeten  nicht  sehr  gross  ist,  so  leiden 
die  beiden  eben  erhaltenen  Ausdrücke  in  ihrer  Anwendung  an  dem 
Uebelstande,  dass  die  Coefficienten  A\^  und  A4,  so  wie  B\  und  04  nahe 
gleich  gross  werden  und  dasselbe  Zeichen  erhalten.  Es  wird  dadurch 
intthsam  die  Werthe  von  Je  und  Jx ,  durch  die  Auflösung  einer  Reihe 
solcher  Gleichungen,  abgesondert  von  einander  richtig  zu  erhalten,  Mao 
vermeidet  diesen  Ucbelstand  dadurch,  dass  man  statt  Je  die  Verbesse- 
rung der  mittleren  Länge  zur  Zeilepoche  einflihrt,  und  man  braucht 
diese  nicht  streng  zu  wählen,  sondern  es  gnUgt  eine  dieser  beiläufig 
gleichkommende  Grösse  einzuführen,  wenn  nur  die  Beziehungen  so  ge- 
wählt werden,  dass  die  Strenge  nicht  verletzt  wird.  Nennt  man  die  ein- 
zuführende Grösse  Jl,  und  setzt 

Je  =  Jl — Jxcosq> 
A4*  =  A4 — Ai  cosy 
Bi*  =  JB4  — By  cos  q) 

^dann  gehen  die  Ausdrücke  des  vor.  Art.  in  die  folgenden  über 

cos  df  Ja  =  A\Jl+A2Jn+A:iJq>+AA*Jx+AsJi't'AQJd'^A7fi 
Jd'  =  BiJl+B2Jn+BzJ(p+Bi*Jx+B,Ji+B^e'k'B^fs 

die  zur  Anwendung  weit  geeigneter  sind  wie  jene.  Die  Coefficienten 
A4  und  Bi  erhält  man  durch  die  vorstehenden  Ausdrücke  nur  mit  ge- 
ringer Genauigkeit,  wenn  man  nicht  Ai ,  A4 ,  jBi  ,  Bi  mit  einer  grösseren 
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Anzahl  von  Decimalen  berechnen  will,  wie  ausserdem  nöthig  ist,  aber 
man  kann  auch  diese  Unbequemlichkeit  vermeiden,  wenn  man  die  ana- 
lytischen Ausdrücke  jener  entwickelt.  Diese  findet  man  aus  dem  Yor- 
hergehenden  leicht  wie  folgt, 

^*  =  -k-^cosfcos{f+a>+ti-P)-hlg^g>cos{f+w+ti^P} 

— h  y  sin  q)  cos  {(o+tj — P) 
^**  =  -A'^<^s/*cos(/+co+,-0)-A'tg>cos(/+« 

— A'^sin9)C0s(cö+iy — 0) 

wozu  bemerkt  werden  kann,  dass  die  beiden  dritten  Glieder  sich  aus 
den  beiden  zweiten  Gliedern  der  Ausdrucke  flir  Ai  und  Bi  durch  Multi- 
plication  mit  —  cos  q>  ergeben. 

47. 

Hat  man  nun  durch  die  Auflösung  einer  Reihe  von  Gleichungen, 
wie  die  oben  abgeleiteten,  die  Werthe  der  Unbekannten  ^/,  Jn,  etc. 
gefunden,  so  wird  vermöge  der  Gleichung  Je  =  Jl — ^fx  cos  y, 

Je  =  Jl — ^;f+2sin2  4^9).z/;f 

und  vermöge  der  Gleichungen  Ja  =  cosi^ö,  und  x — ^  =  ^ — Ö, 

Jn:  =  ^;f+2sinH».-^Ö 

aus  welchen  die  Verbesserungen  der  mittleren  Aneioalie  zur  Zeitepoche 
und  der  graden  Aufsteigung  des  Perihels  hervorgehen.  Für  t  kann  man 
liier  das  Mittel  aus  den  vorhandenen  Werthen  der  {%)  setzen,  überhaupt 

aber  ist  die  Verbesserung  von  t  durch  —-.  in  den  hier  erklärten  Rech- 
nungen von  weit  geringerem  Belang,  wie  die  Verbesserungen  von  co  und 
^  durch  f]  und  k ;  in  vielen  Fällen  wird  man  jene  übergehen  können, 
obgleich  diese  nicht  übergangen  werden  dürfen. 

Nach  den  hier  abgeleiteten  Ausdrücken  sind  die  Goefficienten  der 
Sedingungsgleichungen  des  Art.  1 2  berechnet  worden,  und  es  erwiesen 
sich  dabei  die  von  r  und  8  abhängigen  Glieder  der  Goefficienten  A7  und 
Ml  so  klein,  dass  ich  mir  erlauben  durfte,  in  jedem  der  letzleren  blos 
das  erste  Glied  zu  berücksichtigen. 


Abhindl    d.  K    S.  GeselUcli.  d.  \ViMen»cli.    XIII.  31 
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48. 
Sehen  wir  jetzt  die  rechtwinklichen  Goordinaten  des  Planeten  oder 
Gometen  als  constanl ,  und  dahingegen  die  der  Sonne  als  veränderlich 
an,  dann  wird  auf  ähnliche  Weise  wie  im  Art.  42 
d  cos  d'^a  =  — ^Xi  sin  a+Jyi  cos  d 

dJd*  =  — Jxy  S'D  d'  cos  a +^yi  sin  d'sin  a+Jzy  cos  d\ 
Bezeichnet  man  aber  mit  O  die  wahre  tropische  Sonnenlange,  mit  B  die 
Sonnenbreile,  mit  R  den  Radius  Yector  der  Sonne,  und  mit  e  die  wahre 
Schiefe  der  Ecliptik,  so  wird 

Xi  ssi  R  cos  0 

iji  =i  R  sin  0  cos  e — BR  sin  6 
Zi  =:  A  sin  0  sin  6 — BR  cos  e 
woraus  man,  wenn  in  den  GoefBcienlen  von  ^R  und  ^e  die  kleinen  von  m 

B  abhängigen  Glieder  weggelassen  werden ,  die  nie  merkliche  Wirkung  ~3 

äussern  können, 

Jxi  =  —RJO  sin  0+^ilcos  © 

//yx  =  RJQ  cos  O cos 6-1- .^A sin 0  cosc — RJBsine — jR^«sin0  sin« 
Jzi  =L  RJQ  cos  0  sin  e-^JR  sin  0  sin  e+RJB  cos  e+RJesin  0  cos  e 
zieht,  deren  Substitution  in  die  vorstehenden 
dcoBd'Ja  =  RJQ  |  sin0  sina'+cos0  cos  6  cos  a| 

— JR  { cos  0  sin  a  —  sin  0  cos  e  cos  a  \ 
— iL/ßsintcos« 
— RJe  sin  0  sin  «  cos  a 
dJd'  =  it^0{cos0sin6COS(y'+[sin0cosa — cos0sinacos«]sin(J'}  ^ 

+//ß{sin0sin6COSf)' — [cos0cosa+sin0sina'cos6]sin(y}  % 

+RJB  \  cos 6  cos <)^+sin 6 sin d' sin a  } 
+RJ6 sin  0  { cos 6  cos  () '+sin 6 cos  d' sin a\ 
giebt.   Setzt  man  hier 

cos  p  sin  P  =  sin  a 

cos  p  cos  P  =  cos  a  COS  € 

sin  p  =  COS  a  sin  € 


cosu 

sin 

U' 

= 

sin 

ö' 

sin  a 

cosu 

cos 

u 

:= 

cos 

ö' 

sin  u 

^ 

sin 

d' 

cosa 

cos  q  sin  Q'  =  sin  u 

cos  3'  cos  Q  =  cosm'  sin  [e — V) 

sin  ry'  =  cüsm'  cos  (6 — f/'j 
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80  ergiebt  sich 


+^(log.br.Ä)^cosp'sin(0— Z^ 
— ^«  4-  S'"^  P  sin  © 


^<r  =      JQ^  cos  g'  cos  (©— 0') 

+^(log.  br.  Ä)  4  cos  9  sin  (0—0')     '*'"*" 


d"^^^"*"V^      >^y  ^ 


+^Ä4sm(jf' 


+Je  -j  sin  5'  sin  0 
wo  M  den  Modul  der  Briggischen  Logarithmen  bezeichnet,  und  folglich 

log  ?i^  =  8.6766—10 

ist,  wenn  die  siebente  Decimale  des  log  R  als  Einheil  angenommen  wird. 

Nach  diesen  Ausdrücken ,  von  welchen  im  vorliegenden  Falle  blos 
die  mit  JO  muitiplicirten  Glieder  in  Betracht  kamen,  sind  diejenigen 
Verbesserungen  der  völlig  bekannten  Glieder  der  Bedingungsgleichun- 
gen des  Art.  12  berechnet  worden,  die  von  den  Fehlem  der  vorher  an- 
gewandten Sonnenörter  herrühren. 


49. 


Um  die  hier  entwickelten  Ausdrücke  durch  ein  Beispiel  zu  erläu- 
tern ,  will  ich  zuerst  die  Coefficienten  Ai ,  B\,  etc.  für  die  Zeit  des  im 
Art.  1 4  aufgestellten  Rechenbeispiels,  nemlich  für 

1862     Sept.  21.5     m.  Z.  Berlin 

berechnen.    Die  Daten,  die  aus  diesem  Beispiel  und  den  vorangehenden 
Elementen  der  Egeria  zu  entnehmen  sind,  sind  die  folgenden. 
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t 
log  sin  (T 


8560  5r69,     ^+a>+i7  » 
4  8    58.28,  to-hri  « 

fl     K 


8870  59'44, 
42.724, 
9.60587n       log  cos  (f' 


8880  58'57, 
408    53.84, 

2300    5'26, 

818864", 

9.96450 


logd 
logr 
loga 

log  sin  tp 
log  cos  (p 


0.24884, 
0.48197, 
0.44408, 


8.94000, 
9.99835, 


logS 

subtr.  log 
log  sin  t 

log  sin  M 

log  cos  (t) 

w 


»  6.  5490» 
BB  —24 

»   9.78424 

B  9.78480 
OB  9.904  47 
SS  870  9'49 


und  hiemit  bekommt  man  zuerst 


log  cos  (t) 

=  9.90147, 

log  sin  («'- 

-6- 

-l) 

= 

9.57376fi 

log  sin  ((i) 

-U) 

s 

:  9.66847 

log  cos  (a'- 

e- 

^) 

s   9.96718, 

log  sin  d' 

s 

9.60587fi 

log  cos  u 

s= 

r  9.96784 

log  sin  (i) 

s   9.78400 

log  cos  (a'- 

-Ö- 

-A) 

= 

9.9674  8 

log  cos  ((i) 

-U) 

sa 

:  9.94684 

log  sin  (o'— 

6- 

i) 

SS   9.57876n 

9.17913 

log  sin  t» 

s: 

1  9.57S50» 

log  cos  P 

BS   9.95080 
9.86860 

log  cos  U 
log  cos  d' 

3 

9.99446 
9.96450 

log  sin  Q 

* 

:  9.87884 
9.88584 

logigP 

SS   9.70516n 
333058'57 

logtgt/ 

u 

= 

9.24768 
90  22'85 

log  tgp 

a 

:   9.98689fi 
8880  58'57 

p 

= 

-26  58.58 
408  58.84 

(0- 

^_  ( 

37     9.49 
270  46'84 

Q 

■^S 

-40  50.81 
4  08  58.84 

f+ea-hi] 

-p 

SS 

00  52'4  5 

log  sinu 

s 

9.57250n 

/•+W  +  1?- 

0 

SS 

440  48'88 

w+ij 

-p 

^ 

480  46.89 

log  cosu 

s 

9.96784 

W  +  1^  — 

Q 

s 

4  44  48.62 

log  sin  p 

s   9.74848 

log  206265 

.1. 

5.814^8 

log  sin  q 

SS 

9.94447 

log  r :  d 

=   0.48848 

log  2:3 

^ 

9.82391 

logr:d 

:ä 

0.48848 

log  cos  p 

=s   9.94  880 

logn 

s: 

5.49605 

log  cos  q 

8S 

9.75697 

logA 

SS   0.10643 

log  m 

— 

9.64129 

logV 

B 

9.94540 

logik 

BS  9.98626 

logjk' 

s 

0.49288 

womit  die  Berechnung  der  Hülfsgrösscn  ausgeführt  ist.    Die  fernere 
Rechnung  steht  nun  so : 


lögfc- 
log  a:r 

]0gC08(/'+»-l-^— P) 

Clog  cos  ip 


sr  0.40648 

s  9.97906 

s  9.99995 

SS  0.00465 

0.08709 
+  4.2224 
—  0.0695 


Ai   83    +4.4526 


log  ha:r 
log  tg^ 

log  cos  (Ol  + 17  — P) 


log  cos  (p 


0.08549  , 

8.94465 

9.84508n 

8.84244n 
9.99885n 

8.84049 


logÄ 

logm 

log  sto  (^+i»+ij— P) 


log  Ji 
logl 


0.084  68 
4.40468 

4.46684 


+44-. 


log^  C0S(/'+W+1^— P) 

log  sin  f 
Clog  cos^ 


0.40688  , 
9.88484fi 
0^0165 

'9?9928T 


log  ha:r 

log  sin  {(ü-hfi—P) 

log  COS  (p 


=s  0  08549 
s  9.87921 
=  9.99885n 


9.96305fi 


^3 


-0.9887 
-0.9484 

—  4.9024 


log* 

log  tg  (p 

log  cos  f 

log  COS  (/•+(ü+ij— P) 

C  log  cos  (p 


log* 

log  sin  (Z'+ai+i?) 


A5  = 


0.4064811 0.4064811 

8.94165    -  log  tg2(p  SS   7.88830 

9.80727n 

-5  -5 

0 .  WW  7.98968n 

8.85695 

9.93626n  9.93626 

9.64221n  log  cos  (Z'+cy+i?)  =    9.95357 

9.57847  log  sin  (1)  =9.78100 

+  0.3789  '9.67088 

Aq   SS    +0.4686 


+  0.07494 
-0.00977 
+  0.06926 

ii4»ss+ÖT34"48 


log  Jup.  Stör. 
logJi 


A-r   = 


3   9. 485711 
=   0.0647 

9.5274fi 
-0.8888 
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s  9.94540, 

log  h'air 

s  9.9S446 

logV 

a  9.9464 

a  9.97906 

logtg^ 

s  8.94465] 

lOgfll 

a   9. 642211 

[/+ti4-f|-<?)     «  9.98581 

log  cos  (ctf-l-^-Q) 

s  9.9449411 

log  Sin  if+m^fi^QH        a   9.4077 

B  q>                     B  0.00465 

8.7777811 

8.995ffi 

9.91418 

log  cos  ^ 

s    9.99888fi 

logBi 

a  9.87860 

-1-0.8480 

•)       8.77607 

logt 

a  4.40468                 -0.099 

-0.0599 

0.98268  .     .     .   +9.608 

Bi    sr    +0.7554 

Bf  s   +9.509 

B(/4-i»-l-^-(?)»  9.9804t  , 

log  h'a  cos  y  :r 

»  9.9il54n 

-0.6666 

sec  9                aa  9.88646n 

logsio  (»+17— (?) 

a  9.76168 

-0.4884 

9.84  688fi 

9.68404fi 

B^  a   -4.4891 

s  9.94540fi 

^  .     •    •    •    •    • 

.     .          9.94540fi 

+  0.04797 

COS^                         8  8.74898fi 

log  tg8y 

m   7.88880 

-0.00654 

/-I-W-I-1J— <?)8ecy  =  9.98697 

log  cos  (/+W+1J- 

-0)      8  9.98582 

+0.98974  .  .  .   .  S.*) 

8.68099 

7. 84  87211 

B4*  a   +0.40447 

s  0.40280 

.     .         0.4  0280fi. 

log  JU] 
logBi 

D.Stör,    a  9.4687fi 

(r+w-|-ij)            =  9.642a4n 

log  cos  (Z'+w+iy) 

a  9.95857 

a  9.8780 

9.74454n 

log  SID  (0 

a  9.784  00 
9.88687fi 

9.8487fi 

B5  —  -0.5558 

Be  s   -0.6869 

B7   a   -0.2206 

Die  kleinen  Unterschiede  zwischen  den  hier  berechneten  und  den  im 
Art.  1 2  angesetzten  Coefficienten  rühren  davon  her,  dass  hier  die  Rech- 
nung mit  den  definitiven  Oertem  und  Elementen  ausgeführt  worden 
sind,  während  für  jene  Angaben  nur  die  provisorischen  Oerter  und  Ele- 
mente angewandt  werden  konnten.  Die  Unterschiede  sind  übrigens 
ganz  unbedeutend. 

50. 

Für  das  Beispiel  der  Anwendung  der  Ausdrücke  zur  Verbesserung 
der  geocentrischen  Oerter  des  Planeten  oder  Cometen  wegen  Fehler  in 
den  angewandten  Sonnenörtern  will  ich  wieder  dieselbe  Zeit  wählen, 
und  die  Daten  sind  daher  dieselben  wie  vorher,  nur  dass 

€  =  23»  27',  0  =  178»  41'  logÄ  =  0.0014 

hinzukommen,  wogegen  einige  des  vorigen  Beispiels  wegfallen.    Die 
Berechnung  der  Hülfsgrössen  steht  nun  wie  folgt, 

log  cos  f  s 

log  C08  a'  a 

log  sin  € 

log  sin  a' 
log  cos  P' 


logtgP' 

Ol 
P' 

O-P' 
log  sio  p' 
log  cosp' 


9.9626 

log  sin  a' 

a  8.7864n 

log  sin  (€- 

■ir) 

a 

9.6752 

9.9994 

log  sin  d' 

a   9.6054fi 

log  cos  tt' 

a 

9.9646 

9.5998 

log  cos  d' 

a  9.9994 

log  cos  (f- 

.IT) 

a 

9.9669 

8.7864fi 

8.8445 

log  sin  u' 

SB 

9.604811 

9.9992 

log  cos  ü' 

a  9.9999 

log  sin  (y 

a 

9.880811 

9.9620 

log  cos  d' 

a  9.9645 

9.5868 

8.774<n 

log  tg  V 

a  8.8800 

logtgO' 

« 

0.0680fi 

4  780  44' 

-8  24 

V 

a     4022' 

ff 

^B 

-  490  28' 

4  820    5' 

i 

a   28  27 

0' 

M 

J7«  44 

9.5992 

i'-ir 

a  220    5' 

0- 

•e^ 

m 

9^ 

9.9628 

log  sin  W 
log  COSlf' 

a  9.6048n 
m  9.9646 

logsio^ 

lOgOMf^-^ 

1 
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und  femer  ergiebt  sich: 

log  R:d  «9.7576        )         ,.  „ß.  •.7576» 

log  COS  1/  SS  9.96J8        \        v.i^vm  log  sin  p*  «   >.59»« 

logCOB(©-P'J    « --Sil,     log  sin  (0-i>')    »8  560011  TS568» 

9.7ao«ii      logconst.  ^  8  6766  log  Sin  0  »   8.8618 

«.Ö«7ön  7.7484» 

logÄ:««  =9.7576        )         ^  .«.-  9.7576 

logg'  =9.7140        S        "•**''»  log  Sing'  s  9.8t85 

log  cos  (©-(y)   g  9.8«4an      log8in'(0-e')    «  9.87a4n  ""»1864 

9.3058n      logconst.  =«  8.6766  log  sin  0  «   8.8648 

8.0803n  8.6474 

Die  Ausdrücke  für  die  Verbesserungen  werden  demnach 

coBd'Ja  =  —(9.7201)^0— (6.9575)^(log.br.Ä) 

—(9.3568)  JB-^ll.l  \&i)j€ 
Jdf  =  — (9.3058)  z/O—(8.0303)^(log.br.Ä) 
+(9.6861)z^jB+(8.0474)^€ 

wo  die  in  Klammem  eingeschlossenen  Zahlen  die  Logarithmen  der  Go- 
efBcienten  sind. 

Im  Art.  12  wurde  für  diese  Zeit  mit  Uebei^hung  der  ttbrigen 
Fehler  JO  =  +2*4  gefunden,  substituirt  man  diesen  Werth  in  die  vor- 
stehenden Ausdrucke,  so  erhält  man 

cos  d' Ja  =  — 1'3.    Jd'  =  — 0"5 

wie  a.  a.  0.  angegeben  ist. 


Zusatz  IV. 


51. 

Schon  vor  mehr  wie  40  Jahren  habe  ich  mir  Hulfstafeln  ßir  die 
rechnung  der  Parallaxe  eines  Planeten  oder  Gometen  in  grader  Aufstei — 
gung  und  Abweichung  berechnet,  und  da  ich  der  Meinung  bin,  das^ 
diese  nicht  ohne  Nutzen  angewandt  werden  können,  so  will  ich  eineo^ 
Auszug  davon  hier  mittheilen. 

Bezeichnet  man  mit  a  und  d  die  beobachtete  grade  Aufsteigung^ 
und  Abweichung  eines  Planeten  oder  Gometen ,  mit  t  die  Sternzeit  die- 
ser Beobachtung,  und  mit  d  die  gleichzeitige  Entfernung  dieses  Ge* 
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slirDS  von  der  Erde ;  ferner  mit  g>  die  geocentrische  Breite ,  mit  (>  den 
Erdhalbmesser  des  Beobachtungsortes ,  und  mit  n  die  Äequatorealhori- 
zontalparallaxe  der  Sonne,  dann  ist  ftlr  das  Gestirn  die 

Parallaxe  in  grader  Aufsteigung  =  ^^^l^  sin  (t— a) 

Parallaxe  in  Abweichung  =  _iIi^sin(rcos(T— a)+-^^^y^ 

wo  die  Vorzeichen  so  gestellt  sind,  dass  man  die  Parallaxen  zu  den  be- 
obachteten Oerlern  addiren  muss ,  um  die  auf  den  Mittelpunkt  der  Erde 
reducirten  zu  erhalten.   Setzt  man  nun 

T  =s  ;r(>C0S9)sin(T— a) 
Tx  =s  — ;r(>  cos  y  cos  (t — a) 


dann  wird  die 


Parallaxe  in  a  = 


dco8  d 


Parallaxe  in  d  ==  H^+H^ 

Die  Grössen  T  und  Ti  kann  man  für  jede  Sternwarte  mit  sehr  wenig 
Mähe  in  eine  Tafel  mit  dem  Argument  Stunden  winkel  oderr — a  bringen, 
und  die  Tafel  (tlr  T  kann  auch  für  Ti  dienen ,  wenn  für  jede  der  beiden 
Parallaxen  ein  besonderes  Argument  angesetzt  wird,  auch  kann  man 
dieser  Tafel  für  jede  Sternwarte  den  Logarithmus  von  T'  beifUgen. 
Nach  diesen  Grundsätzen  ist  die  folgende  Tafel  ausgeführt,  und  dabei 

n  =  8''92 

gesetzt  worden.  Ich  habe  die  eine  Seite  der  Tafel  vollständig  ausge- 
führt, und  auf  der  anderen  blos  die  Argumente  angesetzt ,  damit  man 
nach  Bedarfniss  die  Golumnen  fUr  die  Sternwarten  sich  ausfüllen  kOnne. 

Beispiel. 
Beobachtung  der  Egeria  in  Berlin. 

1850  Nov:24. 6M7"»ir4m. Ortszeit.  a  =  25M9' 51  "8, (J=+8ö50' 10*9. 
Die  Sternzeit  fand  ich  hieraus  =  22^  iO^'S ,  folglich  Argument  der  Tafel 
SB  20^  59'"2 ;  die  Ephemeride  der  Egeria  für  dieses  Jahr  gab  log  d  =  0,21 8. 
Hiemit  steht  die  Rechnung  wie  folgt: 
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Par.  in  c 

T  Ä   -.8"86 
logT*  =       0.587n 


log  d  cos  J 


0.»48 
0.874n 


Par.  in  ff  s  -2"87 


Per.  in  J 


log  r,  = 

log  sin  J  =s 
logd  = 


8"84 
0.584n 
9.486 
0.5148 

9.55Sfi 


log  r  B  0.848 
log  cos  d  =  9.995 
.     .     .     .       0.SI8 


0.6S5 


-0"86 
■I-4.M 

Par.  in  (f  =    +8''86 


Reducirte  Beobachtung, 
a  =  25M  9'  i^iS ,     *  =  +8»  50'  1 4*76. 
Es  versteht  sich  von  selbst ,  dass  man  aus  dieser  Tafel  auch  die  Parall- 
axe der  Abweichung  im  Meridian  berechnen  kann. 
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Wenn  das  Argument  sich  auf  der  linken  Seite  der  Tafel  befindet,  so  sind  T  und  7*,  positiv. 
Wenn  das  Argument  sieb  auf  der  reckten  Seite  der  Tafel  befindet,  so  sind  T  und  Tt  negativ. 
Dieses  soll  durch  die  oben  stehenden  +  und  —  Zeichen  angedeutet  werden. 
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12 

4 

< 

t 

• 

¥ 
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P.  A.  Hansen, 


P 


Hülfstafel  um  die  Kalendertage  in  Jahrestage,  und  Stunden,  Minuten  und  Secundeo 

in  Theile  des  Tages  zu  verwandeln. 


Gem. 
Jahr 

Schalt- 
jahr 

Minut. 

■ 

Theilc  des 
Tages 

Minut. 

Theile  des 
Tages 

See. 

Theilc  des 
Tages 

See. 

Theile  dM 
Taget 

Jan.   0 

0 

—1 

1 

0,00069 

31 

0,02153 

1 

0,00001 

31 

0,00036 

Febr.  0 

31 

30 

2 

0,00139 

32 

0,02222 

2 

0,00002 

32 

0,00037 

Mttrz  0 

59 

59 

3 

0,00208 

33 

0,02292 

3 

0,00003 

33 

0,00038 

April  0 

90 

90 

4 

0,00278 

34 

0,02361 

4 

0,00005 

34 

0,00039 

Mai    0 

120 

120 

5 

0,00347 

35 

0,02431 

5 

0,00006 

35 

0,00041 

Juni  0 

151 

151 

'. 

jQli    0 

181 

181 

6 

0,00417 

36 

0,02500 

6 

0,00007 

36 

0,00041 

Aug.  0 

212 

212 

7 

0,00486 

37 

0,02569 

7 

0,00008 

37 

0,00043 

Sept.  0 

243 

243 

8 

0,00556 

38 

0,02639 

8 

0,00009 

38 

0,00044 

Oct.    0 

273 

273 

9 

0,00625 

39 

0,02708 

9 

0,00010 

39 

0,00045 

Nov.  0 

304 

304 

10 

0,00694 

40 

0,02778 

10 

0,00012 

40 

0,00046 

Dec.  0 

334 

334 

11 
12 

0,00764 
0,00833 

41 
42 

0,02847 
0,02917 

11 
12 

0,00013 
0,00014 

41 
42 

0,00047 

0,00049 

PVVI              >  1                   V 

13 

0,00903 

43 

0,02986 

13 

0,00016 

43 

0,00056 

stunden 

Thoile  des 

14 

0,00972 

44 

0,03056 

14 

0,00016 

44 

0,00051 

Tages 

15 
16 

0,01012 
0,01111 

45 
46 

0,03125 
0,03194 

15 
16 

0,00017 
0,00019 

45 

1    46 

0,00052 

0,00053 

1 

0,01167 

17 

0,01181 

47 

0,03264 

17 

0,00020 

47 

0,00054 

2 

0,08333 

18 

0,01250 

48 

0,03333 

18 

0,00021 

48 

0,00056 

3 

0,12500 

19 

0,01319 

49 

0,03403 

19 

0.00022 

49 

0,00057 

4 

0,16667 

20 

0,01389 

50 

0,03472 

20 

0,00023 

50 

0,00058 

5 

0,20833 

6 

0,25000 

21 

0,01458 

51 

0,03542 

21 

0,00024 

1    51 

0,00059 

7 

0,29167 

22 

0,01528 

52 

0,03611 

22 

0,00025 

'    52 

0,00066 

8 

0,33333 

23 

0,01597 

53 

0,03681 

23 

0,00027 

53 

0.00061 

9 

0,37500 

24 

0,01667 

54 

0,03750 

24 

0,00028 

54 

0,00062 

10 

0,41667 

25 

0,01736 

55 

0,03819 

25 

0,00029 

55 

0,00064 

11 

0,45833 

12 

0,50000 

26 

0,01806 

56 

0,03889 

26 

0,00030 

56 

0,00065 

13 

0,54167 

27 

0,01875 

57 

0,03958 

27 

0.00031 

'     57 

0,00066 

14 

0,58333 

28 

0,01944 

58 

0,04028 

28 

0,00032 

58 

0,00067 

15 

0,62500 

29 

0,02014 

59 

0,04097 

29 

0,00034 

59 

0,00069 

16 

0,66667 

30 

0,02083 

60 

0,04167 

30 

0,00035 

60 

0,00069 

17 
18 

0,70833 
0,75000 

19 

0,79167 

20 

0,83333 

21 

0,87500 

22 

0,91667 

23 

0,95833 

24 

1 ,00000 
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Tafel  1 .     Epochen  der  Störungsargumente. 


Jahr 

Arg.  4 

j 

f4 

- 

B 

C 

D 

2 

3 
54 

4 

319 

5 

6 

1850 

234,190 

336* 

35  ;i 

274« 

7, '9 

39« 

56' 

148«  19' 

254 

69,394 

260,211 

5t 

330,847 

59 

34,3 

300 

27,8 

62 

16 

178  39 

337 

73 

2 

132,349 

264,651 

52  B 

27,763 

142 

47,6 

326 

52,0 

84 

40 

209  4 

20 

92 

85 

195,475 

269,103 

53 

,  124,415 

225 

47,0 

353 

11,9 

107 

0 

239  23 

104 

111 

168 

25S,429 

273,543 

54 

« 

221,066 

308 

46,4 

19 

31,8 

129 

20 

269  43 

187 

131 

251 

321,383 

277,983 

55 

317,717 

31 

45,9 

45 

51,7 

151 

41 

300  3 

270 

150 

334 

384,337 

282,423 

56B 

14,633 

114 

58,9 

72 

15,9 

174 

5 

330  27 

354 

169 

18 

47,464 

286,875 

57 

111,285 

197 

58,3 

98 

35,8 

196 

25 

0  47 

37 

188 

101 

110,419 

291,315 

58 

207,936 

280 

57,8 

124 

55,7 

218 

45 

31  6 

121 

208 

184 

173,374 

295,755 

59 

304,587 

3 

57,2 

151 

15,6 

241 

5 

61  26 

204 

227 

267 

236,327 

300,194 

1860  B 

1,503 

87 

10,3 

177 

39,8 

263 

29 

91  51 

288 

246 

350 

249,454 

304,645 

61 

9S,155 
194,806 

170 

9,7 

203 

59,7 

285 

49 

122  10 

371 

265 

33 

362,409 

309,085 

62 

253 

9,2 

230 

19,6 

308 

9 

152  30 

54 

284 

116 

25,364 

313,524 

63 

291,457 

336 

8,6 

256 

39,5 

330 

29 

182  50 

138 

304 

199 

88,317 

317,964 

64B 

388,373 

59 

21,7 

283 

3,7 

352 

56 

213  14 

221 

323 

283 

151,444 

322,416 

65 

:   85,025 

142 

21,1 

309 

23.7 

15 

13 

243  34 

304 

342 

366 

214,399 

326.855 

66 

1S1.67G 

225 

20,6 

335 

43,6 

37 

34 

273  53 

388 

361 

49 

277,393 

331,294 

67 

278,367 

308 

20,0 

2 

3,5 

59 

54 

304  13 

71 

381 

132 

340,308 

335.733 

68  B 

375,243 

31 

33,1 

28 

27,7 

82 

18 

334  38 

155 

0 

215 

3,435 

340,185 

69 

!   71,894 

1 

114 

32,6 

54 

47,6 

104 

38 

4  57 

238 

19 

298 

66,390 

344,624 

1870 

168,546 

197 

32,0 

81 

7,5 

126 

58 

35  17 

321 

38 

381 

129,344 

349,063 

71 

265,197 

280 

31,5 

107 

27,5 

149 

18 

65  37 

5 

58 

64 

192,299 

353,502 

72  B 

362,113 

3 

44,6 

133 

51,7 

171 

42 

96  1 

88 

77 

148 

255,426 

357,953 

73 

58,764 

86 

44,0 

160 

11.6 

194 

2 

126  21 

171 

96 

231 

318,380 

362,393 

74 

155,416 

169 

43,5 

186 

31,5 

216 

22 

156  40 

255 

115 

314 

381,334 

366,832 

75 

252,067 

252 

43,0 

212 

51.5 

238 

43 

1S7  0 

338 

134 

397 

44,289 

371,270 

76  B 

'  34S,9h3 

335 

56,1 

239 

15,7 

261 

7 

217  25 

22 

154 

SO 

107,416 

375,721 

77 

45,634 

58 

55,6 

265 

35,6 

283 

27 

247  44 

105 

173 

163 

170,371 

380,160 

78 

i  142,286 

141 

55,1 

291 

55,6 

305 

47 

278  4 

188 

192 

247 

233,326 

384,598 

79 

238,937 

224 

54,5 

318 

15,5 

328 

7 

308  23 

272 

211 

330 

296,281 

389,037 

ISS»  B  ! 

335,853 

308 

7.7 

344 

39,8 

350 

31 

338  48 

355 

231 

13 

359,408 

393,488 

Sl    ! 

■   32,504 

31 

7,2 

10 

59,7 

12 

52 

9  8 

39 

250 

96 

22,362 

397,927 

82 

;  129,156 

114 

6,6 

37 

19,6 

35 

12 

39  27 

122 

269 

179 

85,317 

2,365 

83 

1  225,807 

197 

6,1 

63 

39,6 

57 

32 

69  47 

205 

288 

262 

148.271 

6,804 

84  B 

:  322,723 

280 

19,3 

90 

3,8 

79 

56 

100  12 

289 

308 

345 

211,398 

11,254 

85 

;   19,374 

3 

18,8 

116 

23,8 

102 

16 

130  31 

372 

327 

29 

274,353 

15,693 

86 

116,026 

86 

18,3 

142 

43,7 

124 

37 

160  51 

55 

346 

112 

337,308 

20,132 

87 

212,677 

169 

17,8 

169 

3,7 

146 

57 

191  10 

139 

365 

195 

0,263 

24,570 

8S  B 

209,593 

252 

30,9 

195 

27,9 

169 

21 

221  35 

222 

385 

278 

63.390 

29,021 

S9 

:   6,244 

335 

30,4 

221 

47,9 

191 

41 

251  55 

306 

4 

361 

126,345 

33,459 

IS90 

102,896 

58 

29,9 

248 

7,8 

214 

1 

282  14 

389 

23 

44 

189,300 

37,897 

91 

199,547 

141 

29,4 

274 

27,8 

236 

22 

312  34 

72 

42 

127 

252,254 

42,335 

92  B 

296,463 

224 

42,6 

300 

52.0 

258 

46 

342  58 

156 

62 

211 

315,382 

46,785 

93 

I  393,114 

307 

42,1 

327 

12,0 

281 

6 

13  18 

239 

81 

294 

378,337 

51,223 

94   ! 

'   89,765 

30 

41,6 

353 

31,9 

303 

26 

43  38 

323 

100 

377 

41,291 

55,661 

95 

186,417 

113 

41,1 

19 

51,9 

325 

46 

73  57 

6 

119 

60 

104,247 

60,099 

96  B 

!  283,333 

196 

54,3 

46 

16,2 

348 

10 

104  22 

89 

138 

143 

167,374 

64,550 

97   ; 

'  379,984 

279 

53,8 

72 

36,1 

10 

31 

134  41 

173 

158 

226 

230,329 

68,988 

9S 

76,635 

2 

53,3 

98 

56.1 

32 

51 

165   1 

256 

177 

309 

293,284 

73,426 

119 

1  173,287 

85 

52,8 

125 

16,0 

55 

11 

195  21 

339 

196 

392 

356,239 

77,864 

1900 

1 

•  269,938 

168 

52,3 

151 

36,0 

77 

32 

225  40 

1 

23 

215 

75 

19,193 

82,302 
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Tafel  i .    Epochen  der  Störungsargumente.     Schluss. 


Jahr           7 

8 

t 

0 

I 

11 

m       IV 

V 

VI 

VII 

vm 

1850 

27,7 

59,38 

0 

36,13' 

28,17 

14.08  ■  31,69 

19,6! 

12,13 

6,06 

17,29 

"■ 

51 

27,7 

64.75 

0,999 

0,0001 

MB 

27.8 

70,13 

2,tlOI 

0,0004 

31,72 

14,68 

7,34 

16,51 

3.75 

19,72 

27,86 

3,91 

53 

27,7 

75,5(1 

3,001 

0,0009 

54 

27,7 

80,87 

4,000 

0.0016 

55 

27,7 

86,24 

4,999 

0,0025 

S6B 

27,8 

91,82 

6,001 

0,003<i 

27,3] 

1.20 

0.60 

1,33 

23,90 

27,31 

13,66 

8,63 

1 

57 

27,7 

90.99 

7,U01 

0,0049 

58 

27,7 

2,36 

8,000 

0,0064 

5» 

27,7 

7,73 

8,999 

0,0081 

1860  8 

27,8 

13.11 

10,001 

0,0100 

22,90 

35,72 

41,86 

22.15 

8,04 

34,90 

35,45 

13,1« 

«1 

27.7 

18,48 

11,001 

0,11121 

62 

27,7 

23,84 

12,000 

0,0144 

63 

27,7 

29.21 

12,999 

0,0169 

64fi 

27,8 

34,liÜ 

14,001 

0.0196 

65 

27,8 

39,  % 

15.001 

0,0225 

18,49 

22,24 

35.12 

6,97 

28,18 

6,49 

21,25 

17,78 

66 

27,7 

45,33 

16,060 

0.0256 

67 

27.7 

50,70 

16,999 

0,0249 

68fi 

27,8 

56,08 

18.001 

0.0324 

69 

27,8 

61.45 

19,001 

0,0301 

14,08 

8,76 

28,38     27,79 

12,32 

14,08 

7.04 

4,40 

1 

1870 

27,7 

66,82 

20,000 

0,0400 

71 

27,7 

72,111 

20.999 

0,0441 

72  fl 

27,8 

77.57 

22,001 

0,0484 

73 

27,8 

82,94 

23,001 

0,0529 

9,67 

43.27 

21,64 

12,6t 

32,46 

21,67 

28,64 

9,02 

74 

27,7 

88.31 

24,0U0 

0,0576 

75 

27,7 

93,68 

24,999 

0,0625 

76  8 

27,8 

99,  Ü6 

26,001 

0,0676 

77 

27,8 

4,43 

27,001 

0,0729 

5,27 

29.79 

14,90 

33,43 

16,61 

29,27 

14.64 

13,64 

78 

27,7 

9,60 

28,000 

0,0784 

79 

27,7 

15,17 

28,999 

0,0841 

188»  8  ' 

27.8 

2«,S5 

30,001 

0,0900 

81 

27,8 

25,92 

31,001 

0,0961 

0,86 

16,31 

8.16 

18,25 

0,75 

0,86 

0,43 

0.S7 

62 

27,7 

31,29 

32,000 

0,1024 

83 

27,7 

36,65 

32,999 

0,1069 

84  0 

27,8 

42,04 

34,001 

0,1156 

85 

27.8 

47.41 

35,001 

0,1225 

44,43 

2.63 

1.41 

3.07 

20,80 

8.45 

22,23 

4,89 

86 

27,7 

52,77 

36,000 

0,1296 

87 

27.7 

5h,14 

36.099 

0,1369 

88  B 

27.8 

63,53 

38,0U1 

»,1444 

80 

27,8 

ÜB.M 

39.001 

0,1521 

40,04 

37,35 

42,67 

23,89 

5,03 

16,04 

8,02 

9,51 

1890 

27,8 

74.26 

40.000 

0,1600 

91 

27.7 

79,63 

40,990 

0,1681 

T 

27,8 

27,8 

85,01 
90,38 

42,UU1 
43,001 

0.1764 
0,1H49 

91 

27,8 

95,75 

44,0IJO 

U,1930 

35,63 

23,S6 

35,93 

8,71 

25,17 

23,63 

29,82 

14,13 

96 

27,7 

1.12 

44,999 

Ü.2II25 

06  8 

27,8 

6,50 

46,001 

0.2116 

97 

27.8 

11.87 

47,001 

0.2200 

98 

27,8 

17,24 

48,ÜU0 

0,2304 

31.22 

10,36 

29,19 

29,53 

9,32 

31,22 

15,62 

0,75 

99 

27,7 

22,61 

48.999 

0,2401 

190» 

27,7 

37,98 

49,999 

0,2500 

I» 
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Tafel  2. 

levveguDgen  der  Stürungsargumenle. 

^ 

1 

A 

B 

c 

D 

2 

3 

4 

G 

6 

7 

8            ( 

IM 

26,480 

22*  44^24 

7"  1236 

6'    7, -2 

8"  18, '5 

23 

S 

23 

17.248 

1,216 

27,4 

1,47 

0,274 

900 

52,9li0 

45 

28,48 

14    25,71 

12   14,4 

16  37,1 

46 

It 

46 

31,496 

2,432 

4,8 

2,94 

0,548 

300 

79.439 

6S 

12,71 

21    38,57 

18   21,6 

24   55,13 

«8 

16 

68 

51.743 

3,648 

32,2 

4,41 

0,821 

10 

2,648 

2 

16,42 

43,29 

36,7 

49,9 

1 

2 

1.725 

0,122 

2,7 

0,15 

0,027 

30 

5,296 

4 

32,85 

1    26,57 

1    13,4 

1    39,7 

1 

6 

3.450 

0,243 

5,4 

0,29 

0,055 

30 

7,944 

6 

49,27 

2     9,86 

1    50,2 

2   29,6 

2 

7 

5,174 

0,365 

S,2 

0,44 

0,082 

40 

1 0,592 

9 

5,70 

2   53,14 

2   26,9 

3    19,4 

2 

9 

6,899 

0,486 

11,0 

0,59 

0.110 

50 

13,240 

11 

22,12 

3   3ß,43 

3      3,6 

4     9.3 

3 

1! 

8,624 

0.608 

13,7 

0,74 

0,137 

M 

15  888 

13 

3S,54 

4    19,72 

3  40.3 

4  59,1 

3 

14 

10.349 

0,730 

16,4 

0,88 

0,164 

70 

1 9.536 

16 

54,97 

5     3,00 

4  n.o 

5   49,0 

4 

16 

12,074 

0,851 

19,2 

1,03 

0,192 

80 

21,1S4 

IS 

11,39 

5   46,29 

4   53,8 

6   38,8 

4 

18 

13,798 

0.973 

21.9 

1,18 

0.219 

90 

23.S33 

20 

27,82 

6   29,57 

5   3U,5 

7   28,7 

5 

21 

15,523 

1,094 

24,7 

1,32 

0,246 

0,5 

0.133 

6,82 

2,16 

1,8 

2.5 

0 

0 

0,086 

0,006 

o.I 

0,01 

0,001 

1,0 
1.0 

0,265 

13,64 

4,33 

3,7 

5,0 

0 

u 

0,17- 

0,012 

0.3 

0,01 

U,003 

0.397 

20,46 

6,49 

5,5 

7,5 

0 

0 

0,259 

0,018 

0,4 

0,02 

0.004 

0.530 

27,29 

8,  SO 

7,4 

10,0 

0 

0 

0,345 

0,024 

0,5 

0,03 

0,005 

1.5 

0.662 

34,11 

10,82 

9,2 

12,5 

0 

1 

0,431 

0,030 

0,6 

0.04 

0,007 

3,0 

U.7fl5 

4ü,93 

12,99 

15,(1 

0 

1 

0,517 

0,036 

0,8 

0,04 

0,008 

3.5 

0.927 

47.75 

15,15 

12,9 

n,4 

0 

1 

0,601 

0,043 

0,9 

0.05 

0,010 

4.0 

1,060 

54,57 

17,32 

14,7 

19,9 

0 

1 

0,09u 

0,049 

1.1 
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Tafel  3.  Verl)esseruDgen  der  StöruDgsargamente.    Arg.  1 . 
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Tafel  3.     Fortsetz. 
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Tafel  3.  Verbesserungen  der  Slörungsargumeiite.  Forts. 
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P.  A.  Hansen, 


Tafel  7. 


Störungen  der  mittleren  Anomalie. 

Arg.  i 


Form :  p  sin  (P-^C) 
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Tafel  8. 


Störungen  der  mitlleren  Anomalie. 


Arg.  i 


Form  :  p  sin  (P  -H  D) 
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Störungen  der  miltleren  Anomalie. 


Tafel  9. 


Arg.  i 


Mit  t  zu  multipliciren. 
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StOningeD  der  minieren  Anomalie. 
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Tafel  49. 
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7512 

4,89191 

4,90868 

2543 
4216 
5887 
7556 
4,99224 

5,00889 
2552 
4213 
5872 
7528 

5,09183 

5,10836 

2487 

4136 

5783 

7427 

5,19069 

5,20709 

2347 

3983 

5617 

7249 

5,28878 

5,30505 

2131 

3754 

5375 

6994 

5,38611 

5,40225 

1837 
3447 
5055 
6661 
8265 
5,49866 


1703 
1701 
1699 
1697 

1605 

1693 
1691 
1689 
1687 

1686 

1684 
1681 
1679 
1677 

1675 

1673 
1671 
1669 
1668 

1665 

1603 
1661 
1659 
1656 

1655 

1653 
1651 
1649 
1647 

1644 

1642 
1640 
1638 
1636 

1634 

1632 
1629 
1627 
1626 

1623 

1621 
1619 
1617 
1614 

1612 

1610 
1608 
1606 
1604 
1601 


590 
4,9 
4,8 
4,7 
4,6 

4,5 
4,4 
4,3 
4,2 
4,1 

4,0 
3,9 
3,8 
3,7 
3,6 

3,5 
3,4 
3,3 
3,2 
3,1 

3,0 
2,9 
2,8 
2,7 
2,6 

2,5 
2,4 
2,3 
2,2 
2,1 

2,0 
1,9 
1,8 
1.7 
1,6 

1,5 
1,4 
1,3 
1,2 
1,1 

1,0 
0.9 
0,8 
0,7 
0,6 

0,5 
0,4 
0,3 
0,2 
0,1 
0,0 


3300—  ■ 


Arg. 
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P.  A.  Hansen, 


Tafel  49.   Fortsetzung. 


MittelpunktsgleichuDg. 

Arg. :  Mittlere  Anomalie   -h  deren  Störungen. 


Arg. 


300-h    I    D, 


OfO 
0,1 
0,2 
0,3 
0,4 

0,5 
0,6 
0,7 
0,8 
0,9 

1,0 

1,1 
1,2 
1,3 
1,4 

1,5 
1.6 
1,7 
1,8 
1,9 

2,0 
2,1 
2,2 
2,3 
2,4 

2,6 
2,6 
2,7 

2,8 
2,9 

3,0 
3,1 
3,2 
3,3 
3,4 

3,5 
3,6 
3,7 
3,8 
3,9 

4,0 
4,1 
4,2 
4,3 
4.4 

4,5 
4,6 
4,7 
4,8 
4,9 
5,0 

Arg. 


5f49866 

5,51465 

3062 

4656 

6248 

7839 

5,59427 

5,61013 

2596 

4177 

5756 

7332 

5,68906 

5,70478 

2048 

3616 
5181 
6744 
8304 
5,79862 

5,81417 
2971 
4522 
6071 
7617 

5,89161 

5,90703 

2242 

3779 

5314 

6846 

8376 

5,99904 

6,01429 

2952 

4473 

5991 

7506 

6,09019 

6,10530 

2038 
3544 
5047 
6548 
8046 

6,19542 

6,21036 

2527 

4016 

5502 

6,26986 

3250— 


1599 
1597 
1594 
1592 

1591 

158S 
1586 
15S3 
15S1 

1579 

1576 
1574 
1572 
1570 

15GS 

1565 
1503 
15C0 
1558 

1555 

1554 
1551 
1549 
1540 

1544 

1542 
1539 
1537 
1535 

1532 

1530 
1528 
1525 
1523 

1521 

151S 
1515 
1513 
1511 

1508 

1500 
1503 
1501 
1498 

1490 

1494 
1491 
14S9 
14SG 
14S4 


350-f. 


D. 


6926986 
6,28467 
6,29946 
6,31423 
2S97 

4368 

5837 

7303 

6,38767 

6,40228 

1686 
3142 
4596 
6047 
7496 

6,48942 

6,50386 

1827 

3265 

4700 

6133 

7564 

6,58992 

6,60418 

1841 

3261 
4679 
6094 
7506 
6,68916 

6,70323 
1728 
3130 
4529 
5926 

7320 

6,78711 

6,80100 

14Mi 

2S70 

4251 
5629 
7005 
8378 
6,89748 

6,91115 
24S0 
3812 
5201 
6558 

6.97912 

3200— 


14S1 
1479 
1477 
1474 

1471 

1469 
1400 
1464 
1401 

145S 

1450 
1454 
1451 
1449 

1446 

1444 
1441 
1438 
1435 

1433 

1431 
1428 
1420 
1423 

1420 

141S 
1415 
1412 
1410 

1407 

1405 
1402 
1399 
1397 

1394 

1391 
13S9 
13S« 
13  84 

13SI 

137S 
1370 
1373 
1370 

1307 

1305 
1302 
1359 
1357 
1354 


400-f. 


D. 


6097912' 

6,99263  : 

7,00611  I 

1957: 

3300 

4640 
59781 
73131 
8646: 
7,09976 : 

7,11303' 
2627, 
39481 
5266 ! 
6582. 

7895 

7,19205 

7,20513 

ISIS 

3120 

4419 
5715 
7008 
8299 
7,29587 

7,30872 
2155 
3435 
4712 
59S6 

7257 

8525 

7,39791 

7,41054 

2314 

3571 
482(i 
6077 
7325 
S571 

7,49814 

7,51054 

2291 

3525 

5986 

7212 

8434 

7,59654 

7,60871 

7,62086 

3150— 


1351 
1348 
1340 
1343 

1340 

1338 
1335 
1333 
1330 

1327 

1324 
1321 
1318 
1316 

1313 

1310 
130S 
1305 
13ü2 

1299 

1290 
1293 
1291 
128S 

12S5 

12S3 
12S0 
1277 
1274 

1271 

12GS 
1200 
1203 
4  200 

1257 

125:» 
1251 
124S 
1246 

1243 

1240 
1237 
1234 
1232 

1229 

1220 
1222 
1220 
1217 
1215 


450-j- 


D. 


7062086 
3298 
4506 
5711 
6914 

8114 

7,69311 

7,70505 

1696 

2884 

4069 
5251 
6431 
7607 

8781 

7,79952 

7,81120 

2285 

3447 

4605 

5761 

6914 

8064 

7,89211 

7,90355 

1496 
2635 
3770 
4902 
6031 

7157 
8280 
7.99401 
8,00518! 
I(i33  i 

2745' 
3S53  ! 
4959' 
6001 
7160 

I 

8256: 
8,09349  ' 
s,  10440' 

1527  ! 

2612 

3694 
4772 
5847 
6920 
7990 
8,19056 

3100— 


1212 
1208 
1205 
1203 

1200 

1197 
1194 
1191 
1188 

1185 

11S2 
IISO 
1176 
1174 

1171 

1108 
1165 
1102 
1158 

1150 

1153 
1150 
1147 
1144 

1141 

1139 
1135 
1132 
1129 

1120 

1123 
1121 
1117 
1115 

1112 

llOS 
1100 
1102 
1090 

1090 

1093 
1091 
10S7 
10S5 

10S2 

107S 
1075 
1073 
1070 
1060 


500-f. 


8919056 

8,20119 

1179 

2236 

3290 

4341 
5390 
6435 
7477 
8517 

8,29553 

8,30586 

1615 

2642 

3666 

4687 
5705 
6720 
7732 

8741 

8,39746 

8,40749 

1749 

2745 

3738 

4728 
5715 
6699 
7680 
8658 

8,49633 

8,50605 

1573 

2539 

3501 

4460 
5415 
6368 
7319 
8265 

8,59209 

8,60150 

1087 

2022 

2953 

3881 
4806 
5728 
6647 
7563 
8,68475 

3050— 


D. 


1063 
1060 
1057 
1054 

1051 

1049 
1045 
1042 
1040 

1036 

1033 
1029 
1027 
1024 

1021 

1018 
1015 
1012 
1009 

1005 

1003 

1000 

996 

993 

990 

987 
984 
981 
978 

975 

972 
968 
966 
962 

959 

955 
953 
950 
947 

944 

941 
937 
935 
931 

928 

925 
922 
919 
916 
912 


5504- 


8968475 

8,69385 

8,70291 

1194 

2094 

2991 
3885 
4776 
5663 

6547 

7428 

8306 

8,79181 

8,80053 

0922 

1788 
2650 
3509 
4365 
5218 

6068 
6915 
7758 
8598 
8,89435 

8,90269 
1100 
1928 
2752 
3574 

4392 
5207 
6019 
6828 
7634 

8437 

8,99236 

9,00032 

0825 

1615 

2401 
3185 
3965 
4742 
5516 

6287 
7054 
7819 
8580 
9,09338 
9  J  0092 

3000— 


D. 


910 
906 
903 
000 

897 

894 
891 
887 
984 

881 

878 
875 
872 

869 

866 

862 

859 
856 
853 

850 

847 
843 

840 
837 

834 

831 
82S 
824 

822 

81S 

815 
812 
809 
806 

803 

799 
796 
793 
790 

7S6 

784 
780 
777 
774 

771 

767 
765 
761 
758 
754 


I 
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Tafel  49.     Forlsetzung. 


Mittelpunktsgleichung. 

Arg. :  ftliltlere  Anoniiilie   -i-  deren  Störunpon. 


6«o-h 


0910092 
0S44 
1592 
2337 
3079 

3818 
4553 
5286 
6015 
6741 

7464 
'  8184 

8900 
9,19613 
9,20322 

1029 
1733 
2434 
3131 
3825 

4516 
5204 


D. 


ü 


6569 
7247 

7923 

8595 

9264 

9,29929 

9,30591 

1249 
1905 
2557 
3206 
3S52 

4495 
5135 
5771 
6404 
7034 

7661 

82S5 

S9Ü5 

9,39522 

9,40136 

0746 
1353 
1957 
2559 
3157 
9,43752 

2950— 


752 
74S 
745 
742 

739 

735 
733 
729 
720 

723 

720 
716 
713 
700 

707 

701 
'  701 

I  697 
,  694 

6«)1 

GSS 
GSl 
OSI 
678 

676 

672 
669 
665 
662 

I 

65S 

056 
652 
649 
646 

i  043 

640 
636 
633 
630 

027 

624 

620 

!  617 

61  1 

610 

007 
004 
602 
SOS 
505 


I 


65»-f   D. 


9943752 
4344 
4932 
5517 
6099 

6678 
7253 
7825 
8394 
8960 

9.49522 

9,50082 

0638 

1191 

1741 

2287 
2S3Ü 
3370 
3907 
4441 

4971 
5499 
0023 
6544 
7061 

7576 
8087 
S595 
9100 
9,59602 

9,60100 
0596 
10S8 
1 076 
2061 

2543 
3022 
3498 
3971 
4441 

4907 
5370 
5S30 
62S7 
6740 

7190 
7637 
SOSl 

S521 

S959 

9,69393 

2900— 


592 
5S8 
585 
5S2 

579 

575 
572 
569 
566 

562 

560 
556 
553 
550 

546 

543 
540 
537 
53  t 

530 

52S 
524 
521 
517 

515 

511 
SOS 
505 
502 

40S 

406 
102 
4SS 
4S5 

4S2 

470 
476 
473 
470 

466 

463 

400 

■  457 

!  453 

i  450 

447 
!  444 
;  440 
'  43S 

434 


70«4- 


D. 


9969393 

9,69S24 

9,70252 

0677 

1098 

1516 
1930 
2342 
2750 
3155 

3557 
3956 
4352 
4745 
5134 

5520 
5t)03 
()2S3 
6659 
7033 


431 

42S 

425 

;421 

i41S 

'  414 
412 
40S 
405 

402 

'.  300 
306 
303 
3S9 

I  3S6 
i  3S3 

'  nso 

j  376 
|374 

I  370 


7403 
7770 
8134 
8495 


9206 

9558 

9,79906 

9,S0250 

0591 

0929 
1264 
1 595 
1924 
2249 

2572 
2S91 
3207 
3519 
3829 

4135 
4438 
473s 

5035 
5329 

5620 
5907 
6191 
6472 
(»750 
9,87024 

285«>— 


307 
364 
361 
357 

354 

352 
34S 
344 
341 

!  33S 

335 
331 
320 
32:) 

323 

310 

316 

J312 

310 

306 

303 
300 
207 
294 

201 

2b7 
2S4 
2S1 
27s 
274 


7504- 


D. 


9987024 
7296 
7564 
7829 
8091 

8350 
8605 


9107 
9353 

95% 

9,89S3(» 

9,90072 

0305 

0535 

0762 
098t) 
1207 
1 425 
1640 

1851 
2060 
2265 
2467 
2Ü66 

2«^()2 
3054 
3244 
3430 
3(>13 

3793 
3970 
4143 
4314 
4481 

4645 
4S06 
.4964 
5119 
5271 

5420 
5566 
570S 
5S47 
5983 

6116 
6246 
6373 
6497 
6618 
9,96735 


[272 

'26S 

I26S 

202 

259 

255 
253 
240 
246 

243 

240 
236 
233 
230 

227 

224 
221 
21s 
215 

211 

209 
205 
202 
109 

I  106 

j  102 
I  100 
'  ISO 
!  1S3 

ISO 

^  177 
i  173 
'171 
167 

I  1 04 

'  161 
ISS 
155 
152 

,  140 

146 
142 
1 30 
130 

i  133 

130 
127 
124 
!  121 
117 


2MM>— 


8OO4- 


D. 


9996735 
6849 
6960 
7068 
7173 

7275 
7374 
7470 
7562 
7651 

I  i.U 
7821 
7901 
7978 
8052 

8123 
8191 


8317 
8376 

8431 
8484 
8533 
8579 
8622 

S662 


«733 
8764 
8792 

8817 
S839 

8H57 
SS73 


8895 
8901 
8905 
8905 
8902 

8896 

8S87 
SS75 
8860 
8S42 

S821 
8797 
8770 
8740 
8707 
9.98672 

275«— 


114 
111 
lOS 
105 

102 

99 
06 
02 
89 

S6 

84 
SO 
77 
74 

71 

68 
65 
61 
50 

55 

53 
40 
46 
43 

40 

i  «- 
I  34 

I  31 
2S 

25 

22 

IS 

16 
12 

10 

6 

4 

j) 

'  3 

6 

0 

12 
15 

IS 

21 

24 
27 
30 
33 
35 


850-f- 


D.  I;  Arg. 


9998672 
8633 
8590 
8545 
8497 

8446 
8391 
8334 
8274 
8211 

8144 
8074 

8<i02 
7927 
7848 

7766 
7682 
7594 
7504 
7411 

7315 
7216 
7113 
7007 
6899 

6787 
6673 
6555 
6435 
6312 

6186 
«057 
5925 
5790 
5652 

5511 
53fi7 
5220 
5070 
4917 

4761 
4603 
4442 
4277 
4109 

3938 
3765 
3588 
3409 
3226 
9.93041 


39 
43 
45 
4S 

51 

55 
57 
00 
63 

67 

70 
72 
75 
79 

82 

84 

SS 
00 
03 

00 

09 
103 
100 
108 

112 

114 
US 
120 
123 

126  ij 


j  120 

'  132 

13S 

I3S 

141 

144 
147 
150 
153 

150 

15S 
101 
165 
108 

171 

173 
177 
170 
183 
185 


590 


4, 
4, 

4, 
4, 

4, 
4, 
4, 
4, 


9 
8 
7 
6 

5 
4 
3 
2 


3, 

3. 
3, 

3, 

3, 
3 
3 
3 
3, 

3, 
2, 
2 
2 


.0 
9 

8 
7 
6 

5 
4 

;s 

2 


2, 
2, 
2, 
2, 


0 
9 
8 
7 
.6 

5 
4 
3 
2 


2, 
1 
1, 
1 


0 
9 

8 

I 

6 


o 
4 
.3 
,2 


1 

0, 

0 

0 

0, 

0, 
0. 
0 
0 
0 

i  0 


0 
9 
,8 
7 
6 

5 
4 
3 
2 
1 
0 


2700— 


Arg. 
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Tafel  49.     Fortsetzung. 


Mittelpunktsgleichung. 

Arg. :  Mittlere  Anomalie 


deren  Störungen. 


Arg. 

OfO 
0,1 
0,2 
0,3 
0,4 

0,5 
0,6 
0,7 
0,8 
0,9 

1,0 

1,1 
1,2 
1.3 
1,4 

1,5 

1,8 
1.9 

2,0 

2,1 
2,2 
2,3 
2,4 

2.5 

2.6 
2,7 
2,8 
2.0 

3,0 
3,1 
3,2 
3,3 
3,4 

3,5 
3,6 
3.7 
•i,H 
3,9 

4,0 

4,1 
4,2 
4,3 
4,4 

4.5 
4,6 
4.7 

4,8 
4,9 
5,0 

Arg. 


I  900+ 

I 

9993041 
2853 
2602 
2468 
2271 

2071 
1868 
1662 
1454 
1242 

1028 
0810 
0590 
0367 
9,90141 

9,89912 
9680 
9445 
9208 
8967 

8724 

8477 
8228 
7976 
7721 

7463 
7203 
6939 
6673 
6404 

6133 
5858 
5580 
5209 
5016 

4729 
4440 
414S 
3S53 
3555 

3255 
2951 
2645 
2336 
2024 

1709 
1392 
1071 
0748 
0422 
9,80093 

2650— 


D. 


ISS 
191 
194 
197 

200 

203 
206 
208 
212 

214 

21S 
220 
223 
226 

229 

232 
235 
237 
241 

243 

247 
249 
252 
255 

25S 

260 
264 
266 
260 

271 

275 
27S 
281 
2S3 

287 

2S9 
292 
295 

29  S 

300 

304 
306 
309 
312 

315 

317 
321 
323 
326 
329 


950-f 


D. 


9080093 

9,79762 

9428 

9091 

8751 

8408 
8062 
7713 
7362 
7008 

6651 
6291 
5929 
5564 
5196 

4825 
4452 
4075 
3696 
3315 

2931 
2543 
2153 
1760 
1364 

0966 

0565 

9,70161 

9,69755 

9345 

8933 
8518 
8100 
7680 
7257 

6S31 
6403 
5972 
553S 

5101 

4662 
4220 
3776 
3328 

2878 

2425 
1970 
1512 
1051 
0587 
9,60121 

2600— 


331 
334 
337 
340 

343 

346 
349 
351 
354 

357 

360 
362 
365 
36S 

371 

373 
377 
379 
381 

3S4 

3S8 
390 
393 
390 

39S 

401 
401 
406 
410 

412 

415 
41S 

420 
42:{ 

42G 

42S 
431 
434 
43T 

430 

442 
444 
44S 
450 

453 

455 
45S 
401 
404 
466 


1000-f- 


D. 


9960121 

9,59652 

9180 

8706 

8229 

7749 
7267 
6782 
6294 
5804 

5311 
4815 
4317 
3816 
3313 

2807 
2299 
1788 
1274 
0757 

9,50238 

9,49716 

9191 

8664 

8135 

7603 
7068 
6530 
5990 
5447 

4901 
4353 
3803 
3250 
2694 


r  4  I 


2135 

1574 

1010 

9,40444 

9,39875 

9304 
8730 
8154 
7575 
6993 

6409 
5S22 
5233 
4641 
4047 
9,33450 

2550— 


469 
472 
474 
477 

480 

4S2 
4S5 

4S8 
490 

493 

496 
498 
501 
503 

506 

508 
511 
514 
517 

519 

522 
525 
527 
529 

532 

535 
53S 
540 
543 

546 

548 
550 
553 
556 

559 

501 
504 
500 
509 

571 

574 
576 
579 
5S2 

584 

587 

5S0 
502 
594 
597 


1050-f- 


D. 


9933450 
2851 
2249 
1645 
1038 

9930428 

9,29816 

9201 

8584 

7964 

7342 
6717 
6089 
5459 

4827 

4192 
3555 
2915 
2273 
1629 

0982 

9,20333 

9,19681 

9027 

8370 

7711 
7049 
6384 
5717 
5048 

4376 
3702 
3025 
2346 
1664 

09S0 

9,10294 

9,09605 

8914 

8220 

7524 
6826 
6125 
5422 
4716 

4008 
3297 
2584 
1869 
1151 
9,00431 

2500— 


599 
602 
604 
607 

610 

612 
615 
617 
620 

622 

625 
62S 
630 
632 

635 

037 
640 
642 
644 

647 

649 
652 
654 
657 

659 

662 
665 
667 
669 

672 

674 
677 
679 
682 

6S4 

j686 

;689 

!  691 

694 

696 

698 
701 
703 
706 

70S 

711 
713 
j  715 
71S 
720 


1100-j- 


D. 


9900431 

8,99708 

89S3 

8256 

7526 

6794 
6060 
5323 
4584 
3842 

3098 
2352 
1603 
0852 
8,90099 

8,89343 
8585 
7825 
7062 
6297 

5529 
4759 
3987 
3212 
2435 

1656 

0875 

8,80092 

8,79306 

8518 

7727 
6934 
6139 
5342 
4542 

3740 
2935 
2128 
1320 
8,70509 

8,69695 
8880 
8062 
7242 
6420 

5595 
4768 
3939 
3107 
2273 
8,61437 

2450— 


723 
725 
727 
730 

732 

734 
737 
739 
742 

744 

746 
749 
751 
753 

756 

758 
760 
763 
705 

768 

770 
772 
775 
777 

779 

7S1 
783 
7S6 

788 

791 

793 
795 
797 
800 

802 

805 
807 
hOS 
SU 

814 

815 
818 
820 
822 

825 

827 
S29 
832 
834 
S36 


1150-h 


D. 


A^ 


8961437 

8,60599 

8,59759 

8916 

8071 

7224 
6375 
5524 
4671 
3815 

2957 

2097 

1235 

8,50371 

8,49504 

8635 
7763 
6890 
6014 
5136 

4256 
3374 
2490 
1604 
8,40715 

8,39825 
8932 
8037 
7140 
6241 

5339 
4435 
3529 
2621 
1711 

8,30799 

8,29884 

8968 

8050 

7129 

6206 
5281 
4354 
3425 
2494 

1561 

8,20625' 

8,1%88 

8749 

7S07 

8, 1 6863 

2400— 


S3S 
840 
843 
S45 

S47  '-I 

S49 
851 
853 
856 

858 

860 
862 
864 
867 

869 

872 
873 
S76 

S7S 

SSO 

SS2 

S84 
8S6 
889 

890 

893 
895 
897 
899 

902 

904 
906 
908 
910 

912 

915 
916 
91S 
921 

923 

925 
927 
929 
931 

933 

936 
937 
939 
942 
944 


5« 
4.1 

iB 

V 

U 

4,1 

4.1 

3.« 
3; 
3. 

3. 

3 
» 
3 
3 


3 
2 
S 
S 
8 

8 
8 


S 

1 

1, 

1, 

1, 

1,^ 
1; 

1,: 

1,1 

V 

0; 
0, 
0, 

0, 
0, 
0, 
0 

n 
0 

Ai 
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Tafel  49.     Fortsetzung. 


MittelpuDktsgleichung. 

Arg. :  Mittlere  Anomalie 


deren  Störungen. 


12004- 


D. 


8916863 
5917 
4969 
4019 
3067 

2113 

1157 

8,10199 

8,09239 

8277 

7313 
6347 
5379 
4409 
3436 

2461 

1485 
8,00506 
7,99526 

8544 

7560 
6573 
5584 
4593 
2601 

2607 

1611 

7,90612 

7,89612 

8609 

7605 
6599 
5591 
4581 
3569 

2555 

1539 

7,80521 

7,79502 

8480 

7456 
6430 
5402 
4372 
3341 

2307 
1272 
7,70234 
7,69195 
7,68154 
7,67111 

2350— 


946 
94S 
950 
952 

954 

956 
958 
960 
962 

964 

966 
96S 
970 
973 

975 

976 
979 
980 
982 

9S4 

987 
9S9 
991 
992 

994 

996 

999 

1000 

1003 

1004 

1006 
1008 
1010 
1012 

1014 

1016 
1018 
1019 
1022 

1024 

1026 
1028 
1030 
1031 

1034 

1035 
103S 
1039 
1011 
1043 


1250+ 


7967111 
6066 
5019 
3970 
2919 

1866 

7,60812 

7,59755 

8697 

7637 

6575 
5511 
4446 
3378 
2308 

1236 

7,50163 

7,49088 

8011 

6932 

5851 
4769 
3685 
2599 
1511 

7,40421 

7,39329 

8235 

7140 

6043 

4944 
3843 
2741 
1637 
7,30531 

7,29423 
8314 
7202 
6089 
4974 

3857 

2738 

1618 

7,20496 

7,19373 

8247 
7120 
5991 
4S60 
3727 
7,12593 

2300— 


D. 


1045 
1047 
1049 
1051 

1053 

1054 
1057 
1058 
1060 

1062 

1064 
1065 
1068 
1070 

1072 

1073 
1075 
1077 
1079 

1081 

10S2 
1084 
1086 
1088 

1090 

1092 
1094 
1095 
1097 

1099 

1101 
1102 
1104 
1106 

1108 

1100 
1112 
1113 
1115 

1117 

1119 
1120 
1122 
1123 

1126 

1127 
1129 
1131 
1133 
1134 


1300-f- 


7912593 
7,11457 
7,10319 
7,09179 
8038 

6895 
5751 
4605 
3457 
2307 

1155 

7,00002 

6,98847 

7690 

6532 

6372 
4211 
3048 
1883 
6,90716 

6,89548 
8378 
7206 
6033 

4858 

3682 

2504 

1324 

6,80143 

6,78960 

7775 
6588 
5400 
4210 
3019 

1826 

6,70632 

6,69436 

8238 

703S 

5837 
4634 
3430 
2224 
6,61016 

6,59807 
8597 
73S5 
6171 
4956 

6,53739 

2250— 


D. 


1136 
1138 
1140 
1141 

1143 

1144 
1146 
1148 
1150 

1152 

1153 
1155 
1157 
1158 

1160 

1161 
1163 
1165 
1167 

1168 

1170 
1172 
1173 
1175 

1176 

1178 
1180 
1181 
1183 

1185 

1187 
1188 
1190 
1191 

1193 

1194 
1196 
1198 
1200 

1201 

1203 
1204 
1206 
1208 

1209 

1210 
1212 
1214 
1215 
1217 


1350+ 


6953739 

2520 

1300 

6,50078 

6,48855 

7631 
6405 
5177 
3948 
2717 

1485 

6,40251 

6,39016 

7779 

6541 

5301 
4059 
2816 
1571 
6,30325 

6,29077 
7628 
6577 
5325 
4072 

2817 

1561 

6,20303 

6,19044 

7783 

6520 
5256 
3991 
2724 
1456 

6,10186 

6,08915 

7642 

6368 

5092 

3815 

2537 

6,01258 

5,99977 

8694 

7410 
6125 
4838 
3550 
2261 
5,90970 

2200— 


D. 


1219 
1220 
1222 
1223 

1224 

1226 
1228 
1229 
1231 

1232 

1234 
1235 
1237 
1238 

1240 

1242 
1243 
1245 
1246 

1248 

1249 
1251 
1252 
1253 

1255 

1256 
1258 
1259 
1261 

1263 

1264 
1265 
1267 
1268 

1270 

1271 
1273 
1274 
1276 

1277 

1278 
1279 
1281 
1283 

1284 

1285 
1287 
1288 
1289 
1291 


1400-1- 


5997970 

5,89678 

8384 

7089 

5792 

4494 

3195 

1894 

5,80592 

5,79289 

7985 
6679 
5371 
4062 
2752 

1440 

5,70127 

5,68813 

7497 

6180 

4862 

3543 

2222 

5,60900 

5,59576 

8251 
6925 
5598 
4270 
2940 

1608 

5,50275 

5,48941 

7606 

6270 

4933 

3594 

2254 

5,40913 

5,39570 

8226 
6881 
5535 
4187 
2838 

1488 

5,30137 

5,28784 

7430 

6075 

5,24718 

2150— 


D. 


1292 
1294 
1295 
1297 

1298 

1299 
1301 
1302 
1303 

1304 

1306 
1308 
1309 
1310 

1312 

1313 
1314 
1316 
1317 

1318 

1319 
1321 
1322 
1324 

1325 

1326 
1327 
1328 
1330 

1332 

1333 
1334 
1335 
1336 

1337 

1339 
1340 
1341 
1343 

1344 

1345 
1346 
1348 
1349 

1350 

1351 
1353 
1354 
1355 
1357 


1450-1- 


D. 


Arg. 


5924718 

3361 

2002 

5,20643 

5,19282 

7920 
6556 
5191 
3825 
2458 

5.11090 

5,09720 

8350 

6978 

5605 

4231 

2855 

1478 

5,00100 

4,98721 

7341 
5960 
4578 
3195 
1810 

4,90424 

4,89037 

7649 

6259 

4869 

3477 

2085 

4,80692 

4,79297 

7901 

6504 
5106 
3707 
2306 
4,70905 

4,69503 
8100 
6695 
5289 
3882 

2474 

4,61065 

4,59655 

8245 

6833 

4,55420 

2100— 


1357 
1359 
1359 
1361 

1362 

1364 
1365 
1366 
1367 

1368 

1370 
1370 
1372 
1373 

1374 

1370 
1377 
1378 
1379 

1380 

1381 
1382 
1383 
1385 

1386 

1387 
1388 
1390 
1390 

1392 

1392 
1393 
1395 
1396 

1397 

1398 
1399 
1401 
1401 

1402 

1403 
1405 
1406 
1407 

1408 

1409 
1410 
1410 
1412 
1418 


590 
4,9 
4,8 
4,7 
4,6 

4,5 
4,4 
4,3 
4,2 
4,1 

4,0 
3,9 
3,8 
3,7 
3,6 

3,5 
3,4 
3,3 
3,2 
3,1 

3,0 
2,9 
2,8 
2,7 
2,6 

2,5 
2,4 
2,3 
2,2 

2,1 

2,0 
1.9 
1,8 

1,7 
1,6 

1,5 
1,4 
1,3 
1,2 

1,1 

1,0 
0,9 
0,8 
0,7 
0,6 

0,5 
0,4 
0,3 
M 


41 


Tafel  49.     Scliluss. 


M  iltelpun  ktsgleichuDg. 

Arg.:  Hittlerc  Anomalie   +  deren  SUrungen. 


40U6 
25111 

,51175 


551]  1 
-HIT9 
2(157 


US« 
142T 

1-139 

i4:{n 


4,5 


50U9 
4-137    . 

2964 

1491) 
:i,GUU15 
U,5S54I) 


3,51151 

:t,4!ir>Ti ' 

um 


5SS3 

4;mü  I 

.1,214)12, 

3,]!K)0r. '  , 

^4Hl|  ' 


6417  ; 
41114  : 
:i4ii 

l!)07 
:(,Ull4()2    I 
2,0t)ti97 

7391 

5>iS5    ■ 

437H 

2S7(1 

2,913l>2    : 

2.&9S53    : 

s:i44 


3211 

1ü!M 


2V3:>-iS8  , 

2.32057  , 
2,3U525 

2,2&9fl2  ; 


25')  J 

,ntniiu 
,ill,i:io 


2Mi5l 
2,Ül;i2-1  1[: 
l.!)!»TS2, 


20ÜS    , 
1,0I)J24 
t,SS9'>t)! 


5SS9  I  ; 
4:(4;t!  : 
27%  I  ; 


.^12(M. 

i5(i2|  ; 

1,30U(I4      ; 
l,2>jJ4Ü:  .■ 


37119   : 

:22l|!<    . 

l,2<ilil!l;  . 


0,  Gl  209 
0,59e<ll 

G505 

4937 

3369 

IMIl 

0.50233 

U,4SÜIU 


41)912    . 

3.i2S 
n.Olülll 
(i,S!l4(lll 


i:i74 

»,»>0(l()S    ' 
,7M42  . 


I56S 

tS6S 

150S 
I5CS 


7095 
5526    I 
395(1    I 
2:iS7 
0,40')1>' 

0.39249 
TfiSO 

mit 

4541  , 


1570   ! 


0,31401 

woi  ■ ;"' 

0092 
5122  I  ' 

3552  ]  , 

19S2| 
U,21I412| 
1J.1SS42! 

7272    ' 


5703 

413» 

25U2 

0, 10992 


1560  i 

1570 
1S7I 


tsin  1 
.,094221 '""11 
I  1.170  'I 

4712  I  '"" 

0,01571  |*;;i 
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Tafel  50. 


Rcduclion  der  LHngc  auf  den  Aequator. 


0« 
ISO*»' 


n. 


0900000 
i  0,0203:) 

40G5 
I  600S 
i  0.08130 


I:  0.10162 
'l  2104 
'  4220 
G25S 
0.18290 

0,20321 
2352 
4383 
0414 

0,28445 

0,30470 
2500 
I  4530 
i  G5(i0 
:  0,3S595 

!. 

1  0,40024 

:    2053 

40S1 

I    0700 

1  0,-IS730 

:  0,50703 

il    27*^0 

4S15 

0S41 

0,5SSfiO 

0,60M»1 

2915 

4939 

■    0902 

0,6S9S5 


0,71000 
3027 
5047 
i    7007 
;  0,790S0 

0,81105 
3123 
5140 
7150 

0,89172 

-  0,91187 
3201 
5214 
7227 
0,9923S 
1,01249 


2033 
2032 
2033 
2032 

2032 

2032 
2032 
2032 
2032 

2031 

2031 
2031 
2031 
2031 

2031 

2030 
2030 
2030 
202«) 

2029 

2020 
202S 
202S 
2027 

'  2027 

i  2020 
2020 

!  202ri 

'  2025 

2021 
2021 
2023 
2023 

2021 

2021 
2020 
2020 
201i( 

2010 

201S 
2017 
2010 
2010 

2015 

20M 
2013 
2013 
2011 
2011 


1750, 
3550"^" 


5«» 
1 S50' 


D. 


1?01219 
3259 
52(»S 
7270 

1,092S3 

1,H2S9 
3294  : 
529S 
7301 

1,19303 

1.21304 
3304 
5302 
7299 

1,29290 

1,31292 
32M» 

5279 
7271  : 
1,39202 i 

1.412:)2' 
3210 . 
5227 
7213 

1,49197' 

1.511S0 

3102 

•  5143 

7122 

1,59100 

1.01070 

3ü:»1 

5024 
0990 
l,0S90O, 

1,70935 
2903 
4Se9 
0S33 

1,7S790 

1,S0757 
2717 
4075 
0031 

l.SSöM) 

1.90539 

2491 

4441 

03S9 

1.9S335 

2.00280 


2010 
200» 
200S 
2007 

2000 

2005 
2004 
2003 
2002 

2001 

2000 
lüOS 
1007 
1907 

1900 

1004 
1903 
1002 
1901 

1000 

lO^S 
19s7 
lOSO 
lOM 

10S3 

10S2 
lOSl 
1070 
107^ 

1070 

1075 
1973 
1072 
1070 

1000 

lOOS 
1000 
1004 
1  J03 

1001 

1000 
105S 

io:.o 

1055 

1053 

1052 
1950 
104S 
1040 
1045 


170«, 
3500"*" 


10<» 
190"" 


D. 


2?002HO 
2223 
4104 
0103 
S041 

2.09970 

2.11910 

3S42 

5772  I 

7700  ! 

2,19020 

2,21550 

3471 

5391 

7310 

2.29220 
2.31140  1 
3052  ! 
1902  : 
0S70 

2.3S775  ' 

2,40079 

25SO 

4479 

0370 

2,ls271  I 

2,50101  ! 

2«'54  ' 

31M2 

5S2^  . 


/ 1 


2. 59592  : 
2.01471 
334S 

5222 

7094 

2,0S903 

2.70S30 

2094 

1550  : 

ono! 

2.7S273: 
2,*^0I27' 
1979 
3S29  i 

5070 
7521  : 
2.S9303 
2,91202 
303S  ' 

2,94S72  i 


1943 
1041 
1930 
193S 

1935 

1034 
1032 
lOiiO 
1028 

1020 

1924 
1021 
1020 
1010 

1010 

1014 
1012 
1010 
100»> 

1005 

1004 
1001 
1  SOO 
ISO  7 

1S05 

1S03 
ISOO 
ISSS 
I  SSO 

1SS3 

IS^I 
1S70 
1S77 
1S71 

1S72 

ISOO 
ISO  7 
1S04 
1S02 

ISOO 

lsr)7 

IS54 
1S52 
1S50 

IS17 

1S15 
1S42 
1 S30 
1S30 
1S34 


1  (>50 
345»"+- 


150 
1 950" 


D. 


2994872 

0703 

2,9S532 

3,0035S 

21sl 

4001 

5S19 

7034 

3,094  15 

3,11254 

3001 

4S04 

0005 

3,1S403 

3.2025S 

2050 
3S39 
5(»25 
7409 
3,29189 

3,309ri7 
2741 
4512 
02SO 
S045 

3,39S07 
3,41505  ; 
3320  ! 
5073 
(JS23 

3,4S509! 

3.50312  1 
2052 
3  7  SS 

5521 

7251 

3,5S97S 

3,00701 

2421 

413S 

5S51  ! 

7501  I 
3,09207  I 
3,70970 

2070  i 

4300 
0058 
7747  , 
3,79433  1 
3,sl115l 
3.S2794 


S31 
S20 
S20 
S23 

S20 

SIS 
S15 
Sil 
SOO 

S07 

S03 
SOI 
7  OS 
705 

702 

7S0 
7  SO 
7s| 
7S0 

77S 

774 
771 

70S 
705 

702 

75S 
755 
753 
750 

740 

743 
740 
730 
733 

730 

727 
723 
720 
717 

713 

710 
700 
703 
700 

OOC 

092 
GSO 
OSO 
OS  2 
070 


1000 
3400"+" 


2(H» 
2000" 


30S2794 
4409 
0141 
7S09 

3,S9473 

3,91133 
2790 
4443 
()093 
7739 

3,99381 

4,01019 

2054 

42S5 

5912 

7535 

1,09155 

4,10770 

23S2 

3990 

5594 

7194 

4,1S790 

4,203S2 

1970 

3554 
5135 
0711 
S2*^3 
4,29S51 

4,31415 
2975 
4531 
00S3 
7030 

4,39174 

4,40713 

224S 

3779 

5300 

0S2S 

8340 

4,49S00 

4,51309 

2874 

4375 

5871 

7303 

4,58851 

4,00334 

4,01811 


D. 


1075 
1672 
16CS 
1064 

1060 

1057 
1053 
1050 
1040 

1042 

163S 
1035 
1031 
1027 

1623 

1620 
1015 
1012 
lOOS 

1004 

1000 
1500 
1502 
15SS 

15S4 

15S1 
1570 
1572 
150S 

1504 

1500 
1550 
1552 
154  7 

1544 

1539 
1535 
1531 
1527 

1522 

151S 
1514 
1500 
1505 

1501 

1490 
1492 
14SS 
14S3 
1477 


1550, 
3350"+- 


250 
2050" 


D. 


Arg. 


4001  Sil 

3285 
4755 
0220 
7081 

4,69137 

4,70589 

2030 

3479 

4917 

0350 

7779 

4,79203 

4,80622 

2037 

3447 
4852 
0253 
7049 
4,89040 

4,90427 
180S 
3185 
4557 
5924 

7280 

S043 

4,99995 

5,01343 

2086 

4023 
5350 
0083 
8005 
5,09322 

5,10035 
1942 
3244 
4541 
5833 

7120 
8402 

5,19078; 

5,20949  : 
22151 

3476 
4732 
5983 
7228 
8408 
5,29702 


1474 
1470 
1405 
1401 

1450 

1452 
1447 
1443 
143S 

1433 

1429 
1424 
1419 
1415 

1410 

1405 
1401 
1396 
1391 

13S7 

1381 
1377 
1372 
1307 

1302 

1357 
1352 
1348 
1343 

1337 

1333 
1327 
1322 
1317 

1313 

1307 
1302 
1297 
1292 

1287 

1282 
1276 
1271 
1200 

1261 

1250 
1251 
1245 
1240 
1234 


dfO 
4,9 

4,8 
4,7 
4,6 

4.5 

4,4 
4.3 
4,2 
4,1 

4,0 
3,0 
3,8 
3,7 
3,6 

3,5 

i!  •*•'* 

li  3,3 

1!  3,2 
3,1 

3,0 
2,9 
2,8 
2,7 
2,0 

2,5 

ll  2.3 
!  2,2 
2,1 

2.0 
1,9 

1,8 
1,7 
1,6 

1,5 
1,4 
1.3 
1,2 
1,1 

1,0 

ij  0,9 
|l  0,8 

';  0,7 

li  0,0 


0,5 
0,4 
0,3 
I  0,2 
'0,1 
I  0,0 


1500 
3300"+" 


I  / 


[\rg. 
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P.  A.  Hansen, 


Reduclion  der  Länge  auf  den  Aequator. 

Tafel  50.     Fortsetzung.  Arg.  /"-hco-hij. 


Arg. 


300 
2100' 


090 
0,1 
0,2 
0,3 
0,4 

0,5 
0,6 
0,7 
0,8 
0,9 

1.0 

1,1 
1,2 

1,3 
1,4 

1,5 

1,« 
1,7 
1,8 
1,9 

2,0 

2,1 
2,2 
2.3 
2,4 

2,5 

2,« 
2,7 

2,8 
2,9 

3,0 
3,1 
3,2 
3,3 
3,4 

*j  ' 

öfO 

3,6 
3,7 
3,8 
3,9 

4,0 

4,1 
4,2 
4,3 
4,4 

4,5 
4,6 
4,7 
4,8 
4,9 
5,0 


5929702 

5,30931 

2155 

3374 

4587 

5795 

6997 

8194 

5,39386 

5,40572 

1753 
2928 
4097 
5261 
6420 

7573 

8720 

5,49862 

5,50998 

2128 

3252 
4371 
5484 
6592 
7694 

8790 

5,59881 

5,60966 

2045 

3118 

4186 
5247 
6303 
7353 
S397 

5,69435 

5,70467 

1493 

2514 

3528 

4537 
5540 
6536 
7526 
8510 

5,794SS 

5,S0460 

1426 

2386 

3340 

5,84287 


D. 


1229 
1224 
1219 
1213 

120S 

1202 
1197 
1192 
11S6 

llSl 

1175 
1109 
1164 
1159 

1153 

1117 
1142 
113G 
1130 

1124 

1119 
1113 
1108 
1102 

1096 

1091 
10S5 
1079 
1073 

106S 

1061 
1056 
1050 
1014 

1038 

1032 
1026 
1021 
1014 

1009 

1003 
996 
990 
9S4 

97  S 

972 
966 
960 
954 
947 


Arg. 


1450 
3250"f" 


350 
2150" 


5984287 
5228 
6163 
7092 
8015 

8932 

5,89842 

5,90746 

1644 

2535 

3420 
4299 
5171 
6037 
6897 

7750 

8597 

5,99438 

6,00272 

1100 

1921 
2736 
3544 
4346 
5141 

5930 
6712 

7488 
8257 
9019 

6,09775 

6,10524 

1206 

2002 

2731 

3453 
4169 
4S7S 
5580 
0275 

6964 
7f.4() 

b.m 

89S9 
6,19651 

6,20305 
0953 
1594 
222S 
2855 

6,23475 


D. 


941 
935 
929 
923 

917 

910 
904 
89S 
891 

885 

879 
S72 
866 
860 

853 

817 
841 
834 

82S 

821 

815 
808 
802 
795 

789 

782 
776 
769 
762 

756 

749 
742 
736 
729 

722 

716 
709 
702. 
695 

6S9 

682 
675 
66S 
662 

654 

64  S 
641 
634 
627 
620 


1400 
3200"+" 


400 
2200' 


6923475 
4088 
4694 
5293 
5886 

6472 
7050 
7621 
8185 
8742 

9292 

6,29834 

6,30370 

0899 

1420 

1935 
2442 
2942 
3435 
3921 

4400 
4871 
5335 
5792 
6242 

(>684 
7119 
7547 
7968 
8381 

87S7 

9186 

9577 

6,39961 

6,40337 

0706 
1068 
1422 
1 769 
2108 

2440 
2764 
3081 
3390 
3692 

3!)S(i 
4273 
4552 
4824 
5088 
6,45344 


D. 


613 
606 
599 
593 

i  586 

.578 

'571 

564 

557 

550 

542 
536 
529 
521 

515 

507 
500 
493 
4S6 

479 

471 
464 
457 
450 

442 

435 
428 
421 
413 

406 

399 
391 
384 
376 

369 

362 
351 
347 
339 

332 

324 
317 
309 
302 

.  294 

!  2s7 
279 
272 
264 
256 


1350 
3150"+-. 


450 
2250" 


D. 


6945344 
5593 
5834 
6067 
6293 

6511 
6722 
6925 
7120 
7308 

7488 
7660 
7825 
7982 
8131 

8272 
8406 
8532 
8650 
8760 

8863 
8957 
9044 
9123 
9194 

9257 
9312 
9359 
9399 
9431 

9454 
9469 
9477 
9477 
9469 

9452 
9428 
9396 
9356 
9308 

9252 
91 8S 
9116 
9035 
8947 

8851 
8746 
8633 
8513 
8385 
6,48248 


249 
241 
233 
226 

218 

211 
203 
195 
ISS 

180 

172 
165 
157 
149 

I  141 

•  134 
■  126 
I  118 

;  110 

I 

103 

:  94 

87 

79 

!  71 

63 

55 
47 
40 
32 

23 

15 

S 
0 

s 

17 

24 
32 
40 
48 

56 

64 
72 

81 

88 

96 

105 
113 
120 
128 
137 


1300 
3100"*" 


500 
2300" 


6948248 
8103 
7950 
7789 
7620 

7443 
7258 
7065 
6863 
6654 

6436 
6210 
5976 
5734 
5483 

5224 
4957 
4682 
4398 
4106 

3806 
3498 
3181 
2856 
2523 

2182 
1832 
1474 
1108 
0734 

6.40351 

6,39960 

9560 

9153 

8737 

8313 
7880 
7439 
()990 
6533 

6067 
5593 
5110 
4619 
4120 

3612 
3096 
2572 
2039 
1498 
6,30949 


145 
153 
161 
169 

177 

185 
193 
202 
209 

218 

226 
234 
242 
251 

259 

2C7 
275 
284 
292 

300 

30S 
317 
325 
333 

341 

350 
358 
366 
374 

383 

391 
400 
407 
416 

424 

433 
441 
449 
457 

466 

474 
483 
491 
499 

508 

516 
524 
533 
541 
549 


550 
2350" 


6930949 

6,30391 

6,29S?5 

9251 

8668 

8077 
7477 
6869 
6252 
5627 

4994 
4352 
3702 
3044 
2377 

1702 

1018 

6,20326 

6,19626 

8917 

8200 
7474 
6740 
599S 
5247 

4488 
3720 
2944 
2160 
1367 

6,10566 

6,09756 

8938 

8112 

7277 

6434  1 
5582  I 
4722 
3854 
2977 

2092 

1199 

6,00297 

5,99387 

,8468 

7541 
6606 
5662  j 
4710  ! 
3750 
5,92781 


1250 
3050"^" 


1200 
3000"+' 


55S 
56« 
574 
583 

591 

BOG 
608 
617 
625 

633 

642 
650 
658 
667 

675 

6S4 
692 
700 
709 

717 

726 
734 
742 
75t 

759 

76S 
776 

784 
793 

801 

SlO 
SIS 
826 
835 

843 

852 
860 
86S 
877 

885 

893 
002 
910 
dl9 

927 

935 
944 
952 
960 
969 


Tafeln  der  Egeria. 


559 


Reduction  der  Lange  auf  den  Aequator. 


Tafei  50.  Schluss. 


Arg.  f 


w 


600 
2400" 


59027S1 

1S04 

5,90S19 

5,S9S25 

8S23 

7813 
6794 
5707 
4732 
3689 

2637 

1577 

5,80508 

5,79432 

8348 

7255 
6153 
5043 
3925 
2799 

1664 

5,70521 

5,69370 

8211 

7044 

5868 
46S4; 


D. 


3492 

2292 

5,61084 

5,59867  j 
8643 
7410 
6169- 
4920 

3603 
23981 
5,51125  I 
5,49843  I 
8554 

7256 
5950 
4637 
3310 
lObO 


977 

9S5 

994 

1002 

1010 

1019 
1027 
1035 
1043 

1052 

1000 
1069 
107G 
10S4 

1003 

1102 
1110 
1118 
1120 

1135 

1143 
1151 
1150 
1167 

1170 

11S4 
1102 
1200 

rios 

1217 

1224 
1233 
1241 
1240 

1257 

1205 
1273 
12S2 

12S9 

i  120S 

13UC 
1313 
1321 
1330 


5,40648 

5,39302 : 

7948  i 

6587  : 

5217; 

5,33S40  i 


133s 

1340 
1354 
1301 
1370 
1377 


1150 
2950"^- 


650 
2450" 


1). 


5933840 

2455 

5,31062 

5,29661 

8252 

6S35 
5410 
3977 
2536 
5,21087 

5,19631 
8167 
6695 
5215 
3728 

2233 

5,10730 

5,09219 

7701 

6175 

4041 

3100 

5,01551 

4,99994 

8430 

6S58 
5279 
3692 
2097 
4,00495 

4,SSSS5  1 
7268 
5044 
4012 
2372  ' 

4,80725 

4,70071 

7409 

5740 

4004 

23^0 

4,70689 

4,6ij91M) 

7  284 

5571 

3b51 

2124 

1,60390 

4,5S04S 

6S99 

4,55143  I 


13S5 
1393 
1401 
1409 

1417 

1425 
1433 
144  i 
1449 

1456 

1404 
1472 
14S0 
14S7 

141)5 

1503 
1511 
1518 
1520 

1534 

1541 
1541) 
1557 
1504 

1572 

1570 
15S7 
1595 
1002 

1010 

1017 
1024 
1032 
1040 


1047 


1654 
1002 
1009 
1070 

10S4 

1091 
1099 
1700 

17i:j 

1720 

1727 
1731 
1742 
1749 
1750 


llOO      I 
2900+ 


7(M» 
2500' 


Ü. 


4055143 
33S0  i 
4,51610 
4,49S33 
8049  ; 

6258 
4459 
2654  ! 
4,40842, 
4,39023  I 

7197 

5364  ; 

3524 

4,31677 

4, 29^124 

7964  1 
6097 
4223  I 
2:i43 
4,20455 

4,18:)61 
6<>60 
4753 
2839 

4,10918 

4,0S99I 
7057 
5117 
3171 

4,01218 

3,99259 
7293 
5322 
3344 

3,91359 

3,89368 
7370 
536() 
3356 

3,81340 

3,79318 
7290 
5255 
3215  1 

3,71168 

3,69115 
7057 
4992  , 
2922  ! 

3,60S46  ! 

3,5S764 


1703 
1770 
1777 
17S4 

1791 

1799 
1S05 
1S12 
1819 

1820 

1S33 
1S40 
1847 
1S53 

1800 

1807 
1874 
1S80 

1888 

1894 

1001 
1907 
1914 
1921 

1927 

1934 
1940 
1940 
1953 

1959 

1900 
1971 
1978 
1985 

1991 

1998 
2004 
2010 
2010 

2022 

202  s 
2035 
2040 
2047 

2053 

205S 
2005 
2070 
2070 
2082 


1050 
285o"T' 


255»      !     "• 


3958764 
6676 
4582 : 
24S3  , 

3,50378  i 

3,48267 
6150  i 
4027  j 

3,41899! 

3,39765 

7626 

5481 

3331 

3,31175 

3,29014 

6S47 

4675 

249S 

3,20315 

3,18127 

5934 : 

3736 

3,11533 

3,09324 

7110 

4S91 
2667  ; 
3,00438 
2,98204  i 
5965  i 


3722 

2,91473  ! 

2.S9220 

6961 

4698 

2430 

2,S0157 

2,77880 

5598 

3311 

2.71020 i 
2.68724 
6424  : 
4 1 20 
2,61811  I 

2,5949»<i 
7181 
4S59 
2533 
2,50202  i 
2.47S67  i 


20S8 
2091 
2099 
2105 

2111 

2117 
2123 
2128 
2134 

2139 

2145 
2150 
2150 
2101 

2107 

2172 
2177 
2183 
2188 

2193 

2198 
2203 
2209 
2214 

2219 

2224 
2229 
2231 
2239 

2243 

2249 
2253 
2259 
2203 

2208 

2273 
2277 
2282 
2287 

2201 

2290 
2300 
2304 
2309 

2313 

2317 
2322 
2320 
2331 
2335 


1000, 
2800"^" 


800 
260<»""  . 


I). 


2947867 
5528 
3185 

2,40838 

2,38487 

I 

6131  I 
3772  I 
2,31409 
2,29042 
6671 

4297 

2,21918 

2,19536 

7151 

4761 

2,12368 j 

2,09971 

7570 

5166 

2759 

2,00348 

1,97934 

5516 

3095 

1,90671 

1,88244; 
5813: 
3380 ! 

1,80943; 

1,78504! 

6061 
36]  5 

1,71166; 

1,68714' 
6260 


3802 

1,61342 

1,58879 

6413 

3944 


1,51473 
1,48009 j 
6523 
4044 
1.415631 

1,39079 
(»594 
4106 

1.31615 

1,29122! 

1,26627 


2339 
2343 
2347 
2351 

2350 

2359 
2303 
2307 
2371 

2374 

2379 
2382 
2385 
2390 

2393 

2397 
2401 
2404 
2407 

2411 

2414 
2418 
2421 
2424 

2427 

2431 
2433 
2437 
2139 

2443 

2440 
2449 
2452 
2454 

245S 

2400 
2403 
2400 
2409 

2471 

2474 
2470 
2179 
2481 

24  s  4 

2485 
24SS 
2491 
2493 
2495 


950, 
2750"f" 


850 
2650" 


I). 


Arg. 


1926627  ' 

4130; 

1,21630  I 

1,19129 i 

6625' 

4119  1 
1,11612 
1,09102 

6591 

4078 

I 

1,01563 

0,99047 

6529 

4009 

0,91488 

0,88965  ■ 

6440 

3914 

0,81386 

0,78857 

6327 

3795 

0,71262 

0,68728 
6192 

.3656 

0,61118, 

0,58579 

6040 

3409 

0,50958 

0,48415 

5872 

3328 

0,40783 

0,38237 

5691 

3144 

0,30597 

0,28049 

5500 

2951 

0,20402 

0,17853 

5303 

2753  j 
0,10203 
0,07653  ! 
5102  ' 
2551 
0,00000 


2407 
2500 
2501 
2504 

2506 

2507 
2510 
2511 
2513 

2515 

2516 
2518 
2520 
2521 

2523 

2525 
2526 
252S 
2529 

2530 

2532 
2533 
2534 
2536 

253G 

253S 
2539 
2539 
2541 

2541 

2543 
2543 
2544 
2545 

2546 

2546 
2547 
2547 
2548 

2549 

2549 
2549 
2549 
2550 

2550 

2550 
2550 
2551 
2551 
2551 


5f0 
4,9 

!.  4,8 
!.4,7 
|:  4,6 

4,5 
4,4 
4,3 
4,2 
4,1 

4,0 
3,9 
3,8 

13.7 
:3,6 

i  3,5 
3,4 
3,3 
3,2 
3,1 

3,0 

2,8 
2,7 
2,6 


2,5 
2,4 
2,3 
2,2 
2,1 

2.0 

1,9 
1,8 
1,7 
1,6 

1,5 
1,4 
1,3 
1,2 
1,1 

1,0 
0,9 
0,8 
0,7 
0,6 

0,5 
0,4 
0,3 
0,2 

0,1 
0,0 


ll 


900 
2700-r 


Arg. 
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P.  A.  Hansen, 


Taf.  51. 


Log.  des  Factors  der  Störungen  der  Abweichung. 

Arg. /• 


CO 


Arg. 

O'i— 
180"+ 

Ü. 

50— 
1  S5«+ 

ü. 

100— 
190"+  , 

I). 

15"— 

195"+  : 

1 

D. 

20"— 
200"+ 

D. 

250— 
2050+ 

D.   ! 

Arg- 

0,1  ' 

0,63S04 

n 

0.63759 

2 
2 
2 
2 

0,63620  . 

.1 

0,63374 

6 
6 
f) 
7 

0,62999 

9 
9 
9 
9 

0,62462 

13 

13  ' 
13 
13 

1 

50 

804 

0 
0 
0 

757 

616  1 

1 
1 

3(>8 

990 

449 

4,9 

0,2  ; 
o,a  . 
0,4  ; 

804 
804 
804 

755 
753 
751 

612  . 
604 

■1 

4 
4 

362  ■ 

356 

349 

981 
972 
963 

436 
423 
410 

4.8 
4.7 
4,« 

0 

2 

} 

0 

9 

13  ' 

0,5 

804  ' 

0 

1 

0 
0 

749 

2 

2 
o 

600  i 

4 
4 
4 

4 

343 

7 
6 
7 
G 

954 

10 
9 

10 
9 

397 

13 
13 
13 
13 

4.5 

0,6  ; 

804 

747 

596 

336 

944 

3S4 

4,4 

0.7  : 

80:i 

745 

.592 

330 

935 

371 

4,3 

0.8  , 

803 

743 

2 

588 

323 

925 

358 

4,1 

0,9  : 

803 

741 

584 

■1 

317 

916 

345 

4,1 

' 

0 

2 

4 

7 

10 

14 

1,0  : 

803 

1 

0 
0 

1 

739 

2 
3 
2 
2 

580 

4 
5 
1 
5 

310 

0 
7 
7 
7 

906 

10 
10 
10 
10 

331 

13 
14 
14 
14 

4,0 

1.1 
1,2 

1,3 

1,4 

802 
802 
802 
801 

737 
734 
732 
730 

OM) 

571  ' 

.i67 

562 

304 
297 
290 
2S3 

896 
SS6 
S76 
S66 

31$ 
304 
290 
276 

3,S 
3,8 
3.7 
3.6 

0 

2 

4 

7 

10 

14 

1,5 

801 

4 

728 

3 
2 
3 
2 

558 

5 
4 
5 

-1 

276 

7 

i 

7 

7 

856 

10 
10 
10 
10 

262 

14 
14 

3,5 

1,6 
1.7 

1.8 

800 
800 
709 

1 

0 

i 

1 

725 
723 
720 

5r)3 
549 
544 

269 
2t>2 
255 

846 
836 
826 

24S 
234 
220 

3,4 
3.3 
3.» 

1.9 

798 

J 

71H 

540 

24S 

816 

200 

3.1 

1 

1 

3 

5 

7 

11 

15 

2,0  1 

2.1  : 

797 
797 

0 

1 

1 
i 

715 
713 

2 

535 
53 1 

1 

r 

241 
234 

7 

c 

S05 
795 

10 
11 
10 
11 

191 
177 

14 
15 
14 
15 

3,0 
2,9 

2.2 

796 

710 

f) 

2 
3 

526 

5 

m 

226 

7 

1 

784 

162 

2.S 

2.3  1 
2,4 

795 
794 

70S 
705 

521 
516 

219 
212 

774 
763 

148 
133 

2.7 
2.6 

1 

3 

4 

7 

10 

15 

2,5 
2,6 

2,7 

793  . 

792 

791 

1 

! 
t 

702 
699 
696 

3 
3 
3 
3 

512 
507 
502 

5 
5 
5 

5 

205 
197 
190 

S 
7 
S 
7 

742 
731 

11 

u 
11 
11 

118 

iu:i 

0S8 

15 
15 
15 
15 

2.5 
2,4 
2.J 

2,8 
2,9 

790 
789 

1 

1 

693 
690 

497 
402 

1S2 
175 

720 
709 

073 
058 

2.1 

i2.1 

I 

3 

5 

s 

11 

15 

3,0 
3,1 

788 
787 

1 

1 

1 

(»S7 
6S4 

3 

4S7 
482 

5 
0 

167 
1 59 

s 

S 

w 

69s 
t>S7 

11 
11 
11 

11 

043 
02Ä 

15 
IG 
15 
16 

12,0 
1.» 

3,2 

7S6 

6S1 

476 

151 

076 

0,62012 

1,8 

3,3 
3,4 

785 

784 

i 

1 

678 
675 

■> 
3 

471 
466 

■> 
5 

143 
135 

s 

r,05 
654 

0,61997 
981 

1.7 
1,6 

1 

3 

5 

s 

11 

16 

3,5 

783 

2 

1 
2 

672 

•> 

461 

l 

5 

127 

s 
s 
s 

643 

12 
11 
12 
12 

965 

IG 
16 
16 
10 

1,5 

3,6 
3,7 

781 
780 

669 
666 

•> 
3 
4 
3 

455 
450 

119 
111 

631 
020 

949 
9.-t3 

1,4 
1,3 

3,8 

778 

662 

444 

1  o;{ 

OOS 

917 

1.1 

3,9 

777 

659 

439 

095 

596 

901 

1.1 

2 

3 

'5 

0 

12 

17 

4,0 
4,1 

775 
774 

I 

2 

l 

'  2 

r)r>6 

653 

3 
.1 

433 
42S 

5 

086 
OTS 

s 

584 
572 

12 

'  12 

12 

12 

8S4 
SOS 

IG 

17  i 

1  17 

1 

1.0 
,  0.» 

4.2 
4.3 
4,4 

772 

771 
769 

649 
646 
642 

'i 
3 

'  1 

1 

422 
416 
410 

r, 

0 

(l(>9 
(I(>1 
052 

•* 

l  •' 

5(>0 

54S 

•  •«  •• 

851 
835 
81S 

0,8 
0,7 
0.« 

1 

3 

0 

,  ^ 

12 

1  17 

4,5 
4.6 
4.7 
4,8 
4,9 

76S 
766 
764 
762 
761 

2 
2 
2 

1 
2 

(i39 
(i35 
632 
62S 
624 

4 

3 
4 
4 

4 

404 
39s 

392 
3S<i 
3S(> 

r, 

<; 
r. 

0 

044 
035 
026 
017 
0,63008 

0 

9 
II 

524 
512 
500 
4S7 

4/9 

12 
12 
13 
12 
1^ 

801 
7S4 
767 
750 
733 

17 

17 

17 

:  17 

is 

1 

■ 

!0.5 
0.4 
0.J 
0,1 
0.1 

5,0 

0,63759 

0,63620 

*¥ 

0,63374 

0.62999 

.' 

0,62462 

0,61715 

0,0 

Arg. 

1750+ 

170«+ 

165"+ 

i 

llMl"+ 

1 
1 

1 55"+ 

1500+ 

1 

Arg. 

3550— 

35(»0— 

345"— 

340"— 

335"— 

3300— 

Tafbln  her  Egrru. 
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Log.  des  Factors  der  Störungen  der  Abweichung. 

}feI54.     Fortsetzung.  Arg.  f-^w-ht] 


300— 
2100-1- 

D. 

350— 
2150+ 

D. 

400— 
2200+ 

D. 

450— 
2250+ 

D. 

500— 
2300+ 

D. 

550— 
2350+ 

D. 

Arg. 

),61715 

17 

•0,60699 

23 

0,59332 

32 
32 
32 
32 

0,57508 

42 
42 
42 
43 

0,55085 

56 
56 
56 
57 

0,51869 

74 
74 
75 
75 

5tO 

698 

A    9 

IS 

676 

24 

300 

466 

0,55029 

795 

4,9 

680 
663 
645 

4  O 

17 
18 

652 
628 
604 

24 
24 

268 
236 
204 

424 

382 
339 

0,54973 
917 
860 

721 
046 
571 

4,8 
4,7 

4,6 

18 

24 

32 

43 

57 

76 

627 
609 
591 
573 
555 

18 
18 
IS 
18 

19 

580 
556 
532 
507 
482 

24 
24 
25 
25 

25 

172 
139 
107 
074 
041 

33 
32 
33 
33 

33 

296 
253 
210 
166 
122 

43 
43 
44 

44 

44 

803 
746 
688 
630 
572 

57 

58 
58 
58 

59 

495 
419 
343 
266 
189 

76 
76 
77 
77 

78 

4.5 

4,4 
4,3 
4,2 
4,1 

536 

IS 

457 

2*^ 

0,59008 

33 
34 
^4 

078 

45 
45 

513 

59 
ßfl 

111 

78 
79 

4,0 

518 

1  o 

19 

432 

25 

0,58975 

0,57033 

454 

0,51033 

3,9 

499 

A  «7 

19 

407 

25 

941 

0,56988 

45 

394 

60 
60 

0,50954 

1  9 
79 
80 

3,8 

480 
461 

19 

382 
356 

*0\ß 

26 

907 
873 

34 

943 
898 

45 

334 
274 

875 
795 

3,7 
3,5 

19 

25 

34 

46 

60 

80 

442 
423 

404 
384 

19 
19 
20 
19 

331 
305 
279 
253 

26 
26 
26 
26 

839 
804 
770 
735 

35 
34 
35 
35 

852 
806 
760 
714 

46 
46 
46 
47 

214 

153 

092 

0,54031 

61 
61 
61 
62 

715 
634 
553 
472 

81 
81 
81 
82 

3,5 
3,4 
3,3 
3,2 

365 

227 

700 

667 

0,53%9 

390 

3,1 

20 

27 

35 

47 

62 

82 

345 
325 
305 
285 

20 
20 
20 
20 

200 
174 
147 
120 

26 
27 
27 
27 

665 
630 
594 
558 

35 
36 
30 
36 

620 
573 
526 

478 

47 
47 
48 
48 

907 
845 
782 
719 

62 
63 
63 
64 

308 

225 

141 

0,50057 

83 
84 

84 
84 

3,0 
2,9 
2,8 
2,7 

265 

A\ß 

093 

A  f 

522 

430 

655 

0,49973 

2,6 

20 

27 

36 

48 

64 

85 

i 

245 
224 
204 
183 
162 

21 
20 
21 
21 

21 

066 

039 

0,60012 

0,59984 

956 

27 
27 
28 
28 

28 

486 
449 
413 
376 
339 

37 
36 
37 
37 

3S 

382 
334 
285 
236 
187 

48 
49 
49 
49 

50 

591 
527 
462 
397 
332 

64 
65 
65 
65 

66 

888 
803 
717 
631 
544 

85 
86 
86 
87 

87 

a,5 

2,3 
2,3 
2,1 

141 
120 
099 
078 

21 
21 
21 
91 

928 
900 
871 
843 

28 
29 
28 

301 
264 
226 

188 

37 
38 
3S 
3H 

137 

087 
0,56037 
0,55987 

50 
50 
50 
51 

266 

200 

133 

0,53066 

66 
67 
67 
ri7 

457 
369 
281 
192 

88 
88 
89 
89 

2,0 

1.» 
1,8 
1,7 

057 

A  1 

814  '"' 

150 

00 

936 

0,52999 

U  1 

103 

1,6 

21 

29 

38 

51 

68 

90 

036  oo 

785 

29 
20 

112 

39 
30 

885 

52 

*!  1 

931 

68 
6S 

0,49013 

90 
91 

1,5 

1,61014 

tlSt 

22 

756 

073 

833 

863 

0,48925 

1,4 

S 60992 

22 
22 

727 

00 

0,58034 

0  0 
39 
39 

782 

«1  1 

52 
52 

795 

69 
69 

832 

9  X 

92 
92 

1,3 

970 
948 

698  - 
669  1  ^'^ 

0,57995 
956 

730 
678 

726 
657 

740 
648 

1,2 
1,1 

22 

30 

40 

53 

70 

93 

926 
904 
882 
860 
837 

22 
22 
22 

23 

639 
609 
579 
549 
518 

30 
30 
30 
31 

916 
876 
836 
796 
756 

40 
40 
40 
40 

625 
573 
520 
467 
413 

52 
53 
53 
54 

587 
517 
447 
376 
305 

70 
70 
71 
71 

555 
462 
369 
275 
180 

93 
93 
94 
95 

1,0 
0,9 
0,8 
0.7 
0,6 

■  22  1 

30  1 

41 

54 

72 

95 

815 

23 
23 
23 
23 
24 

488 

31 
31 
31 
31 
32 

715 

41 
41 
41 
42 
42 

359 

54 
54 
55 
55 
56 

233 

72 

0,48085 

96 
97 
97 
97 
98 

0,5 

792 
769 
746 

457 
426 
395 

674 
633 
592 

305 
251 
196 

161 

089 

0,52016 

f  A 

72 

73 
73 
74 

0,47989 
892 
795 

0,4 
0,3 
0,2 

723 

304 

550 

141 

0,51943 

698 

0,1 

1,60699 

0,59332 

0,57508 

0,55085 

0,51869 

0,47600 

0,0 

1450+ 

14004. 

1350+ 

1300+ 

1250+ 

1200+ 

Arg. 

$250— 

3200— 

3150— 

3100— 

305P— 

3000— 
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Log.  des  Factors  der  Störungeo  der  Abweichung. 

Tafel  51 .     Schluss.  Arg.  f  -hio-hr] 


Arg. 


600— 
24004- 


D. 


090 

0,1 
0,2 
0,3 
0,4 

0,5 
0,6 
0,7 
0,8 
0,9 

1,0 

1,1 

1,2 
1,3 
1,4 

1,5 
1,6 
1,7 
1,8 
1,9 

2.0 
2,1 
2,2 
2,3 
2,4 

2,5 
2,6 
2,7 
2,8 
2,9 

3,0 
3,1 
3,2 
3,3 
3,4 

3,5 
3,6 
3,7 
3,8 
3,9 

4,0 

4,1 
4,2 
4,3 
4,4 

4.5 
4,6 
4,7 
4,8 
4,9 
5,0 


0,47600 
501 
402 
302 
202 

101 

0,47000 

0,4GS98 

795 

091 

587 
483 
378 
272 
166 

0,46059 

0,45952 

844 

735 

625 

515 
404 
293 
181 
0,45068 

0,44954 
840 
725 
610 
494 


377 

259 

141 

0,44022 

0,43902 

782 
661 
539 
416 
293 

169 

0,43044 

0,42918 

792 

665 

537 
408 
279 
149 
0,42018 
0,41886 


99 

99 

100 

100 

101 

101 
102 
103 
104 

104 

104 
105 
100 
100 

107 

107 
108 
109 
HO 

110 

111 
111 
112 
113 

114 

114 
115 
115 
110 

117 

118 
IIS 
119 
120 

120 

121 
122 
123 
123 

124 

125 
126 
126 
127 

12S 

129 
129 
130 
131 
132 


650— 
2450+ 


D. 


Arg. 


1150-1- 
2950— 


0,41886 
753 
620 
486 
351 

215 

0,41077 

0,40939 

801 

661 

521 

380 

238 

0,40095 

0,39952 

808 
662 
515 
368 
219 

0,39070 

0,38920 

769 

617 

464 

310 

0,38155 

0,37999 

842 

684 

525 

365 

204 

0,37042 

0,36878 

713 
548 
381 
214 
0,36046 

0,35876 
705 
533 
360 
186 

0,35011 

0,34834 

656 

477 

297 

0,34116 


133 
133 
134 
135 

136 

138 
13S 
13S 
140 

140 

141 
142 
143 
143 

144 

140 
147 
147 
149 

149 

150 
151 
152 
153 

154 

155 
156 
157 
15S 

159 

100 
IGl 
102 
104 

105 

105 
107 
107 
lOS 

170 

171 
172 
173 
174 

175 

177 
178 
17Ö 
ISO 
181 


700— 
2500+ 


D. 


1100+ 
2900— 


0,34116 

0,33933 

749 

564 

378 

191 

0,33002 

0,32812 

620 

427 

233 

0,32038 

0,31841 

643 

443 

242 

0,31040 

0,30836 

630 

423 

215 

0,30005 

0,29794 

581 

366 

0,29150 

0,28933 

714 

493 

271 

0,28047 

0,27S21 

594 

365 

0,27134 

0,26902 

668 

432 

0,26IQ5 

0,2595S 

714 

471 

0,25226 

0,24979 

730 

479 

0,24226 

0,23971 

715 

457 

0,23196 


183 

!  1S4 
185 
ISO 

1S7 

ISO 
190 
192 
193 

194 

195 
1^7 
19S 
200 

201 

202 
204 
200 
207 

20S 

210 
211 
213 
215 

210 

217 
219 
221 
222 

224 

•  220 
;  227 
!  229 

'\  231 

232 

234 
230 

I  237 
'  240 

;24i 

j  243 
;  245 
=  247 

■  249 

I 

i  251 


750— 
2550+ 


D. 


253 
255 
250 
25S 
201 


1050+ 
2850— 


0,23196 

0,22933 

668 

401 

0,22131 

0,21860 

586 

310 

0,21032 

0,20751 

468 

0,20183 

0,19895 

605 

312 

0,19017 
0,18719 
418 
0,18115 
0,17810 

502 

0,17191 

0,16877 

500 

241 

0,16918 
0,15593 
0, 1 5265 
0,14933 
598 

0,14260 
0,13919 
575 
0,13227 
0,12876 

522 
0,12164 
0,11803 

439 
0,11071 

0,10699 
0,10323 
0,09944 
561 
0,09173 

0,08781 
0,08385 
0,07985 
581 
0,07172 
0,06759 


203 
205 
267 
270 

271 

274 

270 
27S 
2S1 

2S3 

2S5 
2SS 
290 
293 

'  2115 

t 
I 

29S 
301 
303 
305 

30S 

311 
314 
317 
319 

323 

i  325 

I32S 

332 

i335 

'  33S 

;  341 

344 
34S 

':  351 

354 

358 
301 
304 
30S 

372 

370 
379 
3S3 
3SS 

392 

300 
400 
404 
409 
413 


800— 
2600+ 


D. 


1000+ 
2800— 


0,06759 
6341 
5919 
5492 
5061 

4624 
4183 
3737 
3285 
2828 

2366 
1898 
1424 
0944 
0,00459 

9,99967 
9469 
8964 
8453 
7935 

7411 

688 

634 

579 

524 

468 
411 
353 
295 
236 

176 

115 

9,9053 

9,8990 

926 

861 
795 
728 
659 
590 

519 
447 
374 
299 
223 

146 

9,8067 

9,7987 

906 

823 

9,7738 


418 
422 
427 
431 

437 

441 
446 
452 
457 

462 

4ßS 
474 
480 
4S5 

492 

49S 
505 
511 
51S 


.524 

^53 

j54 
|55 

|55 

;  50 

|57 
|58 

:5S 

59 

00 

Ol 
02 
03 
04 

05 

!o6 
07 
09 
09 

71 

72 
73 

!75 
.70 

'  77 

79 
SO 
81 
83 
85 


850— 
2650+ 


D. 


950+  I 
2750—  i 


9,7738 
651 
563 
473 
380 

285 

188 

9,7089 

9,6988 

884 

778 
669 
557 
442 
323 

201 

9,6076 

9,5947 

814 

677 

535 

389 
9.5237 
0,3221 
0,3102 

0,2983 
864 
745 
626 
507 

387 

268 

149 

0,2030 

0,1910 

791 
672 
553 
433 
314 

195 

0,1076 

0,0956 

837 

717 

598 
478 
359 
239 
0,0120 
0,0000 


S7 
S8 
90 
93 

95 

«7 

99 

101 

104 

106 

109 
112 
115 
119 

122 

125 
129 
133 
137 

142 

146 
152 

119 

119 

119 
119 
119 
119 

120 

119 
119 
119 
120 

119 

119 
119 
120 
119 

119 

119 
120 
119 
120 

119 

120 
119 
120 
119 
120 


900+ 
2700— 


Aaiu.    Vom  Zeichen 


an  sind  die  Zahiea  slait  der  Lugariihoieu  aiigeöalzt. 


Tafeln  der  Egeria. 


Tafel  52. 


logr  . 
Arg. :  Mittlere  Anomalie 


deren  Störungen. 


k» 


i 


0(0 

0.2 
•.4 
0.6 
03 

l.O 

1.4 
t.« 

3.0 

«.4 

3.0 

3.8 

3.0 

3.3 
3.4 
3.6 
S,8 

4.0 
4.2 
4.4 
4.6 

4.8 

5.0 

»•3 
0.4 
3.6 

^.8 

6,0 
6.2 
6.4 
6,6 
6.8 

7,0 

7.1 
7.4 
7,6 
7,8 

8,0 
8,-8 
8.4 
8,6 

8,8 

8.0 

»,« 

8.4 

8,6 
8.8 
%0 


00 


D. 


0,370957 
957 
958 
959 
961 

964 
967 
971 
976 
9S1 

987 

0,370993 

0,371000 

008 

016 

025 

034 

044 

055, 

066! 

078 
090 
103 
117 
131 

146 
161 
177 
194 
211 

229 
247 
266 
286 
306 

327 
34S 
370 
393 
416 

440 
464 
489 
515 
541 

568 
595 
623 
651 
680 
0,371710 


0 
1 
1 
2 


3 
4 

5 
5 

6 

6 
7 
S 
8 


9 
10 
11 
11 

12 

12 
13 
14 
14 

15 

15 
Iß 
17 
17 

\h 

IS 
19 
20 
20 

21 

21 
22 
23 
23 

24 

24 
25 
26 
20 

27 

27 
2S 
2S 
20 
30 


100 


D. 


0,371710 
740 
771 
803 
835 

868 

901 

935 

0,371969 

0,372004 

039 
075 
112 
149 
187 

225 
264 
304 
344 
385 

426 
46S 
511 
554 
597 

641 
686 
731 
777 
823 

870 

918 

0,372966 

0,373015 

064 

114 
164 
215 
266 
31S 

370 
423 
477 
531 

5S6 

041 
607 

MO 

S67 

0,373025 


30 
31 
32 
32 

33 

33 
34 
34 
35 

35 

36 
37 
37 
38 

38 

39 
40 
40 
41 

41 

42 
43 
43 
43 

44 

45 
45 
40 
46 

47 

4S 
4S 
49 
40 

50 

50 
51 
51 
52 

52 

53 
54 
54 
55 

55 

:  50 

i  50 

I 

I  ''' 
I  57 

5S 


I 


3400 


200 


D. 


0,373925 

0,373083 

0,374042 

102 

162 

223 
284 
346 
408 
471 

534 
508 
662 
727 
792 

85S 

024 

0,374091 

0,375058 

126 

194 
263 
332 
402 
473 

544 
615 
6S7 
750 
S32 

000 

0,375080 

0,370054 

120 

204 

280 
356 
433 
510 

5S8 

606 
745 
824 
003 
0,370083 

0,377064 
145 
226 
308 
300 

0.377473 


58 
59 
00 
CO 

Ol 

Ol 
02 
02 
03 

03 

04 
04 
05 
05 

00 

00 
07 
07 
OS 

OS 

09 
00 
70 
71 


' 


1 


71 
72 
72 
73 

74 

74 

1^^ 
I  75 

i  75 

I 

70 

70 
77 

I   I 

78 

7S 

70 
79 

|79 
SO 

Sl 

81 
Sl 
s2 
S2 
83 


3300 


300 


0,377473 
556 
640 
724 
S09 

804 

0,377080 

0,378066 

152 

239 

326 
414 
502 
501 
680 

760 

859 

0,378949 

0,370040 

131 

223 
315 
407 
500 
503 

687 
7S1 

876 
0,379071 
0,380066 

162 
258 
354 
451 
548 

646 

744 

842 

0,380041 

0,381040 

130 
230 
339  ! 
440 
541 


D. 


83 

84 
b4 
85 

b5 

SO 
80 
80 
87 

S7 

SS 
SS 
89 
89 

89 

00 
90 
91 
91 

92 

92 
92 
93 
03 

94 

94 
95 
95 
95 

90 

90 
00 
07 
07 

OS 

OS 

9S 
90 
09 

09 

100 

100 

1101 

101 


101 


642 

744 

S46 

0,3S1040 

0.3S2052 

0.382155 


102 
|102 
!l03 
,103 

103 


3200 


400 


D. 


0,382155 
259 
363 
467 
572 

677 

782 

888 

0,382994 

0,383100 

207 
314 
422 
530 
638 

746 

855 

0,363964 

0,384073 

183 


293 
403 
514 
625 
736 

847 

0,384950 

0,385071 

184 

297 

410 
523 
637 
751 
865 

0,385980 

0,386095 

210 

325 

441 

557 

673 

700 

0,386907 

0,387024 

141 

250 
377 
405 
613 
0,3«^7732 


T'l  I 


104 
104 
104 
105 

105 

105 
100 
100 
106 

107 

107 
lOS 
lOS 
lOS 

lOS 

109 
109 
109 
110 

110 

110 

in 
111 
111 

111 

112 
112 
113 
113 

113 

113 
114 
114 
114 

115 

115 
115 
115 
110 

110 

116 
117 
117 
117 

117 

118 
HS 
US 
118 
119 


310'> 


500 


D. 


0,387732 
0,387850 
0,387969 
0,388088 
208 

328 
448 
568 
689 
810 

0,388931 

0,389052 

174 

295 

417 

539 

662 

784 

0,389907 

0,390030 

153 
276 
400 
524 
648 

772 

0,390897 

0,391022 

147 

271 

396 
521 
647 
772 
0,391898 

0,392024 
151 
277 
404 
531 

658 

785 

0,302912 

0,393039 

167 

295 
423 
551 
680 
808 
0,303037 


118 
119 
119 
120 

120 

120 
120 
121 
121 

121 

121 
122 
121 
122 

122 

123 
122 
123 
123 

123 

123 
124 
124 
124 

124 

125 
125 
125 
124 

125 

125 
126 
125 
126 

126 

127 
126 
127 
127 

127 

127 
127 
127 
128 

128 

128 
128 
129 
128 
129 


3000 


42* 


564 


P.  A.  HlNSBN, 


Tafel  52.  Fortsetzung. 


logr 
Arg. :  Mittlere  Anomalie 


deren  Störungen. 


Arg. 


0,2 
0,4 
0,6 
0,8 

1,0 
1,2 

1,4 
1,6 

1,8 

2,0 
2,2 
>,4 
2,6 

2,8 

3,0 
3,2 
3,4 
3,6 
3,8 

4,0 
4,2 
4,4 
4,6 
4,8 

5,0 
5,2 
5,4 

5,6 

5,8 

6,0 
6,2 
6,4 
6,6 
6,8 

7,0 
7,2 
7,4 
7,6 
7,8 

8,0 
8,2 
8,4 
8,6 
8,8 

9,0 
9,2 
9,4 
9,6 
9,8 
10,0 

Arg. 


600 


0,393937 

0,394065 

194 

323 

452 

581 

711 

840 

0,394970 

0,395100 

230 
360 
490 
620 
751 

0,395881 

0,396012 

143 

274 

405 

536 

667 

799 

0,396930 

0,397062 

194 
326 
457 
589 
721 

853 

0,397985 

0,398117 

249 

382 

514 

647 

779 

0,398912 

0,399045 

178 
all 
444 
577 
710 

843 

0,399976 

0,400109 

243 

376 

0,400510 

2900 


D. 


128 
129 
129 
129 

129 

130 
129 
130 
130 

130 

130 
130 
130 
130 

130 

131 
131 
131 
131 

131 

131 
132 
131 
132 

132 

132 
131 
132 
132 

132 

132 
132 
132 
133 

132 

133 
132 
133 
133 

133 

133 
133 
133 
133 

133 

133 
133 
134 
133 
134 


7(K) 


0,400510 

643 

777 

0,400910 

0,401044 

178 
312 
445 
579 
713 

847 

0,401980 

0,402114 

248 

382 

515 

649 

783 

0,402917 

0,403051 

185 
319 
453 
587 
721 

855 

0,403989 

0,404124 

258 

392 

526 

660 

794 

0,404928 

0,405062 

196 
330 
464 
598 
732 

0,405866 

0,406000 

133 

267 

401 

535 

668 

802 

0,406936 

0,407070 

0,407203 

280" 


D. 


133 
134 
133 
134 

134 

134 
133 
134 
134 

134 

133 
134 
134 
134 

133 

134 
134 
134 
134 

134 

134 
134 
134 
134 

134 

134 
135 
134 
134 

134 

134 
134 
134 
134 

134 

134 
134 
134 
134 

134 

134 
133 
134 
134 

134 

133 
134 
134 
134 
133 


800 


D. 


0,407203 
337 
470 
604 
737 

0,407871 

0,408004 

137 

270 

403 

536 

609 

802 

0,408935 

0,409068 

201 
334 
467 
599 
732 

864 

0.409997 

0,410129 

261 

393 

525 

657 

789 

0,410921 

0,411053 

184 
316 
447 
579 
710 

841 

0,411972 

0,412103 

234 

365 

496 

627 

757 

0,412888 

0,413018 

148 
278 

408 

538 

668 

0,413797 

2700 


134 
133 
134 
133 

134 

133 
133 
133 
133 

133 

133 
133 
133 
133 

133 

133 
133 
132 
133 

132 

133 
132 
132 
132 

132 

132 
132 
132 
132 

131 

132 
131 
132 
131 

131 

131 
131 
131 
131 

131 

131 
130 
131 
130 

130 

130 
130 
130 
130 
129 


900 


D. 


..  < 


0,413797 

0,413927 

0,414056 

186 

315 

444 
573 
702 
830 
0,414959 

0,415067 
215 
343 
471 
599 

727 

854 

0,415982 

0,416109 

236 

363 
490 
617 
744 
870 

0.416906 

0,417122 

248 

374 

500 

626 

751 

0,417876 

0,418001 

126 

251 
375 
500 
624 

748 

872 

0,418096 

0,419120 

244 

367 

490 
613 
736 
858 
0,419981 
0,420103 

2600 


130 
129 
130 
129 

129 

129 
129 
12S 
129 

12S 

12S 
12S 
128 
128 

128 

127 
128 
127 
127 

127 

127 
127 
127 
126 

126 

126 
12G 
126 
126 

12ß 

125 
125 
125 
125 

125 

124 
125 
124 
124 

124 

124 
124 
124 
123 

123 

123 
123 
122 
123 
122 


1000 


0,420103 
225 
347 
469 
590 

711 

832 

0,420953 

0,421074 

195 

315 
435 
555 
675 
794 

0,421914 

0,422033 

152 

271 

390 

508 
626 
744 
862 
0,422980 

0,423098 
215 
332 
449 
566 

682 

798 

0,423914 

0,424030 

145 


D. 


•*!>   I 


260 
375 
490 
605 
720 

S34 

0,423948 

0,425061 

175 

288 

401 
514 
627 
740 
852 
0,425964 

2500 


122 
122 
122 
121 

121 

121 
121 
121 
121 

120 

120 
120 
120 
119 

120 

119 
119 
119 
119 

118 

HS 
US 
118 
118 

HS 

117 
117 
117 
117 

HG 

HG 
116 
116 
115 

115 

H5 
115 
115 
115 

114 

114 
113 
114 
113 

113 

113 
113 
113 
112 
112 


1100 


D. 


0,425964 

0,426076 

187 

298 

409 

520 
631 
741 
851 
0,426961 

0,427071 
180 
289 
398 
507 

616 

724 

832 

0,427939 

0,428046 

153 
260 
367 
473 
579 

685 

791 

0,428897 

0,429002 

107 

212 
316 
420 
524 
628 

731 
834 
0,429937  ' 
0,430040: 
142 

244 
346 
448 
549 
650 

751 
^52 
0.430952 
0,431052  j 
0,431152 
0,431252 

2400  I 


112 
111 
111 
111 

111 

ni 

110 
HO 

HO 

HO 

109 
109 
109 
109 

109 

lOS 
lOS 
107 
107 

107 

107 
107 
106 
106 

106 

106 
106 
105 
105 

105 

104 
104 
104 
104 

103 

103 
103 
103 
102 

102 

102 
102 
101 
101 

101 

101 
100 
100 
100 
100 


Arg. 


18] 


Tafeln  der  Egeria. 


565 


Tafel  52.     Schluss. 


logr. 
Arg. :  Mittlere  Anomalie 


deren  Störungen. 


Arg. 


OVO 

0,4 

0,6 
0.8 

1.0 

l.J 

1.4 

1.6 
1,6 

2,0 

2,4 
2,6 

2.8 

3,0 

3.2 

3,4 

3,6 

3,8 

4.0 
4,2 
4,4 

4,6 
4,8 

5,0 

5,2 
6,4 
6,6 

5,8 

6,0 
6,2 
6,4 
6,6 
6,8 

7.0 

7,2 

7,4 

7.6 
7,8 

8,0 
8,2 
8,4 
8,6 

8,8 

9,0 
0,2 

9,4 

0.6 

0,8 

10,0 


1200 


D. 


0,431252 
351 
450 
549 
647 

745 

843 

0,431941 

0,432038 

135 

232 
328 
424 
520 
616 

712 

807 

902 

0,432996 

0,433090 

184 
278 
371 
464 
557 

650 

742 

834 

0,433926 

0,434017 

108 
199 
289 
3S0 
470 

500 
649 
738 
827 
0,434915 


99 
99 
99 
98 

98 

98 
98 
97 
97 

97 

96 
96 
96 
96 

96 

95 
95 
94 
94 

94 

94 
93 
93 
93 

93 

92 
92 
92 
91 

91 

91 
90 
91 
00 

90 

S9 
89 
89 
88 

SS 

0,435003  .« 
091  ^" 
179 
266 
353 


440 
526 
612 
698 
784 
0,435869 


SS 
87 
87 


S7 

h6 
86 
S6 
S6 
85 


1300 


D. 


Arg. 


230« 


0,435869 

0,435954 

0,436038 

12:) 

207 

291 
374 
457 
540 
622 

704 

786 

868 

0,436949 

0,437030 

111 
191 
271 
351 
431 

510 
589 
607 
745 
823 

901 

0,437978 

0,438055 

132 

2ÜS 

284 
360 
435 
510 
584 

050 
733 
800 
880 
0,438953 

0,439020 
199 
271 
313 
414 

4^5 
550 
627 
(»97 
707 
0,439737 


S5 
S4 
85 
84 

84 

S3 
S3 
83 
82 

S2 

82 
82 
81 

81 

81 

SO 
80 
SO 
SO 

79 

79 

78 
78 
78 

78 

77 
77 
77 
76 

76 

76 
75 
75 
74 

75 

74 
73 
74 
73 

73 

73 
72 
72 
71 

71 

71 

I  71 

j  70 

70 

70 


1400   D. 


220«   i 


0,439737 

806 

875 

0,439944 

0,440012 

080 
148 
215 
2^2 
349 

415 
481 
547 
613 
678 

743 
807 
871 
935 
0,440998 

0,441001 
124 
180 
248 
310 

372 
433 
494 
554 
014 

674 
733 
792 
851 
909 

0,441907 

0,442025 

083 

140 

197 

253 
309 
304 
419 
474 

521) 
583 
037 
091 
745 
0,442798 


69 
69 
69 
68 

68 

CS 
67 
67 
67 

66 

66 
66 
66 
65 

65 

64 
64 
64 
63 

63 

63 
62 
62 
62 

62 

Ol 
Ol 
60 
60 

60 

59 
59 
59 
58 

58 

58 
5S 
57 
57 

56 

'56 

,55 

55 

I  55 

55 

54 
54 
54 
54 
53 


1500 


2100 


0,442798 

851 

903 

0,442955 

0,443007 

05S 
109 
100 
210 
260 

309 
358 
407 
450 
504 

552 
600 
647 
694 
741 

787 
833 
878 
923 
0,443908 

0,444013 
057 
101 
144 
187 

230 
272 
314 
350 
397 

43S 
479 
519 
559 
599 

038 
077 
710 
754 
792 

830 
807 
904 
940 
0,444970 
0,445012 


D. 


53 
52 
52 
52 

51 

51 
51 
50 
50 

49 

49 
49 
49 
48 

48 

48 
47 
47 
47 

46 

46 
45 
45 
45 

45 

44 
44 

43 
43 

43 

42 
42 
42 
41 

41 

41 
40 
40 
40 

39 

39 
39 
3S 
38 

38 

37 
|37 
I  36 

36 
|30 


2000 


1000 


D. 


0,445012... 
047  '^^ 
082 
117 
151 


185 
219 
252 
285 
318 

350 
382 
414 
445 
476 

506 
536 
566 
595 
624 

653 
682 
710 
738 
765 

792 
819 
845 
871 
897 

922 

947 

971 

0,445995 

0,446019 

042 
065 
088 
110 
132 

154 
175 
190 
217 
237 

257 
276 
295 
314 
333 
0,446351 


35 
35 
34 


I 


34 

34 
33 
33 
33 

32 

32 
32 
31 
31 

30 

30 
30 
29 
29 

29 

29 
28 
28 
27 

27 

27 
26 
26 
26 

25 

25 
24 
24 
24 

23 

23 
23 
22 
22 

22 

21 
21 
21 
20 

20 

19 
19 
19 
19 
IS 


1700 


0,44635] 
369 
386 
403 
420 

436 
452 
468 
483 
498 

512 
526 
540 
553 
566 

579 
591 


D. 


1900 


603 
615 
626 

637 
648 
658 
668 
677 

686 
695 
704 
712 
720 

727 
734 
741 
747 
753 

759 
764 
769 
773 

mm  — 
t  i  I 

781 
784 
787 
790 
792 

794 
796 
797 
798 
799  ' 
0,446799  i 


18 

117 
17 
17 

16 

16 
16 
15 
15 

14 

14 
14 
13 
13 

13 

12 
12 
12 
11 


Arg. 


11 

11 

10 

10 

9 


9 
9 
8 
8 


7 
7 
6 
6 

6 

5 
5 
4 
4 


3 
3 
3 
2 


2 
1 
1 
1 
0 


1090 

9,S 
9,6 
9,4 
0,2 

9,0 
8.S 
8,6 
6,4 
8,2 

8,0 
7,8 
7,6 
7,4 
7,2 

7,0 
6,8 
6,6 
6,4 
6,2 

6,0 
5,8 
5,6 
5.4 
5,2 

5,0 
4,8 
4,6 
4,4 
4,2 

4,0 
3,8 
3,6 
3,4 
3,2 

3,0 
2,8 
2,6 
2,4 
2,2« 

2,0 
1,8 
1,6 
1,4 
1,2 

1,0 
0,8 
0,6 
0,4 
0,2 
0,0 


1800 


Arg. 


566 


P.  A.  Hansen, 


l" 


Tafel  53. 


Sinus  der  Abweichung. 
Arg.  /*  -f-w  -f-iy 


Arg. 


00-}- 
1800— 


D. 


090 
0,1 
0,2 
0,3 
0,4 

0,5 
0,6 
0,7 
0,8 
0,9 

1,0 

1,1 
1,2 
1,3 
1,4 

1,5 
1,6 

1,7 
1,8 

1,9 

2,0 

2,1 
2,2 
2.3 
2,4 

2,5 
2,6 
2,7 

2,8 
2,9 

3,0 

3,1 
3,2 
3,3 
3,4 

3,5 
3,6 
3,7 
3.8 
3,9 

4,0 
4,1 
4,2 
4,3 
4,4 

4,5 
4,6 
4,7 
4.8 
4,9 
5,0 


0,000000 

0,001055 

2109 

3164 

4219 

5274 

6.H2S 

7383 

8437 

0,009402 

0,010546 
1601 
2655 
3710 
4764 

5S19 

6S73 

7927 

0,0189S1 

0,020035 

lOSO 
2143 
3197 
4251 
5305 

6359 

7412 

8466 

0,029519 

0,030573 

1626 
2679 
3732 
4785 
5S3S 

6S91 

7944 

(»,03S997 

0,040019 

1101 

2153 
3205 
4257 
5309 
6361 

7413 
8464 
0,049515 
0,050566 
0,051617 
0,052667 


1055 
1054 
10f»5 
1055 

1055 

1054 
1055 
1054 
1055 

1054 

1055 
1054 
1055 
1054 

1055 

1051 
1054 
1054 
1054 

1054 

1054 
1054 
1054 
1054 

1054 

1053 
1054 
1053 
1054 

1053 

1053 
1053 
1053 
1053 

1053 

1053 
1053 
1052 
1052 

1052 

1052 
1052 
1052 
1052 

1052 

1051 
1051 
1051 
1051 
1050 


50-1- 
1S5'^— 


D. 


Arg. 


1750-f- 
3550—  , 


0,052667 
371S 
476S 
5S1S 
6868 

7918 

0,05S96S 

0,060018 

1067 

2117 

3166 
4215 
5263 
6312 
7360 

8408 

0,069455 

0,070503 

1550 

2597 

3644 
4691 
573S 
67S4 
7S30 

8876 

0,079921 

0,080966 

2011 

3056 

4101 
5145 
61^9 
7233 
S276 

0,089319 

0,090362 

1405 

244  S 

349(» 

4531 
5573 
6014 
7655 
s(;05 


0,099736 

0,100776 

1816 

2S55 

3S95 

0,104935 


1051 
1050 
1050 
1050 

1050 

1050 
1050 
1040 
1050 

1049 

1049 
104^ 
1049 
lOlS 

104S 

1047 
104S 
1047 
1047 

1047 

1047 
1017 
1040} 
1040 

1040 

1045 
1015 
1045 
1045 

1015 

1041 
1044 
1041 
1043 

1043 

1043 
1043 
1013 
1012 

1041 

1012 
1041 
1041 
1010 

10  41 

1010 
10  10 

io:ii) 

1O40 
1010 


lOO-h 
1900— 


0.104935 
5974 
7012 
S050 

0.109087 

0,110124 
1161 
219S 
3234 
4270 

5305 
6340 
7375 
8409 
0,119443 

0,120477 
1510 
2543 
3576 
460S 

5640 
6671 
7702 
S733 
0,129763 


D. 


0,130793' 
1 H22  , 
2S51  , 

3SS0 
490S  : 

5936 

6964 

7991 

0,1 3901 S 

0,140044' 

1070 
2095 
3120 
4114 

nlOS 

6192 
7215 

8238 
0,149260 
0,1502S2 

1303 
2324 
3344 
43()4 
53S3 
0.156402 


1039 
103S 
103S 
1037 

1037 

1037 
1037 
1030 
1036 

1035 

1035 
1035 
1034 
1034 

1034 

1033 
1033 
1033 
1032 

1032 

1031 
1031 
1031 
1030 

1030 

1020 
1020 
1020 
102S 

102S 

102S 
1027 
1027 
1020 

1020 

1025 
1025 
1024 
1021 

1024 

<02:i 
1023 
1022 
1022 

1021 

1021 
1020 
1020 
1019 
1010 


150-1- 
1950— 


D. 


1700-1- 
3500— 


1650-f. 
3450— 


0,156402 

7421 

8439 

0,159457 

0,160474 

1491 
2507 
3522 
4537 
5552 

6566  < 

7579 

8592 

0,169605 

0,170617 

1628 
2639 
3650 
4660 
5669 

6678 

76S6  i 

8694 

0,179701 

0,18070S 

1714 
2720 

:iT2:) 

4730 
5734 

(»737 

7740 

i>742 

0,lyj743 

0,190744 

1745  : 
2745 
3744 
4743 
5741  I 

(>739 

7736 

8732 

0,19972S 

0,200723 

1717 
2711 
3704 
4(i97 
56S9  . 
0,206680  I 


1019 
1018 
lOlS 
1017 

1017 

1016 
1015 
1015 
1015 

1014 

1013 
1013 
1013 
1012 

1011 

1011 
1011 
1010 
1009 

1009 

lOOS 
1008 
1007 
1007 

lOOG 

1006 
1005 
1 005 
1004 

1003 

1003 
1002 
1001 
1001 

1001 

1000 
OIMJ 

yoo 

90  S 

yy7 

090 
000 
095 

004 

004 
903 
003 

o:)2 

901 


200-1- 
2000— 


D. 


0,206680 

7671 

S661 

0,209651 

0,210610 

1628 
2616 
3603 
4589 
5574 

6559 

7543 

8527 

0,219510 

0,220492 

1474 
2455 
3435 
4415 
5394 

6372 

7349 

8326 

0,229302 

0,230278 

1253 
2227 
3200 
4173 
5145 

6116 
70^6 
8056 
9025 
0,239993 

0,240961 
1928 
2894 
3859 
4824 

578S 
6751 
7713 
8675 
0,249636 

0,250596 
1555 
2514 
3472 
4429 

0,255385 


901 
990 
990 
9S0 

988 

988 
9S7 
9Sfi 
085 

0S5 

984 
984 
083 
982 

982 

981 
980 
980 
979 

978 

977 
977 
976 
970 

975 

974 
973 
973 
072 

071 

970 
070 
009 
OOJs 

008 

907 
966 
965 
965 

904 

963 
902 
962 
901 

060 

959 
959 
958 
057 
956 


250+ 
2050—  : 


^'  1^ 


1600-1- 
3400—  ! 


1550-+- 
3350— 


0,255385 
6340 
7295 
8249 

0,259202 

0,260154 
11U6 
2057 
3007 
3956 

4904 
5S52 
6799 
7745 
8690 

0,269634 

0,270578 

1520 

2462 

3403 

4343 
5282 
6221 
7158 
8095 

9031 

0,279966 

0,280900 

1834 

2766 

3698 
4629 
55.59 
6488 
7416 

8343 

0,289270 

0,290195 

1120 

2044 

2967 
3889 
4810 
5730 
6649 

7567 
8485 
0,299401 
0,300317 
0,301232 
0,302146 


955 
955 
954 
953 

952  i 

952 
951 
950 
949 

948 


94S 
947 
946 
945 


944 

944 
942  I 
942  ; 
941 

940 

939 

939  I 
937  ; 
937 

936 

935  I 
934 
934 
932 

932 

931 
930 
929 
92S 

927 

927 
925 
925 
924 

923 

922 
921 
920 
919 

918 

91S 
916 
916 
915 
914 


M 

V 

4.1 

4^ 
4,4 

il 

4|2 
4.1 

V 
M 

V 
M 

3,5 
M 

8.1 
3.1 

3^i 

2.6 

2,5 

3,3 

2,1 
2.1 

2,« 

1.« 
1.« 
I.' 
1.« 

1.5 
1,^ 
1.2 

1,3 
1.1 

l.< 
Ö.« 
0,1 
0.' 
0.1 

0.i 
0. 

0,; 
«, 

:  0, 
,  0, 


15004- 
3300— 


Ar 


f6J 


Tafeln  der  Egeria. 


Tafel  53.     Forlselzung. 


Sinus  der  Abweichung. 


3004- 
2100— 


0,3U2Uö 
3059 
3971 
4882 
5792 

6702 

7011 

8519 

0,309425 

0»  3 10330 

1235 
2139 
3041 
3942 
4S4H 

5743 
6642 
7539 
8436 
0,319332 

0,320227 
1121 
2014 
2906 
3797 

4687 
5576 
6464 
7351 
8237 

0,329122 

0,330006 

0889 

177J 

2652 

3532 
4411 
5289 
6166 
7042 

7917 

8791 

0.339664 

0,340536 

1406 

2276 
3145 
4013 
4879 
5745 
0,346609 


913 
012 
911 
910 

910 

900 
OOS 
906 
905 

905 

904 
902 
901 
901 

900 

S99 
897 
SU7 
bl)6 

8'J5 

894 
893 
892 
891 

S90 

SSO 
SSS 
SS7 
880 

8S5 

8S4 
SS3 
8S2 
8S1 

880 

879 
878 
S77 
S76 

875 

S74 
S73 
S72. 
870 

S70 

S69 
S6S 
SG6 
SC6 
8G4 


350-1- 
2150— 


D. 


Arg. 


145S- 
3250— 


0,346609 

7472 

8334 

0,349196 

0,350056 

0915 
1773 
2630 
3486 
4341 

5195 
0048 
6S99 
7750 
8599 

0,359448 

0,300295 

1141 

1986 

2830 

3073 
4515 
5355 
6195 
7033 


SG3 

sr.2 

Sti2 
SCO 

S59 

SSS 
S57 

sno 

S55 

S54 

S53 
S51 
S51 
S40 

S49 

SIT 
S4() 
845 
SM 

843 

S42 
S40 
S40 
S3S 

S3S 


7871 

S707 

0,369542 


S30 
S35 

0,370370  '  ^ij^ 


1209 

2040 
2871  i 
3700  1 
4528 
5355 

0181 
7006 
7830 
8652 
0,379474 


0,380294 
1113 
1931 
2748 
3503 


S31 

S3l 
S29 
S2S 
S27 

S26 

S25 
824 
S22 
S22 

S20 


S19 

SIS 

I  S17 

S15 


4378 
5191  ' 
0003  ; 
0814 
7624  i 
0,388432 


S15 

S13 
S12 
Sil 
Slü 
SOS 


400-1- 
220«— 


D. 


1400-f- 
3200— 


0,388432 

0,389239 

0,390045 

OböO 

1054 

2457 
3258 
4058 
4857 
5055 

6151 
7247 
SOil 
8834 
0,399020 

0,400417 
1200 
199} 
2781 
3507 

4351 
5134 
5910 
6097 
7470 

8204 

9031 

0,409807 

0,4105SI 

1354 

2127 
289H 
3007 
4435 
5202 

5908 
0732 
7495 
8257 
9018 

0,419777 

0,420535 

1292 

2047 

2801 

3554 
4300 
5050 
5S05 

(•■»••» 

0,427299 


807 
SOG 
S05 
S04 

S03 

SOI 
SOO 
799 
79  S 

79(5 

79« 
794 
793 
792 

;  791 

7S0 
7SS 
7S7 
7  SO 

7S4 

( 

i  7S3 

■  7S2 

7Sl 

779 

77S 

777 
770 
774 
773 

773 

771 
7(59 
7()S 
707 

700 

704 
703 
702 
7Ü1 

759 

75S 
757 
755 
754 

753 

752 
750 
749 
748 
7415 


4504- 
2250— 


D. 


1350-1- 
3150— 


0,427299 

S044 

8788 

0,429531 

0,430272 


745 
744 
743 
741 


1012 
1750 
2488 
3224 
3959 

4092 
5424 
0155 
08S4 
7012 

8339 

9004 

0,439788 

0,440510 

1231 

1951 
2070 
3387 
4103 

4818 

5531  I 
0243 
0954  1 
7003  i 
S371  ! 

9077 

0,4497s2 

0,450480 

1188 

I8b9 

2589 
3287 
3984 
4079 
5373 

0005 
0750 
7440 
8135 
8822 

0.459508 

0,460192 

0875 

1550 

2230 

0,402915 


740 

738 
73S 
730 
735 

733 

732 
731 
729 
72S 

727 

725 
724 
722 
721 

720 

719 
717 
716 
715 

713 

712 
711 
709 
70S 

706 

705 
704 
702 
701 

700 

698 
697 
095 
094 

092 

091 

090 

!  GS9 

CS7 

OSO 

0S4 
0S3 
GSl 
OSO 
079 


500-1- 
2300— 


D. 


13004- 
3100— 


0,402915 
3592 
4208 
4942 
5015 

0287 
0957 
7626 
8293 
8959 

0,409023 

0,470280 

0948 

1008 

2207 

2924 
3580 
4234 

4887 
5539 

0189 
0838 
7485 
8131 

8775 

0,479418 

O,4S0O59 

0099 

1337 

1974 

2009 
3243 
3870 
4507 
5136 

5764 
0391 
7010 
7040 
8202 

8883 

0,489502 

0,490120 

0736 

1351 

1904 
2575 
3185 
3794 
440] 
0,495007 


677 
076 
674 
073 

072 

670 
609 
007 
000 

004 

003 

602 

000 

i  059 

057 

050 
054 
(553 
052 

050 

040 
047 
040 
044 

(543 

041 
040 
03S 
037 

035 

034 
633 
031 
029 

028 

027 
025 
024 
022 

021 

010 
018 
016 
015 

013 

611 
610 
009 
007 
000 


550-}- 
2350— 


1250-f- 
3050— 


D. 


0,495007 
5611 
0214 
6815 
7415 

8013 

8610 

9205 

0,499799 

0,500391 

0981 
1570 
2158 
2744 
3328 

3911 
4492 
5072 
5051 
0228 

0803 
7377 
7949 
8520 
9089 

0,5()90:)6 

0,510222 

0786 

1349 

1910 

2470 
3028 
3585 
4140 
4693 

5245 
5795 
6344 
6891 
7437 

7981 

8523 

9064 

0,519603 

0,520141 

0677 
1211 
1744 
2275 
2805 
0,523333 


1200+ 
3000— 


004 
003 
001 
600 

598 

597 
595 
594 
502 

590 

'589 
588 
586 

584 

I 

j583 

•581 
i580 

579 

577 

575 

I  574 

1572 

1571 

509 

507 

|500 
,504 

I  503  f 
501  . 

500  ;| 

558 
557 
555 
553 

552 

550 
549 
547 
546 

544 


542 
541 
539 
538 

536 

534 
533 
531 
530 
528 


56» 


P.  A.  Hansen, 


Tafel  53.     Schluss. 


Sinus  der  Abweichung. 

Arg.  f  -^-ia  -^-Tj 


Arg. 


600-1- 
24(H»— 


D. 


OfO  li  0,523333 

0,1  -    3860 

0,2  I    43S5 

0,3  '    4908 

0,4  I    5430 


0,5  ;    5950 

0,6  6469 

0,7  69S6 

0,8  7501 

0,9  8015 

1.0  j  8527 

1.1  I  9037 

1.2  I  0,529546 

1.3  :  0,530053 

1.4  ;  0559 

1.5  '  1063 

1.6  ,  1566 

1.7  I  2067 

1.8  2566 

1.9  I  3063 

2.0  3559 

2.1  4053 

2.2  4546 

2.3  5037 

2.4  5527 

I 

I 

2.5  i:  6015 

2.6  :  6501 

2.7  i  6985 

2.8  I  7468 

2.9  i  7949 

3.0  8429 

3. 1  8907 

3.2  9383 

3.3  0,539858 

3.4  0,540331 

F 

3.5  0802 

3.6  1272 

3.7  1740 

3.8  2207 

3.9  :;  2672 

4.0  3135 

4.1  3596 

4.2  4056 

4.3  4514 

4.4  4971 

4.5  i  5426 

4.6  '  5879 

4.7  '  6331 

4.8  6781 

4.9  7229 
5,0  I  0,547676 


527 
525 
523 
522 

520 

519 
517 
515 
514 

512 

510 
500 
507 
50« 

504 

503 
501 
409 
497 


I  490 

j  404 

;193 

401 

400 

4SS 

480 
4S4 
4S3 

4SI 

480 

47S 
476 
475 
473 

471 

470 
46S 
467 
465 

463 

461 
460 
45S 
457 

455 

453 
452 
450 
44S 
447 


Arg. 


1150-H 
2950— 


65"-f 
2450— 


D. 


0,.=>47676 
8121 
8564 
9005 
9445 

0,549883 

0,550320 

0755 

1188 

1619 

2049 
2477 
2904 
3329 
3752 

4173 
4593 
5011 
5427 
5642 

0255 
6666 
7076 
74S4 
7890 

8294 
8697 
9008 
9497 
0,559895 

0,560291 
0685 
1077 
1468 
1857 

2244 
2630 
3014 
3397 
3777 


I 


445 
443 
441 
440 

438 

437 
435 
433 
431 

430 

428 
427 
425 
423 

421 

420 
41S 
416 
415 

413 

411 
410 
40S 
406 

404 

:  403 

[401 
j  390 
,  308 

■  306 

I 

'304 

302 

:  301 

'  380 

I 

I  387 

J3S6 
384 
3S3 
380 

!  370 


561 


4156 
4533 
4909 
5282 
5654 

6024 
6393 
6760 
7125 
7488 
0,567850 


377 
:  376 
i  373 
j372 

370 

360 
367 
365 
363 
362 


1100-h 
2900— 


70«>-|- 
2500— 


D. 


0,567S50 
8210 
8568 
8924 
9279 

9632 

0,569983 

0.570332 

0680 

1026 

1370 
1712 
2053 
2392 
2729 

3065 
3399 
3731 
4061 
4390 

4717 
5042 
5365 
5686 
6006 

6324 
6641 
6955 
7268 
7579 

7889 
8196 
8502 
8806 
9108 

9408 

0,579707 

0,580004 

0299 

0592 

0884 
1174 
1462 
1748 
2032 

2315 
2596 
2875 
3153 
3429 
0,583703 


I 


360 
35S 
356 

;  355 

1 

;  353 

1351 

{349 

348 

;346 

.  344 

:342 

■  341 

339 

337 

336 

334 
332 
330 

i  320 

327 

325 
323 
321 
320 

31S 

317 
314 
313 
311 

310 

307 
306 
304 
302 

300 

200 
207 
295 
203 

202 

200 
2S8 
286 
284 

283 

281 

!  270 
;278 
.  276 
i  274 


1050-}. 
2850— 


75"-|-  : 
255<»—  ' 


D. 


0,583703 
3975 
4245 
4513 
4780 

5045 
5308 
5569 
5829 
60S7 

6343 
6597 
6850 
7100 
7349 

7596 
7S42 

S085 
8327 
8567 

SS05 
9041 
9276 
9509 
9740 

0,589969 

0,590196 

0422 

0646 

0868 

1088 
1306 
1523 
1737 
1950 

2161 
2371 
2578 
2784 
2988 

3190 
3390 
3589 
3786 
3981 

4174 
4365 
4554 
4742 
4928 
0,595112 


272 
270 

:  268 
,267 

,205 

;263 
i  261 
I  260 
i258 

256 

254 
253 
250 
249 


247 


246 

243 

242 

I  240 
I 
238 

I  236 

!235 

I  233 

231 

229 

227 
220 
224 
222 

220 

218 
217 
214 
213 

211 

210 
207 
206 
204 

202 

202 
199 
197 
195 

193 

191 
189 
ISS 
186 
184 


1000-h 
2800— 


800-f 
2600— 


D. 


0,595112 
5294 
5475 
5653 
5830 

6005 
6178 
6349 
6519 

6687 

6853 
7017 
7179 
7339 
7498 

7655 
7810 
7963 
8115 
8264 

S412 
8558 
8702 
8<h44 
8985 

9123 
9260 
9395 
952S 
9659 

9789 

0,599916 

0,600042 

0166 

0288 

0408 
0527 
0644 
0759 
0872 

0983 
1092 
1200 
1305 
1409 

1511 
1611 
1709 
1806 
1901 
0,601904 


182 
181 
178 
177 

175 

173 

I  171 

170 

168 

106 

164 
102 
160 
159 

157 

155 
153 
152 
149 

148 

146 
144 
142 
141 

138 

137 
135 

133 
131 

130 

127 
;  126 
j  124 

122 

120 

I 

!  119 

117 

115 

113 


I 


111 

109 
108 
105 
104 

102 

100 
98 
97 
95 
93 


950H- 
2750— 


850-h 
2650— 


D. 


0,601994 
2085 
2174 
2261 
2347 

2430 
2512 
2592 
2670 
2746 


2S21  < 
2894' 
2965 
3034  i 
3101  I 

3166 
3230 
3291 
3351 
3409 

3465 
3519 
3571 
3622 
3671 

3718 
3763! 
3806! 
3S4S  ■ 
3887 

3925 
3961 
3995 
4027 
4057 

4085 
4112 
4137 
4160 
4181 

4201 
4218 
4234 
4248 
4260 

4270 
4278 
4284 
4289 
4292 
0,604293 


91 
S9 
87 
86 

S3 

S2 
SO 
75 
76 

75 

73 

71 
69 
67 

65 

64 
61 
60 
5S 

56 

54 
52 
51 
49 

47 

45  I 
43  I 
42 

39  : 

38  >; 

36 
34 
32 
30 

28 

27 
25 
23 
21 

20 

17 
16 
14 
12 

10 

8 
6 
5 
3 
1 


Ar|. 


4,1 

4,7 
4.« 

4.8 

4,4 
4,3 
4.1 

4,1 

4,# 

3,1 

3.8 
3,7 
3.S 

3,5 
3.4 
3.3 
3,2 
3.1 

3,« 
2.t 

2.9 
2.7 
2.S 

2,5 
2.4 

2,3 

2,1 
11 

2.0 

1,9 

1.9 
1,7 
1.6 

1,5 

1.4 
1.3 

1.1 
1.1 

I.O 
0.9 
0,8 
0,7 
0.8 

0,5 
0.4 
0,3 
0.2 
0,1 
0,0 
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0901 

0'  36" 

0f51 

30'  36" 

OfOOOl 

0';36 

0f0051 

18','36 

0,02 

1  12 

0,52 

31  12 

0,0002 

0,72 

0,0052 

18,72 

0,03 

1  48 

0,53 

31  48 

0,0003 

1,08 

0,0053 

19,08 

0,04 

2  24 

0,54 

32  24 

0,0004 

1,44 

0,0054 

19,44 

0,05 

3  0 

0,55 

33  0 

0,0005 

1,80 

0,0055 

19,80 

0,06 

3  36 

0,56 

33  36 

0,0006 

2,16 

0,0056 

20.16 

0,07 

4  12 

0,57 

34  12 

0,0007 

2,52 

0,0057 

20,52 

0,08 

4  48 

0,58 

34  48 

0,000*^ 

2,88 

0,0058 

20,88 

0,09 

5  24 

0,59 

35  24 

0,0009 

3,24 

0,0059 

21,24 

0,10 

6  0 

0,60 

36  0 

0,0010 

3,60 

0,0060 

21,60 

0,11 

6  36 

0,61 

36  36 

0,001 1 

3,96 

0,0061 

21,96 

0,12 

7  12 

0,62 

37  12 

0,0012 

4,32 

0,0662 

22,32 

0,13 

7  48 

0,63 

37  48 

0,0013 

4,68 

0,0063 

22,68 

0,14 

8  24 

0,64 

38  24 

0,0014 

5,04 

0,0064 

23,04 

0,15 

9  0 

0,65 

39  0 

0,0015 

5,40 

0,0065 

23,40 

0,16 

9  36 

0,66 

39  36 

0,0016 

5,76 

0,0066 

23,76 

0,17 

10  12 

0.67 

40  12 

0,0017 

6,12 

0,0067 

24,12 

0,18 

10  48 

0,68 

40  48 

0,0018 

6,48 

0,0068 

24,48 

0,19 

11  24 

0,69 

41  24 

0,0019 

6,84 

0,0069 

24,84 

0,20 

12  0 

0,70 

42  0 

0,0020 

7,20 

0,0070 

25,20 

0,21 

12  36 

0,71 

42  36 

0,0021 

7,56 

0,0071 

25,56 

0,22 

13  12 

0,72 

43  12 

0,0022 

7,92 

0,0072 

25,92 

0,23 

13  4S 

0,73 

43  48 

0,0023 

8,28 

0,0073 

26,28 

0,24 

14  24 

0,74 

44  24 

0,0024 

8,64 

0,0074 

26,64 

0,25 

15  0 

0,75 

45  0 

0,0025 

9,00 

0,0075 

27,00 

0,26 

15  36 

0,76 

45  36 

0,0026 

9,36 

0,0076 

27,36 

0,27 

16  12 

0,77 

46  12 

0,0027 

9,72 

0,0077 

27,72 

0,28 

16  48 

0,78 

46  48 

0,0028 

10,08 

0,0078 

28,08 

0,29 

17  24 

0,79 

47  24 

0,0029 

10,44 

0,0079 

28,44 

0,30 

18  0 

0,80 

48  0 

0,0030 

10,80 

0,0080 

28,80 

0,31 

Ih  36 

0,81 

48  36 

0,0031 

11.16 

0,0081 

29,16 

0,32 

19  12 

0,82 

49  12 

0,0032 

11,52 

0,0082 

29,52 

0,33 

19  4S 

0,83 

49  48 

0,0033 

11,88 

0,0083 

29,88 

0.34 

20  24 

0,84 

50  24 

0,0034 

12,24 

0,0084 

30,24 

0,35 

21   0 

0,85 

51   0 

0,0035 

12,60 

0,0085 

30,60 

0,36 

21  36 

0,86 

51  36 

0,0036 

12,96 

0,0086 

30,96 

0,37 

22  12 

0,87 

52  12 

0,0037 

13,32 

0,00S7 

31,32 

0,38 

22  48 

0,88 

52  48 

0,0038 

13,68 

0,0088 

31,68 

0,39 

23  24 

0,89 

53  24 

0,0039 

14,04 

0,0089 

32,04 

0,40 

24  0 

0,90 

54  0 

0,0040 

14,40 

0,0090 

32,40 

0.41 

24  36 

0,91 

54  36 

0,0041 

14,76 

0,0091 

32,76 

0,42 

25  12 

0,92 

55  12 

0,0042 

15,12 

0,0092 

33,12 

0,43 

25  48 

0,93 

55  48 

0,0043 

15,48 

0,0093 

33,48 

0,44 

26  24 

0,94 

56  24 

0,0044 

15,84 

0,0094 

33,84 

0,45 

27  0 

0,95 

57  0 

0,0045 

16,20 

0,0095 

34,20 

0,46 

27  36 

0,96 

57  36 

0,0046 

16,56 

0,0096 

34,56 

0,47 

28  12 

0,97 

58  12 

0,0047 

16,92 

0,0097 

34,92 

0,48 

28  48 

0,98 

58  48 

0,0048 

17,28 

0,0098 

35,28 

0,49 

29  24 

0,99 

59  24 

0,0049 

17,64 

0,0099 

35,64 

0,50 

30  0 

1,00 

60  0 

0,0050 

18,00 

0,0100 

36,00 
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Der  Hauptzweck  dieser  Abhandlung  ist  die  Anwendung  der  Me- 
thode der  kleinsten  Quadrate  auf  die  Geodäsie,  oder  die  Ausgleichung 
der  Winkel  eines  Dreiecksnetzes,  auf  die  Art  darzulegen,  die  mir  die  ge- 
eignetste zu  sein  scheint.  Zwar  hat  Gauss  schon  einen  speciellen  Fall 
dieser  Anwendung  in  einer  Abhandlung,  die  in  Bezug  auf  die  Sache 
selbst  die  erste  war,  niedergelegt"^,  während  Bessel  fast  gleichzeitig 
seine  Auflösung  derselben  Au%abe  veröffentlichen  liess  "**).  Später  hat 
Bessel  seine  Auflösung  der  allgemeineren  Aufgabe  veröffentlicht  ^^'^), 
und  ich  habe  fast  gleichzeitig  eine  wesentlich  davon  verschiedene  Auf- 
lösung einer  noch  allgemeineren  Aufgabe,  aber  kurz  gefasst,  und  gleich- 
sam nur  im  Scelet  gegeben  f ). 

Es  ist  namentlich  diese  letztgenannte  Auflösung ,  die  ich  voll- 
ständig ausgearbeitet  in  der  gegenwärtigen  Abhandlung  niedergelegt 
habe,  und  die  sich  von  der  Bessel' sehen  vielfach,  unter  andern  dadurch 
unterscheidet,  dass  ich  die  unbestimmten  Auflösungen  von  Systemen  von 
linearischen  Gleichungen,  die  Bessel  verlangt,  vollständig  vermieden  habe ; 
ich  bin  anzunehmen  geneigt,  dass  durch  mein  Verfahren  eine  grössere  Kürze 
der  auszuführenden  Rechnungen  erlangt  wird.  Auch  habe  ich  nicht  nur 
die  Vorschriften  zur  Berechnung  der  Gewichte  beliebiger  Functionen  der 


*)  Gauss,  Supplementum  tbeoriae  combinationis  observationum  erroribu«  roi- 
nimis  obnoxiae.    Gottingae  4  828. 

♦*)   Schum.  A.  N.  B.  VI.  No.  HT 

^*j  Bessel  und  Baeyer,  Gradmessung  in  Ostpreussen  und  ihre  Verbindung  mit 
Preussischen  und  Russischen  Dreiecksketten.  Berlin  4838. 
f)  Schum.  A.  N.  B.  XVI.  No.  361. 
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UnbekannteD,  die  bei  Bessel  fehlen,  vollständig  entwickelt,  sondern  auch 
gezeigt,  wie  verfahren  werden  muss,  wenn  mehr  wie  Eine  Grundlinie 
gemessen  worden  ist,  oder  wenn  man  das  auszugleichende  Dreiecksnetz 
an  ein  anderes,  nebenliegendes,  schon  ausgeglichenes  anschliessen  v^ll. 

Bei  der  Ausgleichung  eines  grossen,  aus  vielen  Dreiecken  be- 
stehenden Netzes  ist  es  von  Wichtigkeit,  die  anzuwendenden  allgemeinen 
Formeln  in  solcher  Darstellung  und  Aufeinanderfolge  vor  sich  zu  haben, 
dass  man  nie  die  vollständige  Uebersicht  verlieren  kann,  denn  wenn 
dieser  Umstand  eintreten  sollte,  so  ist  er  nur  durch  Verlust  an  Zeit  und 
Arbeit  zu  heben.  Aus  diesem  Grunde  habe  ich  mich  schon  im  Laufe 
der  Ableitungen  und  während  der  Ausführung  eines  Beispiels  bemüht, 
die  Erklärungen  möglichst  vollständig  zu  geben,  und  schliesslich  habe 
ich  aus  demselben  Grunde  noch  eine  Recapitulation  aller  Vorschriften 
und  Formeln  gegeben ,  die  wohl  ausserdem  überflüssig  gewesen  wäre, 
von  welcher  mir  aber  schien,  dass  sie  die  Uebersichtlichkeit  fördern 
möchte. 

Wenn  gleich  die  Anwendung  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
anf  die  Geodäsie  den  Hauptgrund  zur  Abfassung  dieser  Abhandlung 
bildete,  so  wollte  ich  doch  nicht  unterlassen  diese  Methode  auch  in  ihrer 
Allgemeinheit,  und  in  der  ganzen  Ausdehnung,  die  sie  gegenwärtig  be- 
sitzt, zu  entwickeln ,  und  dabei  einen  Weg  zu  verfolgen ,  den  ich  schon 
seit  vielen  Jahren  überlegt  habe.  Gewöhnlich  geht  man  bei  der  Ablei- 
tung dieser  Methode  im  Allgemeinen  von  den  allgemeinen  Principien  der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung  aus,  aber  es  zeigt  sich  immer  im  Laufe  der 
Entwickelungen ,  dass  man  damit  nicht  vollständig  ausreicht ,  sondern 
immer  in  grösserem  oder  geringerem  Maasse  den  Satz  zu  Hülfe  nehmen 
muss ,  dass  bei  der  Bestimmung  Einer  Unbekannten  aus  einer  Anzahl 
von  gleich  guten  Beobachtungen  das  arithmetische  Mittel  aus  diesen  der 
wahrscheinlichste  Werth  der  Unbekannten  sei.  Da  dieses  sich  so  ver- 
hält, so  nahm  ich  mir  vor  diesen  Satz  als  Axiom  an  die  Spitze  der  Ab- 
leitungen zu  stellen,  und  aus  demselben  das  Verfahren  abzuleiten,  wel- 
ches zu  befolgen  ist ,  wenn  die  Werlhe  mehrerer  Unbekannten  aus  Be- 
obachtungen von  ungleicher  Genauigkeit  zu  bestimmen  sind,  und  die 
Zahl  dieser  Beobachtungen  grösser  ist  wie  die  der  Unbekannten.  Ich 
wurde,  wie  sich  voraussehen  liess,  auf  diese  Weise  auf  die  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  hingefiihrt.  Der  Satz,  welcher  hiedurch  bewiesen 
worden  ist,  lässt  sich  streng  genoomien  wie  folgt  aussprechen : 
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i»Mit  demselben  Recht,  mit  welchem  man  im  ersteren,  einfachsten 
Falle  das  arithmetische  Mittel  aus  den  Beobachtungen  als  den  wahr- 
scheinlichsten Werth  der  einzigen  Unbekannten  ansieht,  muss  man  im 
anderen,  allgemeinen  Falle  diejenigen  Werthe  der  Unbekannten  als  die 
wahrscheinlichsten  Werthe  derselben  betrachten ,  durch  welche  bewirkt 
wird,  dass  die  Summe  der  mit  ihren  bez.  Gewichten  multiplicirten 
Quadrate  der  übrig  bleibenden  Fehler  ein  Minimum  wird.« 

Ich  glaube,  dass  in  Bezug  auf  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
dieser  Satz  an  der  Grenze  der  streng  beweisbaren  Sätze  liegt. 

Während  bei  der  Ableitung  dieses  Satzes  sich  für  den  Begriff  des 
Gewichts  einer  Beobachtung  oder  eines  Resultats  aus  Beobachtungen 
eine  einfache  und  sachgemässe  Erklärung  darbietet,  bleibt  es  ohne  Wei- 
teres unmöglich,  die  Relation  zwischen  den  Gewichten  und  den  relativen 
Genauigkeiten  zweier  oder  mehrerer  Beobachtungen  festzustellen.  Hiezu 
musste  ich  zwei  bekannte  Sätze  aus  den  Elementen  der  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung verwenden  und  mit  dem  obigen  Axiom  verbinden.  Das 
Resultat,  welches  unter  andern  hieraus  hervorging,  ist  das  bekannte, 
nemlich  dass  die  Gewichte  den  Quadraten  der  Genauigkeiten  proportional 
sind.  Es  brauchten  diese  Untersuchungen  wieder  nur  in  der  Annahme 
Einer  Unbekannten  ausgeführt  zu  werden,  da  die  Folgerungen,  die  dar- 
aus entsprangen ,  ohne  Weiteres  auf  eine  beliebige  Anzahl  von  Unbe- 
kannten ausgedehnt  werden  konnten.  Aus  diesem  Grunde  wurden  sie 
vor  der  vollständigen  Ableitung  des  oben  angeführten  Satzes  dem  Texte 
einverleibt. 

Die  Abhandlung  behandelt  der  Reihe  nach  die  folgenden  Themata : 
§.  1.  Ermittelung  des  wahrscheinlichsten  Werthes  Einer  Unbekannten 

aus  Beobachtungen.   Art.  i — 17. 
§•  2.  Ausdehnung  des  Vorhergehenden  auf  den  Fall,  in  welchem  die 

Werthe  mehrerer  unabhängiger  Unbekannten  durch  Beobachtungen 

zu  bestimmen  sind.   Art.  18 — 27. 
§.  3.  Ausdehnung  der  bisher  behandelten  Aufgabe  auf  den  Fall,  in 

welchem  die  Unbekannten  nicht]  von  einander  unabhängig  sind. 

Art.  28—63. 
§.  4.  Anwendung  der  eben  gelösten  Aufgabe  auf  die  Geodäsie,  unter 

der  Bedingung,  dass  nur  Eine  Grundlinie  gemessen  worden  ist. 

a)  Erstes  Verfahren.    Art.  64—107. 

b)  Zweites  Verfahren.   Art.  108—118. 
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§.  5.  Aasdehnung  des  im  Vorhergehenden  entwickelten  Verfahrens  auf 
den  Fall,  in  welchem  mehr  wie  Eine  Grundlinie  gemessen  worden 
ist,  oder  man  das  Dreiecksnetz  an  ein  benachbartes  anschliessen 
will.   Art.  119—132. 

§.  6.  Recapitulation  der  zur  Ausgleichung  eines  Dreiecksnetzes  erfor- 
derlichen Vorschriften  und  Formeln.   Art.  133 — 148. 

§.  7.  Berechnung  der  mittleren  Fehler  der  durch  das  vorhergehende 
Verfahren  erhaltenen  Resultate.   Art.  149 — 152. 

§.  8.  Nachtrag  zu  der  »Geodätische  Untersuchungen«  betitelten  Abhand- 
lung.  Art.  153—156. 


§.  1 .  Brauttelug  dies  wahrsckeinliclisteB  Werthes  Einer  lldbekuuitei 

ais  Beobacktugen. 

« 

1. 
Grundsatz. 

9  Wenn  für  die  unmittelbare  Bestimmung  einer  unbekannten  Grösse 
mehrere  von  einander  unabhängige  Beobachtungen  voiiianden  sind »  die 
alle  unter  gleichen  Umständen  und  mit  gleicher  Sorgfalt  angestellt  wor- 
den sind,  so  ist  der  aus  diesen  Beobachtungen  hervorgehende  wahr^ 
scheinlichste  Werth  der  Unbekannten  das  arithmetische  Mittel  aus  allen 
diesen  Beobachtungen.« 

Man  kann  diesen  Satz  zwar  nicht  vollständig  beweisen ,  aber  es 
lässt  sich  vieles  anführen,  welches  dafür  spricht,  dass  er  in  der  Natur 
der  Sache  begründet  ist.  Es  kann  strenge  genommen  nur  bewiesen 
werden,  dass  man  bei  der  Anwendung  dieses  Satzes  durch  die  Ver- 
mehrung der  Anzahl  der  Beobachtungen  sich  immer  mehr  und  mehr 
dem  wahren  Werthe  der  Unbekannten  nähert.  Beobachtungen ,  die 
unter  gleichen  Umständen  und  mit  gleicher  Sorgfalt  angestellt  worden 
sind,  müssen  nothwendig  als  mit  gleicher  Genauigkeit  begabt  angesehen 
werden,  und  es  muss  daher  gewiss  das  aus  denselben  hervorgehende 
wahrscheinlichste  Resultat  wenigstens  eine  symmetrische  Function  von 
allen  durch  die  Beobachtungen  erhaltenen  Werthen  sein.  Die  Summe 
aller  dieser  Werthe  ist  aber  die  einfachste  symmetrische  Function  der- 
selben, die  man  sich  denken  kann.  Wenn  nun  die  Unbekannte  o;  ge- 
nannt wird,   und  m  Beobachtungen   nach   und   nach  n,  n\  n\  etc. 
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für  X  gegeben  haben,  so  dass  aus  denselben  nach  und  nach  hervor- 
gegangen ist, 

X  ^  n 

X  ^  n 


X  =i  n  etc. 


dann  wird 


und  hieraus 


u 


mx  :=  n+n  +n  +  etc. 


^^  ii+n'+n"+ elc. 


m 

das  ist,  X  wird  gleich  dem  arithmetischen  Mittel  aus  allen  Beobachtungen. 
Betrachten  wir  nun  die  Beschaffenheit  des  Fehlers,  den  wir  be- 
gehen indem  wir  x  durch  die  vorstehende  Gleichung  bestimmen.  Seien 
der  wahre  Werth  der  Unbekannten  w,  und  die  wahren  Fehler  der 
Beobachtungen  e,  ^,  e",  etc.,  so  dass 

«  =r  w+e,     fi  =  w+e,     n  =  o^+ß",     etc. 

wird,  dann  wird  der  Ausdruck  des  arithmetischen  Mittels 

.    «+«'+«"+  etc. 
:P  a=  ff?  -f. 

fü 

Vorausgesetzt  nun,  dass  kein  Grund  vorhanden  ist  um  anzunehmen, 
dass  gleiche  positive  und  negative  Fehler  verschiedene  Wahrscheinlich- 
keiten haben,  muss  die  Summe  e  +  e+e''+  etc.  sich  um  desto  mehr 
dem  Werthe  Null  nähern,  je  mehr  Beobachtungen  vorhanden  sind.  Denn 
je  öfterer  die  Beobachtungen  wiederholt  werden ,  mit  desto  grosserem 
Rechte  darf  man  erwarten ,  dass  alle  möglichen  Fälle  in  gleicher  Anzahl 
vorgekommen  sind,  gleichwie  man  mit  einem  symmetrisch  gearbeiteten 
homogenen  Würfel  um  so  mehr  jede  Zahl  gleich  viele  Mal  geworfen 
haben  muss,  je  grosser  die  Anzahl  der  Würfe  ist.  Aber  unter  der  obigen 
Voraussetzung ,  dass  positive  und  negative  Beobachtungsfehler  gleiche 
Wahrscheinlichkeit  haben,  wird  bei  wachsendem  m  die  Zahl  und  die 
Grosse  der  positiven  Werthe  von  e  sich  der  Zahl  und  der  Grosse  x  der 
negativen  ß  unbegrenzt  nähern,  also  schliesslich  die  Summe  6+^'+e''+  etc. 
Null  werden ,  wie  obett  behauptet  wurde.  Aus  mehrerem  Gmiide  muss 
daher  bei  wachsendem  m  die  Function 

e+e'+f"+  etc. 
m 

anmerklich  werden,  und  der  Werth  x  ^s^  w  aus  dem  arithmetischen 
Mittel  hervorgehen. 
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2. 

Indem  wir  nun  immer  das  arithmetische  Mitlei  aus  gleich  guten 
Beobachtungen  als  den  wahrscheinlichsten  Werth  der  Unbekannten  an- 
sehen, nehmen  wir  zugleich  an,  dass  die  Beobachtungsfehler  bez. 

n+n'+n"+ etc. 


n  — 
n'— 


m 

n+n'+n"-^  etc. 

m 


»       n-^n'+n''-^  etc. 

fl  —  

m 

u.  s.  w.  seien.    Aber  es  ist  immer 

und  wir  erfüllen  also,  indem  wir  das  arithmetische  Mittel  aus  den  Be* 
obachtungen  als  den  wahrscheinlichsten  Werth  der  Unbekannten  an- 
sehen, wie  auch  die  Anzahl  der  Beobachtungen  beschaffen  sei ,  die  Be- 
dingung, die  strenge  genommen  stattßndet,  wenn  die  Anzahl  der  Beob- 
achtungen unendlich  gross  ist.  Wir  nSihern  uns  also  gewiss  durch 
Vergrösserung  der  Anzahl  der  Beobachtungen  dem  wahren  Werthe  der 
Unbekannten,  und  dieses  ist  in  der  That  alles  was  wir  thun  können,  da 
die  wahren  Beobachtungsfehler  uns  stets  unbekannt  bleiben  werden. 

3. 

Im  vor.  Art.  ist  schon  eine  Relation  abgeleitet  worden,  die  zwischen 
den  übrig  bleibenden  Fehlern  stattfindet^  wenn  man  das  arithmetische 
Mittel  aus  allen  Beobachtungen  als  den  wahrscheinlichsten  Werth  der 
Unbekannten  betrachtet,  aber^es  besteht  zwischen  diesen  Fehlem  noch 
eine  merkwürdige  Relation,  die  in  dem  folgenden  Satze  enthalten  ist. 

»Wenn  man  das  arithmetische  Mittel  aus  allen  Beobachtungen  als 
den  wahrscheinlichsten  Werth  der  Unbekannten  betrachtet,  so  bewirkt 
man  dadurch ,  dass  die  Summe  der  Quadrate  der  übrig  bleibenden  Feh- 
ler ein  Minimum  wird.« 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen ,  bemerke  ich ,  dass  man  die  übrig 
bleibenden  Fehler  durch  oc — n,  x — « ,  x — n\  etc.  ausdrücken  kann,  und 
der  Satz  verlangt  demzufolge,  dass 

{x — n)^  -+-  {x — nf  -+-  {x — ny  +  etc.  =  Minimum 
sei.    Es  ist  an  sich  klar,  dass  diese  Function  kein  Maximum  haben  kann, 
denn  lässt  man  x  unbestimmt  (positiv  oder  negativ)  wachsen,  so  nähert 
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sich  der  Werth  derselben  immer  mehr  und  mehr  dem  unendhch  Grossen. 
Die  bekannte  Bedingung  des  Minimums  giebt  nun  hier 

{x — n)  +  {x — n)  +  {x — n)  +  etc.  =  0 

woraus 

_  n-hn'-hn'^'h  etc. 


m 

folgt.   W.  z.  b.  w. 


Es  ist  im  Vorhergehenden  angenommen  worden ,  dass  gleiche  po- 
sitive und  negative  Fehler  gleich  wahrscheinlich  seien,  wir  wollen  aber 
jetzt  annehmen ,  dass  dieses  nicht  der  Fall  sei ,  und  die  Folgen  unter- 
suchen, die  dieser  Umstand  auf  die  Bestimmung  der  Unbekannten  aus- 
übt. Im  jetzt  zu  betrachtenden  Falle  wird  sich  die  Summe  e+e'+e'+  etc. 
bei  stets  wachsender  Anzahl  von  Beobachtungen  nicht  der  Null,  sondern 
einer  gewissen  positiven  oder  negativen  Grösse  nähern ,  die  ich  mit  mk 
bezeichnen  will,  woraus  folgt,  dass  der  positive  (oder  bez.  negative) 
Fehler  e+k  mit  dem  negativen  (oder  bez.  positiven)  Fehler  e  gleiche 
Wahrscheinlichkeit  hat.  Aus  einer  stets  wachsenden  Anzahl  von  Beob- 
achtungen wird  man  nun,  wenn  man  wie  vorher  das  arithmetische 
Mittel  aus  denselben  zur  Bestimmung  von  x  anwendet,  schliesslich 

X  =  w  +  k 

statt  des  wahren  Werthes  x  =iw  erhalten.  Man  kann  nun  nie  durch  ir- 
gend ein  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  entlehntes  Princip  k  von  w 
trennen ,  sondern  muss  dafUr  andere  Mittel  in  Anspruch  nehmen ,  und 
diese  können  in  nichts  anderem  bestehen,  als  in  sorgfältiger  Ausarbei- 
tung und  Anwendung  der  bei  der  Lösung  der  Aufgabe  anderweitig  in 
Betracht  kommenden  Theorien.  Wenn  sowohl  die  Theorie,  zufolge 
welcher  x  sich  aus  den  angestellten  Beobachtungen  ergiebt,  als  die 
Theorie  des  zur  Beobachtung  angewandten  Instruments  vollständig  be- 
kannt sind,  und  richtig  angewandt  werden,  so  können  nie  gleiche  positive 
und  negative  Fehler  verschiedene  Wahrscheinlichkeiten  haben ,  und  es 
muss  aus  diesem  Grunde  fc  =  0  werden.  Wenn  aber  im  Gegentheil 
diese  Theorien,  oder  nur  Eine  derselben  mangelhaft  ist,  oder  unzweck- 
mässig angewandt  wird ,  dann  ist  es  nachher  unmöglich  den  constanten 
Fehler  k  aus  dem  Resultat  der  Beobachtungen  zu  entfernen.   Aus  diesen 
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GrttDden  wird  im  Verlaufe  dieser  Abhandlung  stets  stillschweigend  an- 
genommen werden,  dass  fc  ss  0  ist. 

5. 

Ich  nehme  jetzt  an ,  dass  der  Werth  x  =  N  das  nach  dem  Vorher- 
gehenden aus  m  Beobachtungen  genommene  arithmetische  Mittel  sei. 
Man  habe  ferner,  nachdem  dieses  Resultat  schon  berechnet  worden  ist, 
zur  Bestimmung  derselben  Unhekannten  x  eine  Reihe  von  m  anderen, 
von  jenen  unabhängigen,  Beobachtungen  angestellt,  die  einzeln  für  eben 
so  genau  wie  jene  gehalten  werden  müssen ,  und  daraus  auf  dieselbe 
Weise  x  =  N'  erhalten ,  später  habe  man  noch  m"  andere  gleich  gute 
Beobachtungen,  und  daraus  x  =  N"  erhalten,  u.  s.  w.  Wenn  man  hier- 
auf aus  allen  diesen  Beobachtungen  den  wahrscheinlichsten  Werth  von 
X  berechnen  will,  so  ist  es  von  selbst  klar,  dass  die  Gruppirungen ,  die 
vorher  gemacht  worden  sind,  keinen  EinQuss  auf  das  neue  Resultat 
haben  dürfen,  und  dass  man  jetzt  wie  vorher,  ehe  die  m\  rn,  etc.  Be- 
obachtungen angestellt  worden  waren,  aus  allen  nun  vorhandenen  Be- 
obachtungen das  arithmetische  Mittel  nehmen  muss.  Da  tnN  die  Summe 
der  ersten ,  m'N'  die  Summe  der  zweiten ,  tnN"  die  Summe  der  dritten 
Gruppe  von  Beobachtungen  ist,  u.  s.  w.,  so  hat  jetzt  das  arithmetische 
Mittel  aus  allen  Beobachtungen,  oder  mit  anderen  Worten  der  wahr- 
scheinlichste Werth  der  Unbekannten 

zum  Ausdruck.  Wenn  wir  nun  annehmen,  dass  der  Werth  von  x  zssN 
das  Resultat  einer  einzigen  Beobachtung  von  solcher  Beschafifenheit 
wäre,  dass  man  sie  für  eben  so  genau  halten  müsste,  wie  das  arith- 
metische Mittel  aus  m  solcher  Beobachtungen,  aus  denen  die  anderen 
Gruppen  bestehen,  so  ist  an  sich  klar,  dass  der  wahrscheinlichste  Werth 
von  X  immer  noch  derselbe  bleibt,  den  der  Ausdruck  (1)  giebt,  und  da 
wir  denselben  Schluss  auf  alle  übrigen  Gruppen  N\  N\  etc.  von  Be- 
obachtungen ausdehnen  können,  so  ergiebt  sich,  dass  der  Ausdruck  (1) 
immer  noch  der  wahrscheinlichste  Werth  von  x  ist,  wenn  iV,  N\  N\  etc. 
einzelne  Beobachtungen  von  der  Beschaffenheit  sind,  dass  man  die  Be- 
obachtung, welche  iV  gegeben  hat,  für  eben  so  genau  halten  muss,  wie 
das  arithmetische  Mittel  aus  m,  die  welche  N'  gegeben  hat,  für  eben  so 
genau  wie  das  arithmetische  Mittel  aus  m\  die  welche  iV"  gegeben  hat. 
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für  eben  so  genau  wie  das  arithmetische  Mittel  aus  m  u.  s.  w.  anderen 
Beobachtungen,  denen  allen  irgend  eine  und  dieselbe  Genauigkeit  bei- 
gelegt werden  muss.  Wenn  man  daher  unter  der  Bezeichnung  des  Ge«^ 
wichts  irgend  einer  Beobachtung  oder  eines  Resultats  aus  Beobach*- 
tungen  die  Anzahl  von  Beobachtungen  von  der  Genauigkeit  =s  1  ver- 
steht, deren  arithmetisches  Mittel  für  eben  so  genau  gehalten  werden 
muss,  wie  diese  Beobachtung  oder  dieses  Resultat  aus  Beobachtungen, 
so  können  wir  den  Ausdruck  (1)  in  folgenden  Satz  einkleiden: 

»Wenn  man  für  die  Bestimmung  einer  Unbekannten  mehrere  Be- 
obachtungen angestellt  hat,  die  so  beschaffen  sind,  dass  man  ihnen  bez. 
die  Gewichte  m,  m',  m\  etc.  beilegen  muss,  so  erhalt  man  den  wahr- 
scheinlichsten Werth  dieser  Unbekannten ,  wenn  man  das  Resultat  einer 
jeden  Beobachtung  mit  seinem  Gewicht  multiplicirt,  diese  Produkte  ad- 
dirt  und  mit  der  Summe  aller  Gewichte  dividirt.« 

Es  folgt  femer  aus  den  obigen  Betrachtungen  der  Satz  : 
»Das  Gevricht  dieser  Bestimmung  der  Unbekannten  ist  der  Summe 
der  Gewichte  aller  dazu  zugezogenen  Beobachtungen  gleich.« 

6. 

Aus  den  Betrachtungen  des  vor.  Art.  können  wir  ausserdem  noch 
die  folgenden  Folgerungen  ziehen. 

Das  Gewicht  irgend  einer  Beobachtung  oder  eines  Resultats  aus 
Beobachtungen  ist  immer  relativ  zu  verstehen,  indem  immer  die  Ge- 
nauigkeit oder  das  Gewicht  irgend  einer  bestimmten  Gattung  von  Beob- 
achtungen SS  1  gesetzt  werden  muss. 

Die  obige  Ableitung  des  Begriffs  des  Gewichts  beschrankt  sich» 
strenge  genommen,  nur  auf  die  Falle,  wo  die  Gewichte  ganze  Zahlen 
sind ,  allein  es  ist  sehr  leicht  den  Begriff  des  Gewichts  auch  auf  gebro- 
chene oder  irrationale  Zahlen  auszudehnen.  Denn  wenn  man  durch  ge- 
eignete Mittel  in  Erfahrung  gebracht  hat,  dass  irgend  eine  Beobachtung 
für  genauer  gehalten  werden  muss  wie  das  arithmetische  Mittel  aus  m, 
hingegen  für  weniger  genau  wie  das  arithmetische  Mittel  aus  m-i-1 
Beobachtungen  der  Gattung  deren  Gewicht  =  1  gesetzt  wird,  so  ist  es 
klar,  dass  das  Gewicht  dieser  Beobachtung  nur  gleich  m  plus  einem 
Bruchtheil  der  Einheit  sein  kann,  und  nichts  hindert  uns  in  solchen 
Fallen  das  Gewacht  dieser  Beobachtung  demgemass  anzunehmen ,  wenn 
nur  Mittel  vorhanden  sind  den  Bruchtheil  zu  bestimmen.    Ans  demselben 
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Grunde  sind  wir  eben  so  wenig  gehindert ,  das  Gewicht  einer  Beobach- 
tung, die  fur  weniger  genau  gehalten  werden  muss  wie  eine  Beobach- 
tung der  Gattung,  deren  Gewicht  ==  1  gesetzt  worden  ist,  durch  einen 
achten  Bruch  auszudrücken. 

Endlich  bedingt  der  oben  festgesetzte  Begriff  des  Gewichts  noth- 
wendig  eine  positive  Zahl ,  und  ein  negatives  Gewicht  kann  keinen  Sino 
haben. 

7. 

Es  ist  hiebei  noch  das  Folgende  zu  bemerken.  Da  die  Genauigkeit 
der  verschiedenen  Beobachtungen  von  der  ungenauesten  an,  deren  Ge- 
wicht SS  0  angenommen,  oder  die  als  verfehlt  betrachtet  und  verworfen 
werden  mu^s,  bis  zur  genauesten  durch  unendlich  kleine  Abstufungen 
wachst,  so  lasst  sich  gewiss  immer  eine  Gattung  von  Beobachtungen 
denken,  in  Bezug  auf  welche  das  Gewicht  irgend  einer  beliebigen  an- 
deren Beobachtung  durch  eine  ganze  Zahl  ausgedrückt  werden  kann. 
Verändert  man  hierauf  die  Gattung  von  Beobachtungen,  deren  Gewicht 
der  Einheit  gleich  gesetzt  worden  ist ,  so  kann  man  dadurch  schon  auf 
Gewichte  kommen,  die  nicht  mehr  durch  ganze  Zahlen  ausgedrückt  wer- 
den können.  Um  dieses  deutlicher  zu  machen,  will  ich  annehmen ,  man 
habe  verschiedene  Beobachtungen,  denen  zufolge  der  Wahl  der  Gattung 
von  Beobachtungen,  deren  Gewicht  =  1  gesetzt  worden  ist,  die  Ge- 
wichte 2,  3,  i,  etc.  beigelegt  werden  müssen ,  ändert  man  hierauf  jene 
Gattung  von  Beobachtungen,  die  zur  Einheit  des  Gewichts  dienen,  und 
wählt  dafür  eine  andere,  z.  B.  eine  solche  deren  Gewicht  das  DreifSache 
jenes  ist,  dann  sind  die  Gewichte  der  übrigen  Beobachtunjgen  schon 
nicht  durchaus  mehr  ganze  Zahlen,  sondern  gehen  in  die  folgenden  über, 
h  ^^  h  ^^'  M^^  ^i^ht  hieraus  wie  die  obige  Definition  des  Gewichts 
auch  schon  ohne  die  Betrachtungen  des  vor.  Art.  zu  Hülfe  zu  ziehen, 
aufgebrochene  Zahlen  JfUhren  kann. 

8. 

Die  Relation,  die  wir  im  Art.  5  zwischen  dem  Gewicht  einer  Be- 
obachtung und  dem  Gewicht  des  arithmetischen  Mittels  aus  einer  ge- 
wissen Anzahl  gleich  guter  Beobachtungen  aufgestellt  haben ,  führt  uns 
auf  die  Aufgabe  zu  bestimmen :  wie  gross  denn  eigentlich  die  Genauig- 
keit des  arithmetischen  Mittels  aus  einer  gewissen  Anzahl  gleich  guter 


13]  VON  DEE  MbTHODB  DER  KLEINSTEN  QuADRATE  etC.  583 

Beobachtungen  in  Bezug  auf  die  Genauigkeit  einer  jeden  einzelnen  dieser 
Beobachtungen  sei? 

Die  Lösung  dieser  Aufgabe  föllt  der  Wahrscheinhchkeitsrechnung 
anheim ,  wenn  wir  erst  festgesetzt  haben  werden ,  was  unter  relativer 
Genauigkeit  verstanden  werden  muss. 

»Wenn  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  der  Fehler  irgend  einer  Be- 
obachtung oder  irgend  eines  Resultats  aus  Beobachtungen  zwischen  den 
Grenzen  —  c  und  +  c  liegt,  der  Wahrscheinlichkeit  gleich  ist,  dass  der 
Fehler  irgend  einer  anderen  Beobachtung  oder  irgend  eines  anderen  Re- 
sultats aus  Beobachtungen  zwischen  den  Grenzen  —  c  und  +  c  liegt, 
so  verhält  sich  die  Genauigkeit  des  ersten  Resultats  zu  der  des  zweiten 
wie  c  zu  c.« 

Vermittelst  dieser  Definition,  die  die  einfachste  und  sachgemSsseste 
ist,  die  man  von  dem  Begriff  der  relativen  Genauigkeit  einer  Beobach- 
tung oder  eines  Resultats  aus  Beobachtungen  aufstellen  kann,  wird  es 
leicht  sein  das  Yerhältniss  der  Genauigkeit  einer  einzelnen  Beobachtung 
zu  der  des  arithmetischen  Mittels  aus  irgend  einer  Anzalil  fUr  gleich  gut 
zu  haltenden  Beobachtungen  zu  bestimmen,  wenn  wir  von  dem  Gesichls- 
ponkt  ausgehen,  dass  das  arithmetische  Mittel  überhaupt  der  wahrschein- 
lichste Werth  der  aus  diesen  Beobachtungen  zu  bestimmenden  Unbe- 
kannten ist. 

9. 

Sei  für  irgend  eine  bestimmte  Gattung  von  Beobachtungen  die  Wahr- 
scheinlichkeit des  Fehlers  J  durch  ^>J,  wo  ^>  ein  Functionszeichen  ist, 
ausgedrückt,  dann  wird,  wenn  wir  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  der  Feh- 
ler ii^end  einer  Beobachtung  dieser  Gattung  innerhalb  der  Grenzen  +  c 
h^t,  mit  VD  bezeichnen ,  hjo  gleich  der  Summe  der  Wahrscheinlichkeiten 
aller  Fehler  von  —  c  bis  +  c,  und  da  die  Beobachtnngsfehler  durch  un- 
endlich kleine  Stufen  wachsen  oder  abnehmen, 


=i: 


Da  femer  jeder  Beobachtungsfehler  gewiss  innerhalb  der  Grenzen 
—  CO  und  -I-  oo  liegt,  so  ergiebt  sich 

+00 


\  =  I  (pJ.dJ 
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Wenn  wir  ferner  die  Wabrscbeinlichkeil,  dass  in  emer  Anahl  von 
tn  gleich  guter  Beobachtungen  beziehungsweise  die  Fehler  J\  j^\  elc 
J^'^^  vorkommen  mit  W  bezeichnen,  so  erhalten  wir 

Wz=(pJ'  .(fj' ipJ^'^ 

Diese  Sätze  ergeben  sich  aus  den  Elementen  der  Wahrschebilidi- 
keilsrcchnung,  wenn  man  die  dort  angenommenen  endlichen  Unterschiede 
in  den  überhaupt  möglichen  Fallen  als  unendlich  klein  betrachtet,  oder 
die  endliche  Anzahl  der  möglichen  Falle  in  eine  unendlich  grosse  Anzahl 
verwandelt.  Endlich  folgt  aus  denselben  Betrachtungen,  dass  die  Wahr- 
scheinlichkeit, dass  ^'  zwischen  den  Grenzen  +  a\  J"  zwischen  den 
Grenzen  +  d\  etc.  liegt,  durch  das  m  fache  Integral 

HusgodrUckt  wird.  Dieser  Ausdruck  gilt  zwar  nur  wenn  die  Beobadi- 
tungon  von  einander  unabhängig  sind,  aber  diese  Bedingung  hindert 
nicht  ihn  auf  den  Fall  auszudehnen,  in  welchem  zwischen  den  Fehler- 
bronzen  a,  a,  etc.  eine  Relation  besteht,  wenn  diese  nur  so  beschaffisD 
ist,  dass  sie  unbeschadet  der  Unabhängigkeit  der  Beobachtungen  vod 
einander  stattfinden  kann.  Wenn  nun  eine  solche  Relation  angenommen 
wird,  so  muss  man  bei  den  verschiedenen  Integrationen  darauf  Rlki- 
sicht  nehmen.   Sei 

W y  =  f[J\J"...) 

diese  Relation,  worin  y  eine  gegebene  Grösse  und  f  ein  Functionszeicben 
ist.  und  die  erste  Aufgabe  sei,  die  Wahrscheinlichkeit  zu  bestimmen, 
dass  y  zwischen  den  Grenzen  +  6  liege.  Man  muss  um  diese  Au%abe 
zu  lösen,  zuerst  vermittelst  dieser  Relation  eine  der  Veränderlichen  J\ 
J\  etc.  nebst  dem  Differential  derselben  aus  dem  obigen  m  fachen  Inte- 
gral eliminiren.   Sei  zu  diesem  Zweck 

v:V r'  =  F  (y,  ./',  ./• ^^— ') 

wo  wieder  Fein  Functionszeichen  ist,  der  Ausdruck  für  J^'^\  welcher 
sich  aus  dem  obigen  Ausdruck  filr  y  ei^iebt ,  so  bekommt  man ,  wenn 
man  nicht  blos  J"^^  und  c/^^"'  eliminirt.  sondern  auch  den  <d[)igen  Ao^ 
dniok  für  \\  substituirt. 

vV    \UJ  .dJ\..dJ^  =KAfJ\qJ\..qJ'^^\dJ  .dJ\..dJ^"\il 
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WQDn  man  zur  Abkürzung 

setzt,  und  die  m fache  Integration  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung 
voxm  jetzt  so  ausgeführt  werden,  dass  man  J\  J\  .  .  .  ^^"'"•*^  inner- 
halb der  Grenzen  ausdehnt,  für  welche,  wenn  man  y  zwischen  den 
Grenzen  +  6  nimmt,  die  Function  F  für  /f"^^  alle  möglichen  Werthe 
giebt.  Die  Integration  endlich  in  Bezug  auf  y  muss  innerhalb  der  Gren- 
zen 7  6  ausgedehnt  werden. 

10. 

Wenn  wir  nun  das  Vorstehende  anwenden  wollen  um  die  Wahr- 
scheinlichkeit zu  finden ,  dass  die  Summe  der  Fehler  von  m  Beobach- 
tODgen  innerhalb  der  Grenzen  +  6  liege,  so  wird  die  Relation  (2)  in 

tibergehen.  Ich  ziehe  aber  vor  einen  Schritt  weiter  zu  gehen,  und  statt 
dieser  Relation  die  folgende  allgemeinere  einzuführen, 

y  =i  eJ  +«  ^  +  .  .  .  +6^  ^J^  ^ 

worin  e\  /•  .  .  ß^*"^  gegebene,  numerische  Goefficienten  bedeuten  sollen, 
denn  hiedurch  können  wir  die  Auflösung  unserer  Aufgabe,  wie  sich 
weiter  unten  ergeben  wird,  sogleich  auf  den  Fall  ausdehnen,  in  welchem 
die  Beobachtungen  verschiedene  Gewichte  haben,  während  der  ein- 
fachere Fall,  in  welchem  die  Gewichte  aller  in  Betracht  gezogenen  ein- 
ander gleich  sind,  daraus  erhalten  wird,  wenn  man 

6'  =  fi"  =  etc.  =  «^">  =s  1 

letit.   Die  oben  angenommene  Relation  giebt 

^         =  JXSiJ 

welche  der  allgemeinen  Relation  (3)  entspricht.    Hieraus  ergiebt  sich  also 

dF  4 

dy      i?»r 

Da  ferner  möglicher  Weise  jeder  Fehler  zwischen  den  Grenzen 
—  cx)  und  +00  liegen  kann,  und  die  Annahme  dieser  Grenzen  für 
J\  J\  .  .  .  z/^"*"*^  nebst  den  Grenzen  +6  ftlr  y  in  Folge  der  vor- 
stehenden Gleichung  dem  Fehler  ^^"*^  alle  möglichen  Werthe  zutheilt, 
so  müssen  die  Integrationen  innerhalb  dieser  Grenzen  ausgeführt  werden. 


Whmm  wir  liuliiir  (ii<t  WahrKcheinlichkeit ,  dass  die  Summe  dw  bez.  mit 
»',  »'•  .  .  .  ^^^'  iiiultiplicirtcn  Bcobaciitungsfehler  innerhalb  der  Grenzai 
+  h  lli«Kn,  inil  W  hoxoichnon,  so  wird  zufolge  der  (4) 

.•■f-rw  ..+00         /»+00  /»+6 

(ftl ,.  »V  -  ,,1,|        I       .  .  .1        I      M.ifJ'.ipJ'. . . .  9^—') 

•  /-Oö  •'-00         •'—00  •'-6 

wt^hn  Kiir  AhkdrxunK 

n. 

\'m  ditvi^ii  Aii^lniok  intt>grireii  £U  können,  mosseo  wir  die  Fnae- 
lhM\  t  VouufM\.  und  dk"  Konniniss  davon  erlangt  man  dorcfa  den  aa 
dh^  S^mn^  diosäiH^  AbhAmllunj:  jreslolhen  Grundsatz.    Nduoen  wir  die 

wiis^'^^  WM .  tM  w^^k'^iir^r  U^  %)ie  Wafar^aciieinliciskÄi  ist.  das  in  einer  Bebe 

x\VÄ  «*  i^^  #*i^  l*<v>Kjk*nwwB«i  4?  Fekbr  ^,  ^. /•■*  iwr- 

kNMN^WKi%     hmIfiMt  x^x  ¥m$  x^i^Arr  3es  ii&m  aauxBMCBBn  Grandsri» 
HNAi^^iM%  Xi9rd)WiNr(r  x^'ir  rMH^-«>  air.  3ass>  äa>  ZatsaamnmanAn  der  dvch 

>Ä\hh  v,^K^i^VKi^^^  Voihr    iuc  t^.xxM  Äirsjr  AjutiiimiHt  £c  ii  der  andereD 
wui'^v^w)^^  ^^3!^  ^  ;^ir  ^vmum   ^^ftnuiL    Iimk  'S^iämsrnL  eä^ 


f*r 
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die  obige  Gleichung  geht  hiemit  in 

über.  Aber  im  Art.  2  wurde  gefunden,  dass  in  Folge  der  Annahme  des 
arithmetischen  Mittels  als  den  wahrscheinlichsten  Werth  der  Unbekann- 
ten, die  Summe  der  übrig  bleibenden  Fehler  Null  ist,  und  hieraus  er- 
halten wir  jetzt 

und  da  diese  mit  der  Gleichung  (6)  zugleich  stattfinden  muss,  so  ergiebt 
sich  allgemein,  dass 

sein  muss,  wo  k  eine  Constante  ist,  denn  auf  andere  Art  lässt  sich  den 
beiden  Gleichungen  zugleich  nicht  GnUge  leisten.  Das  Integral  der 
vorstehenden  Gleichung  ist 

(pj  =  /e*^' 

wo  l  die  Integrationsconstante  und  e  die  Grundzahl  der  natürlichen  Lo- 
garithmen ist.    Hiemit  erhalten  wir 

W  =  /•»  c*  (-^'•+^"+ •  •  • +^*"^  *) 

und  wenn  die  Summe  der  Quadrate  der  Fehler  eines  Maximums  f^ig 
wäre,  so  müsste  k  positiv  angenommen  werden.  Da  aber  diese  Summe 
nur  eines  Minimums  fähig  ist,  so  muss  nothwendig  k  negativ  sein,  damit 
W  ein  Maximum  werde.  Setzt  man  um  dieses  auszudrücken  fc  =  —  h^, 
so  wird 

Es  muss  ferner,  wie  oben  gezeigt  wurde 

►+00 


*^— oo 


werden,  und  da 


/ 


+0O        — Ä'^  y 

— oo 


ist,  wenn  n  das  Verhaltniss  des  Kreisumfanges  zum  Durchmesser  be- 
zeichnet, so  ergiebt  sich  /  =  y=,  und  es  wird  schliesslich 

»^I^.-»-^ (7) 

Abhandl.  d.  K.  S.  Geselisch.  d.  Wissensch.  XIU.  44 
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und 

WO  J'^+J'"^+  . ..  +z/^*^2  ein  Minimum  ist.  Es  folgt  hieraus  wieder 
der  Satz,  dass  wenn  man  eine  Unbekannte  durch  das  arithmetische 
Mittel  aus  den  dafür  erhaltenen  Beobachtungen  bestimmt,  man  zugleich 
dadurch  bewirkt,  dass  die  Summe  der  Quadrate  der  übrig  bleibenden 
Fehler  ein  Minimum  wird ;  welcher  Satz  im  Art.  3  auf  andere  Art  schon 
bewiesen  wurde. 

12. 

Es  sollen  nun,  um  in  den  folgenden  Ausdrücken  eine  leichtere 
Uebersicht  zu  gewinnen,  die  folgenden  Abkürzungen  in  den  Bezeichnun- 
gen eingeführt  werden, 

m  ^ 


«Wtt  » 


Subsütuirt  man  nun  den  unter  (7)  erhaltenen  Ausdruck  für  (pJ  in  den 
Ausdruck  (5),  so  ergiebt  sich 

.+C»  /»+00  /»+00  /»+6 

oo  ^  -oo        ^  -oo«/ -6 

wo  zur  Abkürzung 

gesetzt  worden  ist.   Betrachtet  man  al>er  das  Integral 

.+00 


/»+00  /»+00  /»+00  /»+6 


P  =  f       e  -**{(^+>''' 


OO 


und  setzt  darin 


x=~'     -  ^' 


VJ^      <+i»* 


so  wird  es 


-r 


+00 

oo 


-*'('•+ -TT^+<»)d, 
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folglich,  da 


/. 


ist 


f'W^'<^*''^ 


Wendet  man  diesen  Ausdruck  auf  dän  obigen  Ausdruck  für  W  an ,  so 
ergiebt  sich  nach  der  ersten  Integration 

^»+00        /»+OO   /%+6 

.00        »/-oO^-6 


^»+00         /»+00    i^+6 


ist.   Nach  der  zweiten  Integration  erhält  man 

cZ—oo       •^  -c» 
WO  ,      ,    , , 

ist,  nach  der  dritten  Integration  wird 


WO 


ist,  und  das  Gesetz  des  Fortganges  stellt  sich  jetzt  deutlich  hervor- 
Nach  der  (m— 2)ten  Integration  wird  folglich 


WO 


ist.  Führt  man  nun  auch  die  (m — Ijte  Integration  auf  dieselbe  Weise 
aus  und  substituirt  die  Ausdrücke  der  eingeführten  Hülfsgrössen,  so  be- 
kommt man 

44* 
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womit  alle  Integrationen  ausgeführt  sind ,  die  man  ohne  Hülfe  von  un- 
endlichen Reihen  erhalten  kann. 


13. 

Nehmen  wir  nun  an ,  dass  die  eben  gefundene  Wahrscheinlichkeit 
der  Wahrscheinlichkeit  gleich  sein  soll,  dass  der  Fehler  irgend  einer  der 
in  Betracht  gezogenen  Beobachtungen  innerhalb  der  Grenzen  +  a  ent- 
halten sei,  so  wird  zufolge  des  Vorhergehenden  auch 

W  =  :^f      e-^Vdy 

und  es  muss  die  Relation  zwischen  a  und  6  aus  der  folgenden  Gleichung 
bestimmt  werden 

j^  e-*V  dy  =  j^^^==r==.  j ^^  e     ,'.+^'.+  ... +.(-)•  dy 
Sei 
dann  wird 


wenn 


gesetzt  wird.    Die  obige  Bedingungsgleichung  geht  hiemit  in  die  fol- 
gende 


I        e  -^V  dy  =  I        c  -äV 
über  und  hieraus  folgt 

welches  die  gesuchte  Relation  ist. 


du 
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Diese  Relation  giebt  in  Verbindung  mit  der  im  Art.  8  gegebenen 
Definition  der  relativen  Genauigkeit  sogleich  den  folgenden 

Isten  Satz. 

»Die  Genauigkeit  der  Summe  von  m  gleich  guten,  beziehungsweise 
mit  den  gegebenen  Factoren  /,  e\  .  «W  multiplicirten  Beobachtungen 
verhalt  sich  zur  Genauigkeit  Einer  dieser  Beobachtungen  wie 

Nehmen  wir  an ,  dass  d  =  /  =  etc.  s=  « W  =  _  sei ,  dann  geht 

die  eben  bezeichnete  Function  der  Beobachtungen  in  das  arithmetische 
Mittel  aus  denselben  über,  und  wir  erhalten  daher  sogleich  den  folgenden 

2ten  Satz. 

»Die  Genauigkeit  des  arithmetischen  Mittels  aus  m  gleich  guten 
Beobachtungen  verhält  sich  zur  Genauigkeit  irgend  Einer  derselben  wie 

Die  Verbindung  dieses  Satzes  mit  der  im  Art.  5  au^estellten  De- 
finition des  Gewichts  einer  Bestimmung  aus  Beobachtungen  zeigt,  dass 
das  Gewicht  einer  Beobachtung  oder  eines  Resultats  aus  Beobachtungen 
dem  Quadrat  der  Genauigkeit  derselben  proportional  ist. 

Man  kann  den  ersten  obigen  Satz  leicht  auf  Beobachtungen  von 
ungleicher  Genauigkeit  ausdehnen.  Wenn  man  annimmt,  dass  die  Fehler 
e\  e\. . .  e(^)  solchen  Beobachtungen  angehören,  deren  Genauigkeiten 

bez.  den  Zahlen  Vp\    V^\  .  .  .  V^pW  proportional  sind,  so  gehören 

die  Fehler  e  V^/,  e"  Y^'  .  .  .  cW  Yv^)  gewiss  Beobachtungen  von 
gleicher  Genauigkeit  an ,  denn  durch  die  Multiplication  der  Fehler  mit 

den  Zahlen  V^p',  Vp",  etc.  werden  diese  gewiss  V^mal  y^'mal,  etc. 
vergrössert,  also  die  Genauigkeiten  gewiss  eben  so  viel  verkleinert,  und 

auf  gleiches  Maass  gebracht.    Bezeichnen  wir  daher  die  Fehler  e  Yp- 

e  Ypy  etc.  mit  J\  J\  etc.,  so  kann  der  Ausdruck 

sogleich  in  den  folgenden  verwandelt  werden 


yv       Y^'  /pc) 
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und  biemit  ergiebl  sich  der 

3te  Satz. 

»Die  Genauigkeit  der  Summe  von  m,  bez.  mit  den  gegebenen  Fac- 
toren  e,  e",  .  .  .  c^^)  multiplicirten  Beobachtungen,   deren  relative  Ge* 

nauigkeiten  den  Zahlen  Vp,  Vp\  . . .  Vp^^^  proportional  sind,  oder  mit 
anderen  Worten ,  denen  die  Gewichte  p\  p\  . . .  jp W  beigelegt  werden 
müssen ,  verhalt  sich  zur  Genauigkeit  Einer  Beobachtung  der  Gattung, 
deren  Genauigkeit  oder  Gewicht  als  Einheit  angenommen  worden  ist,  wie 


Das  Gewicht  eines  aus  solchen  Beobachtungen  gezogenen  Resultats 
hat  also,  wenn  man  es  mit  P  bezeichnet, 

(8) P  = 


./t  ,/fS  {("*V 


zum  Ausdruck,  und  bedeutet,  dass  dieses  Resultat  für  eben  so  genau 
gehalten  werden  muss ,  als  w8re  es  das  arithmetische  Mittel  aus  P  sol- 
cher Beobachtungen,  deren  Gewicht  oder  Genauigkeit  sas  1  ist« 

U. 

Wenden  wir  zu  näherer  Erläuterung  des  Ausdrucks  (8)  denselben 
auf  die  einfachsten  Functionen  von  zwei  Grössen  an.  Seien  durch  die 
Beobachtungen  die  Grösse  a  mit  dem  Gewicht  p,  und  die  Grösse  a  mit 
dein   Gewicht  p'  erhalten,  man  fragt  zuerst  nach  dem  Gewicht  der 

Function 

\[a±d) 

HiefUr  giebt  der  Ausdruck  (8),  da  hier  e  =  ^,  «"  =  -4-4-  ist 

P  =  *^' 
p+p' 

oder  wenn  p  =  p  ist, 

P  =  2p 

mit  dem  2.  Satze  übereinstimmend ,  wenn  wir  blos  das  obere  Zeichen 
annehmen.    Fragt  man  ausserdem  nach  dem  Gewicht  der  Function 

a  +  a 

wenn  die  Gewichte  dieselben  sind  wie  vorher,  so  giebt  der  Ausdruck 
(8),  da  nun  «'  =  1 ,  «"  =  +1  ist, 
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P 


w' 


oder  wenn  man  p  =s  p  macht 

Wenn  man  hier  unter  a  und  a  die  bei  einer  Triangulation  von  einer  und 
derselben  Station  aus  eingeschnittenen  Richtungen  zweier  Dreiecks- 
punkte versteht ,  so  ist  a  —  a'  der  durch  die  Beobachtungen  erhaltene 
Winkel  zwischen  diesen  beiden  Punkten ,  und  setzt  man  das  Gewicht 
der  Bestimmung  einer  jeden  der  beiden  Richtungen  =  1 ,  so  ist  das 
Gewicht  des  Winkels  nur  =s  4^ ,  oder  die  Genauigkeit  des  Letzteren  nur 

-Vi. 

15, 
Nehmen  wir  jetzt  wieder  die  Gleichung  (1 )  vor,  nemlich 

a?  =  - 


m+m'+f»"+ . . . 


welche  den  wahrscheinlichsten  Werth  von  x  giebt ,  wenn  die  beobach- 
teten Werthe  iV,  N\  N",  etc.  bez.  die  Gewichte  m,  m',  m",  etc.  haben. 

Wenn  nun  die  Beobachtungen  nicht  unmittelbar  x=iN,x=rN\  etc., 
sondern  statt  dessen  oa^ssn,  aäf=:n\  etc.  gegeben  haben,  wo  a,  a\  etc. 
bestimmte,  durch  die  Theorie  der  Aufgabe,  welche  auf  die  Bestimmung 
von  X  hinführt,  gegebene  numerische  GoeflBcienten  sind ,  dann  ist  in  den 

aus  diesen  Gleichungen  folgenden  Werthen  a?  =  ^ ,  rp'  =  5- ,  etc.  -^  ge- 

wiss  amal  genauer  wie  n,  -^  gewiss  a  mal  genauer  wie  n\  u.s.  w.,  weil 

die  Fehler,  womit  n,  n,  etc.  behaftet  sind,  durch  die  angeführten  Divi- 
sionen gewiss  a,  a\  etc.  mal  verkleinert  worden.  Wenn  nun  die  Ge- 
nauigkeit aller  Beobachtungen,  welche  n,  n',  etc.  gegeben  haben,  für 
dieselbe  gehalten  werden  muss,  so  werden  in  Folge  der  Gleichung  (8) 
die  Gewichte  der  daraus  hervorgehenden  einzelnen  Bestimmungen 

bez.  a\  a'^  a\  etc.  sein,  wenn  p' = p"  =  etc.  =s  1  gesetzt  wird.  Es 
wird  daher  jetzt 

m  sz  ar^  m  SS  a^,  m  =  a%  etc, 

iV  =  i.  iV'  =  ^.  r  -  J,  etc. 
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und  der  durch  die  oben  angeführte  Gleichung  ausgedrückte  wahrschein- 
lichste Werth  von  x  bekommt 


i'«.'_i- «"*•'' 


zum  Ausdruck ,   und  das  Gewicht  dieser  Bestimmung  ist  ^^  c?-^  a^ 

-I-  a^  -I- 

16. 

Wenn  hingegen  die  Beobachtungen ,  welche  n  für  ax,  n'  für  ax,  n 
für  ax,  u.  s.  w.  gegeben  haben,  für  ungleich  genau  gehalten  werden 
müssen ,  und  zwar  die  erste  fllr  so  genau  wie  das  arithmetische  Mittel 
aus  p,  die  zweite  Tür  so  genau  wie  das  aus  p\  die  dritte  für  so  genau 
wie  das  aus  p\  u.  s.  w.  Beobachtungen  von  gleicher  als  Einheit  ange- 
nommener Genauigkeit ,  so  werden  die  Gewichte  der  einzelnen  Bestim- 
mungen von  ax,  dx,  ax,  etc,  zufolge  der  Gleichung  (8)  a^,  o'y,  a"^*, 
etc.  zum  Ausdruck  haben,  und  es  wird  also  jetzt 

m  =L  a^,  m'  =z  a'y ,  m"  =  a))'\  etc. 

während  wie  vorher  die  Gleichungen 

iV=^,  iV'=-J,  iV"  =  J.  etc. 

bleiben.    Der  allgemeine  Ausdruck  zu  Anfang  des  vor.  Art.  giebt  folg- 
lich jetzt  für  den  wahrscheinlichsten  Werth  von  x  den  Ausdruck 

V^^ ^  ~     pa*+p'a'*'¥i^'a"*'¥  . . . 

mit  dem  Gewicht  =  pa*^+;/a'2+pV^+ . . . 

Man  sieht,  dass  der  am  Ende  des  vor.  Art.  gefundene  Ausdruck 
für  X  sich  als  einen  speciellen  Fall  des  vorstehenden  ausweist ,  wie  es 
auch  sein  muss,  und  dass  der  vorstehende  in  jenen  übergeht,  wenn  man 
alle  Gewichte  p,  p\  p",  etc.  einander  gleich  macht. 

Der  eben  gefundene  Ausdruck  für  x  kann  auf  zweierlei  Weise  ein- 
fach durch  Worte  ausgedrückt  werden. 

1)  Wenn  man  für  die  Bestimmung  der  Unbekannten  x  durch  Be- 
obachtungen ,  die  von  einander  unabhängig  sind ,  die  Werthe  n,  n\  n\ 
etc.  erlangt  hat.  denen  bez.  die  Gewichte  /),  p'y  p\  etc.  beigelegt  werden 
müssen,  und  die  mit  der  Unbekannten  durch  die  Gleichungen 

ax  ^=  n,   dx  =  n\    dx  =  n,   etc. 
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verbunden  sind ,  dann  erhält  man  den  wahrscheinlichsten  Werth  von  x, 
wenn  man  jede  dieser  Gleichungen  mit  dem  Produkt  des  Gewichts  der- 
selben in  den  Goefficienten  von  x  multiplicirt ,  die  so  abgeänderten  Glei- 
chungen addirt,  und  aus  dieser  Summe  x  auf  gewöhnliche  Art  ableitet, 
nemlich  das  bekannte  Glied  mit  dem  Goefficienten  von  x  dividirt.  Das 
Gewicht  dieser  Bestimmung  ist  dem  eben  genannten  Divisor  gleich. 

2)  Man  bringe  die  gegebenen  Gleichungen  auf  Gleichungen,  die 
gleiche  Genauigkeit  haben,  welches  dem  Vorhergehenden  zufolge  da- 
durch bewirkt  wird ,  dass  man  sie  bez.  mit  }/f ,  "j/p^  YV^  ®*^-  Daulti- 
plicirt,  wodurch 

Yp^.ax  =  V^n  ,     Y^.dx = Vf.  n  ,     Yp^.  ax  =  V'pjii* ,  etc. 

erhalten  wird.  Hierauf  multiplicire  man  jede  dieser  Gleichungen  mit 
dem  jetzt  stattfindenden  Goefficienten  von  x ,  bilde  die  Summe  dersel- 
ben, und  dividire  wieder  das  bekannte  Glied  mit  dem  nunmehrigen 
Goefficienten  von  x.  Es  ist  klar ,  dass  der  obige  Ausdruck  fllr  x  auch 
aus  diesem  Verfahren  hervorgeht. 

17. 

Wenn  die  Bedingung,  die  das  Vorhergehende  involvirt,  nemlich 
dass  die  Unbekannte  unmittelbar  durch  eine  linearische  Gleichung  gege- 
ben sei ,  nicht  erfllllt  ist ,  so  erleiden  die  erhaltenen  Ausdrücke  durchaus 
keine  Aenderung.  Um  dieses  zu  zeigen ,  sei  überhaupt 

wo  /*  ein  Functionszeichen  und  X  die  Unbekannte  ist ,  die  Gleichung, 
welche  die  Lösung  einer  vorgegebenen  Au^abe  bildet,  und  so  beschaffen 
ist,  dass  der  vollständige  Werth  von  iV  nur  durch  Beobachtungen  erlangt 
werden  kann.  Sei  l  ein  genäherter  Werth  von  X,  und  der  wahrschein- 
lichste Werth  dieser  Unbekannten 

X=  l  +  ic 
wo  l  so  nahe  richtig  angenommen  wird,  dass  man  mit  der  Berücksich- 
tigung der  ersten  Potenz  von  x  ausreicht.  Setzt  man  hierauf 

so  bekommt  man 

ax  ^=in 

Wendet  man  die  Gleichung  fXsszN'  auf  einen  anderen  Fall  an,  der  aber 

so  beschaffen  sein  muss,  dass  die  Unbekannte  X  keine  Aenderung  erlei- 
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det ,  und  nur  in  der  Function  f  ausser  N  sich  eine  oder  mehrere  Con- 
stanten geändert  haben,  dann  ergiebt  sich  eben  so 

ax  =s  n' 
u.  s.  w.    Durch  dieses  Verfahren  kann  man  jedem  Falle  die  der  Wahr* 
scheinlichkeitsrechnung  zu  unterwerfenden  Bestimmungen  auf  linearische 
Gleichungen  von  der  Form  hinftihren,  die  im  Vorhergehenden  angenom- 
men worden  sind. 


§.  2.    AvslekiNDig  it»  Voriiei^eheidlei  a«f  itm  FtD^  ii  wddkMi  dKe 
Wertke  mekrerer  uabhäigiger  Unbekauten  lurck  BetkadktugcB  n 

bestiBHMi  limi« 

18. 

Bis  jetzt  ist  angenommen  worden,  dass  die  durch  Hülfe  der  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung zu  lösende  Aufgabe  auf  nur  Eine  Unbekfuinte 
hingeführt  hat,  während  von  nun  an  diß  Fälle  betrachtet  werden  sollen, 
wo  mehrere  Unbekannten  vorhanden  sind.  An  den  Inhalt  des  vor.  Art. 
anknüpfend  bemerke  ich  zuerst,  da33  auch  in  diesen  Fällen  die  Bestim- 
mung der  wahrscheinlichsten  Werthe  der  Unbekannten  auf  die  Ermitte- 
lung derselben  aus  einem  System  von  linearischen  Gleichungen  hinge- 
führt werden  kann.  Seien  die  Gleichungen ,  die  die  Auflösung  der  Auf- 
gabe bilden , 

f{X,  X\  X\  etc.)  =  L 

F(X,  X\  X\  etc.)  =  L 
(p{X,  X',  X",  etc.)  =  L" 
u.  s.  w.  wo  f,  F,  (p  etc.  Functionszeichen ,  X,  X\  X\  etc.  die  Unbe- 
kannten, und  L ,  L\  L\  etc.  durch  Beobachtungen  zu  ermittelnde  Grössen 
sind.  Nachdem  man  sich  die  genäherten  Werthe  {,  {',  |",  etc.  der  Unbe- 
kannten verschatn  hat^  welches  immer  möglich  ist,  seien  die  wahrachein- 
liebsten  Werthe  derselben 

J  =  f  +  ^  .     X'  =  f'  +  j?'  ,     X"  =  f"  +  aj\  etc. 
wo  X,  x\  x\  etc.  so  klein  angenommen  werden,  dass  man  mit  den  erstes 
Potenzen  derselben  ausreicht.  Setzt  man  hierauf 

f (f,  i\  f",  etc.)  =  X 
F(f,  i\  t\  etc.)  =  X 

v(f,  f',  i\  etc.)  Ä  X" 
etc. 
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(-«-)  =  «•    (-1-)  =  *'    (ir)  =  <'.etc- 

etc.  etc. 

so  werden 

ax+  bx  +  ex"  -hetc.+X  =L 

a a?  -+•  b'x  -H  c'o?'  +  etc.  -+•  i'  =  L' 

a^+6af  +  c4?  +^tc.  -+•  A  =  I< 
etc  etc. 

welche  Gleichungen  die  verlangte  Form  haben,  und  zu  welchen  bemerkt 
werden  kann,  dass  alle  durch  die  Rechnung  erhaltenen  Grössen  sich  auf 
der  einen ,  und  die  durch  die  Beobachtungen  erhaltenen  Grössen  sich 
auf  der  anderen  Seite  der  Gleichheitszeichen  befinden ,  gleich  wie  dieses 
in  den  ahnlichen  Gleichungen  des  vor.  §.  auch  stattfand.  Setzt  man 
femer 

L_A  =  /,  L'-A'  =  r.  r— r  =  r, etc. 

so  werden  die  vorstehenden  Gleichungen 

ax-h  bx' +  ex" -hetc.  =B  l 

ax  +  6V  +  cV  -I-  etc.  =  /' 

ax  +  bx  +CX  -I- etc.  =  l 

etc.  etc. 

in  welchen,  wenn  die  Beobachtungen  nur  nicht  gar  zu  ungenau  sind, 
oder  die  genäherten  Werthe  £,  ^,  i'\  etc.  der  Unbekannten  sich  nicht 
allzuweit  von  den  wahren  oder  wahrscheinlichsten  Wertben  entfernen, 
die  vAllig  bekannten  Glieder  kleine  Zahlenwerthe  haben. 

Rollte  68  sich  nach  der  Durchführung  der  Auflösung  dieser  Glei- 
chungen zeigen ,  dass  die  zu  deren  Erlangung  angewandten  gei)9herten 
Werthe  { ,  |',  |\  etc.  nicht  so  genau  gewesen  sind ,  dass  man  ipit  den 
ersten  Potenzen  von  x,  af,  x\  etc.  ausreichte,  so  giebt  die  Auflösung 
wenigstens  mehr  genäherte  Werthe  der  Unbekannten,  durch  deren  Sub- 
stitution und  Wiederholung  der  Auflösung  man  genauere  Werthe  erhält, 
u.  fi.  w.  wenn  nölhig. 

Fassen  wir  vor  allem  Anderen  die  Zahl  der  Gleichungen  (4  0)  und 
die  Zahl  der  darin  vorkommenden  Unbekannten  in's  Auge ,  so  sind  drei 
Fälle  möglich ,  es  kann 
1 )  die  Zahl  dieser  Gleichungen  kleiner  sein  wie  die  der  Unbekannten, 


(10) 
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2)  die  Zahl  der  Gleichungen  denen  der  Unbekannten  gleich  sein, 

3)  die  Zahl  der  Gleichungen  grösser  sein,  wie  die  der  Unbekannten. 

Im  ersten  Falle  ist  es  hier,  wie  immer,  unmöglich  bestimmte  Wer- 
the  der  Unbekannten  zu  erhalten ,  im  zweiten  Idsst  sich  nichts  weiter 
thun,  wie  die  Gleichungen  auf  gewöhnliche  Weise  aufzulösen,  und  nur 
im  dritten  Falle  föllt  die  Auflösung  derselben  in  den  Bereich  der  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung. Der  dritte  Fall  soll  daher  im  Folgenden  stets 
als  stattfindend  angenommen  werden,  wobei  der  zweite  Fall  jedoch 
nicht  unbedingt  ausgeschlossen  ist,  da  sich  zeigen  wird,  dass  die  für 
den  dritten  Fall  sich  ergebende  Auflösung  auch  auf  den  zweiten  an- 
wendbar ist,  alsdann  aber  dieselben  Werthe  der  Unbekannten  giebt,  die 
man  durch  die  gewöhnliche  Auflösung  erhält. 


19. 

Die  Gleichungen  (4  0)  lassen  sich  sofort  auf  die  allgemeinsten  der 
im  Vorhergehenden  betrachteten  Gleichungen ,  nemlich  auf 

ax  =z  n  ,     ax  =i  n  ,     ax  =  n  ,  etc. 

hinfahren ,  es  braucht  dafür  nur 

n  =  /  —  6j?  —  cj?  —  . . . 

n  =  l  —  bx  —  ex  —  ... 

n  =  l  — Oa?— CdC  — ... 
etc. 

gesetzt  zu  werden.  Die  Grössen  n,  n',  n\  etc.  haben  zwar  gegenwärtig 
keine  bestimmten  Werthe  wie  im  Vorhergehenden  der  Fall  war,  son- 
dern hangen  mit  von  den  noch  unbestimmten  Grössen  x\  x\  etc.  ab. 
Aber  die  einzige  Eigenschaft  worauf  es  hier  ankommt  besitzen  sie,  sie 
sind  Grössen,   die  durch  Beobachtungen  bestimmt  werden,    und  die 

Functionen 

/  —  6  a;'  —  c  a;'  —  ... 

l  —  h  X  —  ex  —  ... 

k  —  0  X  — ca?  —  ... 

u.  s.  w.  sind  jetzt  eben  sowohl  die  durch  Beobachtungen  erlangten  Wer- 
the von  ax,  dxy  ax,  etc.  wie  »,  »,  n\  etc.  im  Vorhergehenden.  Der 
Ausdruck  (9)  ist  daher  immer  noch  der  wahrscheinlichste  Werth  von  jp, 
wenn  den  Gleichungen  (10),  oder  vielmehr  den  in  denselben  enthalte- 
nen Grössen  /,  /',  /",  etc.  der  Reibe  nach  die  Gewichte  t^,  p\  p%  etc. 
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beigelegt  werden.    Substituirt  man  daher  die  vorstehenden  Wertbe  von 
n,  n',  n\  etc.  in  die  Gleichungen  (9)  und  setzt  zur  Abkürzung 

[aa)  =  pa^  +  p'd^  +  pd"^  +  . . . 

[ah)  =  fah  +  p'db'  +  pdb"  +  . . . 

ac)  =  ;)flc  +j9ac  +pac  +  ... 


[al)  =  pa/  +pa't  +  pVT  +  . . . 
so  wird  der  wahrscheinlichste  Werth  von  x 

{al)  —  {ab)a^  —  [acjaf'  —  . . . 

(ao) 

Wenn  nun  durch  anderweitige  Bestimmungen  die  wahrscheinlich- 
sten Werthe  von  x\  x\  etc.  erlangt  werden  können,  so  giebt  die  Sub- 
stitution dieser  einen  bestimmten  wahrscheinlichen  Werth  von  x.  Solche 
anderweitigen  Restimmungen  sind  zu  erhalten ,  denn  dasselbe  Yerfahi^en, 
welches  wir  eben  zur  Bestimmung  von  x  angewandt  haben ,  kann  auch 
zur  Bestimmung  der  übrigen  Unbekannten  angewandt  werden.    Setzt 

man  jetzt 

n  =  /  — aiF  —  ca?'—  ... 

n  =/  — a  X  —  ex  —  ... 

H  |lf  H  UN 

n  =/  —  ax  —  ex  —  ... 

u.  s.  w.  und  substituirt  diese  in  die  (9) ,  nachdem  sie  in  die  folgende  ab- 
geändert worden  ist , 

^   ~     pb^-h  p'b'*  +  p^e/v» . . . 

so  wird  der  wahrscheinlichste  Werth  von  x' 

,  m  —  {ab)x-  (bc)af'-  .., 

^  —  W) 

wenn  zur  Abkürzung 

(66)  =  p62  +  p'6'^  +  pT2  +  . . . 
(6  c)  =  pbc  +  p'b'c  +  p''6V  +  . . . 


^^^  ... 


(6/)  =p6/+p'6T+pTr 
gesetzt  wird.  Eben  so  erhält  man  für  x"  den  wahrscheinlichsten  Werth 

fi  _^    [cl)  —  (ac)x  —  {bc)x^  —  . . . 

[CC] 

WO 

[CC)  =:  pc^  +  p'c  ^   +  p  V^   +   .  .  . 


H     Hill 


[cl)  =  pcl  +  pcl'  +p'*c"l 
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ist<  und  60  feruer,  wenn  die  Zahl  der  Unbekännleti  grösser  ist.  Da  die 
Ulr  X,  X,  x\  etc.  eben  entwickelten  Gleichungen  neben  einander  beste- 
hen müssen,  so  erhalt  man  die  wahrscheinlichsten  Werthe  der  Unbe- 
kannten in  bestimmten  Ausdrücken  durch  wechselseitige  Elimination 
derselben ,  aus  den  obigen  Gleichungen ,  die  auch  wie  folgt  gestellt  wer- 
den können 

{aa)x  +  {ab)x  +  (•c)r*'  + 

{ab)x  +  {bb)x  -I-  {bc)x  + 

{ac)x  +  {bc)x  +  {ccyc  + 
etc. 


(H) 


.  =  (6/) 
.  =  (c/) 
etc. 


20. 

Die  im  vor.  Art.  erhaltene  Auflösung  unserer  Aufgabe  kann  erst 
dann  als  vollständig  betrachtet  werden ,  wenn  nachgewiesen  vn'rd ,  dass 
das  System  von  Gleichungen  (11),  auf  welches  wir  gekommen  sind,  so 
beschaffen  ist,  dass  iti  jedem  Falle  die  Unbekannten  daraus  bestimmt 
werden  können.  Die  erste  Bedingung  hiefür  ist,  dass  die  Zahl  der  Glei- 
chungen der  der  Unbekannten  gleich  ist,  und  dass  diese  Bedingung  er- 
füllt ist ,  lehrt  der  Augenschein.  Die  zweite  Bedingung  ist ,  dass  von 
den  gegebenen  Gleichungen  keine  in  den  übrigen  enthalten  ist,  oder 
ihnen  widerspricht,  und  diei^es  ist  hier  zu  untersuchen. 

Bezeichnen  wir  die  Gleichungen  (11)  zur  Abkürzung  mit  v  =  0, 
i;'  =  0 ,  /  =  0 ,  etc. ,  dann  wird  das  Nichtvorhandensein  der  zweiten 
Bedingung  zur  Folge  haben,  dass  sich  eibe  Gleichung  von  der  Form 

v-^cev*  +ßv"  + =  0  oder  =  constante. 

aufstellen  lässt,  die  unabhängig  von  den  Unbekannten  erfüllt  ist,  und 
umgekehrt ,  wenn  eine  solche  Gleichung  nicht  vorhanden  ist ,  dann  ist 
die  obige  zweite  Bedingung  erfüllt,  und  die  Unbekannten  x,  x\  x",  etc. 
sind  durch  die  Gleichungen  (11)  bestimmbar.  Substituirt  man  die  Glei- 
chungen (1 1)  in  die  vorstehende,  und  setzt,  wie  für  das  Erfülltsein  der- 
selben nothwendig  ist,  die  CoefBcienten  der  Unbekannten,  jeden  für 
sich ,  gleich  Null ,  so  bekommt  man 

0  =  {aa)  +  a{ab)  -hßiac)  +  . . . 

0  =  {ab)  +  a{bb)  +  ß[bc)  +  . . . 

0  =  {ac)  +  a{bc)  +  ß[cc)  +  . . . 

etc.  etc. 


(12) 
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deren  Anzahl  um  Eine  grösser  ist,  wie  die  der  Unbekannten  a,  ß,  etc., 
uüd  die  also  nur  bedingungsweise  erfüllt  werden  können.    Seien 

^  zsz  pa  +apb  +ßpc 
p'  ^pd  +  apb'  +  ßp'c 
Q  ^pa+ctpb+ßpc*ir... 
etc.  etc. 

erhebt  tnan  diese  ins  Quadrat,  dividirt  däl^uf  bez.  mit  p,  p^p",  etc.  Und 
addirt ,  so  wird  in  Folge  der  (4  2) 


-f-  .  • » 


.  • 

woraus ,  da  alle  p  positiv  sind 

^,«0,     (.'  =  0,     ^"=0. 

etc. 

folgt. 

Es  wird  also 

0  SS  a -¥-ab -t-ßc  +  .. 

• 

0  s«  a' +  ab' +  ßc' +  .. 

• 

0  =  o'-|-«i"  +  /Sfc'-|-  .. 

. 

etc.                etc. 

Diese  sind  die  Gleichungen  (10),  von  welchen  wir  ausgegangen  sind, 
mit  dem  Unterschiede ,  dass  die  völlig  bekannten  Glieder  fehleb ,  und 
die  2aht  der  Unbekannten  um  Eine  kleiner  ist.  Den  vörstebehden  Glei- 
chungen kann  aber  nur  in  dem  Falle  Gnüge  geleistet  werden,  wenn  un- 
ter ihnen  eine  so  grosse  Anzahl  iil  den  übrigen  enthalten  ist ,  dass  die 
Zahl  der  von  einander  unabhängigen  m — 4  ist,  wenn  m  die  Zahl  der 
Unbekannten  x,  x\  x\  etc.  bezeichnet.  In  diesem  Falle  können  aber  aus 
den  (10)  die  Unbekannten  übertiaupt  nicht  bestimmt  werden.  Sind  im 
Gegentheil  von  den  vorstehenden  Gleidiungen  gar  keine,  oder  eine  ge- 
ringere Zahl  in  den  übrigen  enthalten ,  so  kann  weder  diesen  noch  den 
Gldchungen  (12)  Gnüge  geleistet  werden,  und  die  Gleichungen  (11) 
bestimmen  die  Unbekannten  unzweideutig.  Wir  kommen  daher  auf  den 
Schluss,  dass  wenn  durch  die  Gleichungen  (10)  die  Unbekannten  entwe- 
der völlig  bestimmt,  oder  mehr  wie  bestimmt  sind,  die  (11)  die  Unbe- 
kannten völlig  bestimmen ,  wenn  aber  im  Gegentheil  die  (1 0)  die  Unbe- 
kannten unbestimmt  lassen ,  so  ist  dasselbe  mit  den  (1 1)  der  Fall. 

Dieser  Satz  ergänzt  die   am  Schlüsse  des  Art.  18   aufgestellten 
Satze. 
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21. 

Da  nun  durch  die  Ermittelung  der  Unbekannten  au5  den  (14)  im 
Allgemeinen  keine  der  (10)  vollständig  erfüllt  wird,  so  kann  man  nach 
einer  Relation  zwischen  den  ttbrig  bleibenden  Fehlern  fragen ,  und  es 
zeigt  sich  leicht,  dass  eine  solche  vorhanden  ist  und  darin  besteht,  dass 
die  Summe  der  mit  den  bez.  Gewichten  multipUcirten  Quadrate  der 
ttbrig  bleibenden  Fehler  ein  Minimum  wird.  Denn  stellt  man  diese  Be- 
dingung auf,  nemlich 

p  [ax  +  6a?'+  ca;*-4-  ...  —  /)^ 
+  p  [ax  +  b'x  +  ex"  +  ...  —  ly 
+  p"{ax  +  b"x  +  ex"  +  ...  —  r)*  +  etc.  =  Minimum 

und  entwickelt  sie,  so  bekommt  man  die  Gleichungen  (11)  wieder, 
gleichwie  sich  im  Art.  3  zeigte,  dass  die  Summe  der  Quadrate  der  ttbrig 
bleibenden  Fehler  bei  der  Bestimmung  Einer  Unbekannten  aus  gleich 
guten  Beobachtungen  ein  Minimum  wird,  wenn  man  das  arithmetische 
Mittel  aus  allen  Bestimmungen  als  den  wahrscheinlichsten  Werth  der 
Unbekannten  betrachtet. 

Den  obigen  Satz,  den  man  sonst  voran  zu  stellen  pflegt,  haben 
wir  hier  aus  dem  zu  Anfang  dieser  Abhandlung  aufgestellten  Grundsatz 
abgeleitet ,  um  zu  zeigen ,  dass  er  eine  nothwendige  Folge  desselben  ist 

22. 

Zur  vollständigen  Auflösung  der  Au%abe,  die  uns  jetzt  beschäf- 
tigt, gehört  auch  die  Bestimmung  der  Gewichte  der  Unbekannten  x,  x\ 
x",  etc.  Da  das  Verfahren ,  durch  welches  diese  Unbekannten  im  Vor- 
hergehenden bestimmt  worden  sind ,  auf  linearische  Gleichungen  gefUbrt 
hat,  so  ist  es  klar,  dass  man  jede  derselben  als  linearische  Function  der 
bekannten  Glieder  (a/),  (6/),  (c/),  etc.  der  Gleichungen  (11)  darstellen 
kann ,  und  da  wiederum  jedes  dieser  Glieder  eine  linearische  Function 
der  durch  die  Beobachtungen  unabhängig  von  einander  erhaltenen 
Grössen  /,  /',  T,  etc.  ist,  so  kann  man  auch  die  Unbekannten  als  linea- 
rische Functionen  dieser  letzt  genannten  Grössen  darstellen.  Seien 
daher 

X  =  Xl  +  k'V  +  il'l"  +  . . . 
(13)      .  .     I  a:'  =  x/  +  x7'  +  %"l"  +  . . . 

X   :=  fjl  +  /Äl  +  fl  l 


11  tu 
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a.  s.  w.  dann  sind  A,  i!,  etc.,  x,  %,  etc.,  /i,  fi,  etc.  bestimmte  numeri- 
sche Coefßcienten ,  deren  Werthe  jedenfalls  zufolge  des  Vorhergehenden 
ermittelt  werden  können.  Bezeichnet  man  nun  die  Gewichte  dieser  Be- 
stimmungen von  X,  x\  x",  etc.  mit  P,  P,  P",  etc.  so  wird  sogleich  in 
Folge  der  Gleichung  (8) 


p 

P 

"•"  P' 

4 
P' 

P 

"•"  P' 

-pf, 

P 

^  P' 

... 


x' 


ft 


p"    •    •  •  • 

'-vW     ^"       •  •  • 


u.  s.  w.  Durch  die  unbestimmte  Auflösung  der  Gleichungen  (14)  er- 
halt man 

X  =(4,i)(fl/)  +  (i,2){fc/)  +  (1.3)(c/)+...  ) 

x'  =  (1,2)(a^  +  (2.2)(^  +  (2.3)(cO  +  . . .  [     .     .     (U) 
a:"  =  (i.3)(fl/)+(2,3)(6/)  +  (3,3)(cO+  ...  ) 

u.  s.  w.  wo  (1,1),  (1,2),  etc.  bestimmte  numerische  Werthe  haben.  Sub- 
stituirt  man  die  Ausdrücke  des  Art.  4  9  fllr  (a/) ,  (b/) ,  etc.  in  die  vorste- 
henden Gleichungen,  so  erhält  man 

X  =  {{i,i)pa+{i,2)pb  +  {\,S)pc  +  ...\l 

+  \{^.^)pa•  +  {^,^)p'b'+{^,3)p'c'-^-  ...\v 

+  etc. 

x=:  1(1 , 2)po  +  (2.2)p  6 +(2,3)pc +...{/ 
+  {(1.2)pV+(2,2)p'6'  +  (2,3)|)V+  ...\l' 
+  etc. 
u.  s.  w.  Vergleicht  man  diese  mit  den  (1 3) ,  so  wird 

X  =  {1,1)po  +(1.2)p6  +(1.3)pc  H 

Ä'  =  (i ,  1  )pV  +  (1 .2);»'6'  +  (1 ,3)/>V  +  . . .  }      .     .     (16) 

etc. 
»  =  (1.2);»o  +(2,2)p6  +{%3)pc  h 
x'  =  (1 ,2)p'o'  +  (2,2)i)'6'  +  (2,3)/>'c'  +  . . .  }     .     .     (16) 

etc. 

u.  s.  w.  Multiplicirt  man  aber  die  ursprünglichen  Gleichungen  (1 0)  der 
Reihe  nach  erst  mit  ;i,  X,  X",  etc.  und  addirt,  dann  mit  »,  »',  »*,  etc.  und 
addirt,  u.  s.  w.,  so  ergiebt  sich 

{}ia)x  +  {Xb)x+{Xc)x''+  ...  =  {Xt) 

(xa)a?  +  {Kb)x  +  {%c)x"  +  . . ,  =  (xQ 
u.  s.  w.  wo 

AUandl.  d.  K.  S.  Gesellsch.  d.  WiMensch.  XIII.  45 


... 
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a    II 


(Ao)  =  Aa  +  Ä'o'+Aa 


»1» 


(Ai)  =  ;i/+;iT+A7'+  ... 


//    ff 


xaj  =  xa  +  xa+xa 
(x6)  =  yb^  %V  -^  xb 


{xl)  =  x/  +  x7'  +  xT+  ... 

u.  s.  w.    Aber  in  Folge  dieser  Bezeichnung  geben  die  Gleichungen  (13) 

X  =  {kl)  ,    X  s=  (x/)  ,     x"  =  {fit) ,  etc. 

und  folglich  werden 

/  (;ia)  =  1  .     [Xb)  =  0 ,     (Ac)  =  0 
(17)      .     .     .     j  (xa)  =  0  ,     (x6)  =  1  ,     (xc)  «  0 

(  (^a)  =  0  ,     (^6)  =  0  ,     G^)  »  1 

u.  s,  w.   Multiplicirt  man  hierauf  die  (1 5)  der  Reihe  Dgch  mit  —  ,  ^ » 

-^ ,  etc.  und  addirt ,  so  wird  in  Folge  der  vorstehenden  Bedingungs- 

gleichungen 

— -4-  — -fc-  — -♦-  =  M  1^ 

die  Gleichungen  (1 6)  geben  auf  ahnliche  Art 


p 


"P"  "**  "^  "^  ...  ^  (2,2) 


und  auf  dieselbe  Weise  bekommt  man 

p"    •    •••  -=  (3,3) 


ül  J_£Ü  J_   15^  «L. 


u.  s.  w.     Es  folgen  hieraus  flir  die  Gewichte  die  folgenden  einfachen 
Ausdrücke, 

die  auch  wie  folgt  durch  Worte  beschrieben  werden  können.  Um  die 
Gewichte  der  Unbekannten  x,  x\  x\  etc.  zu  erbaJtea,  muss  man  die 
Gleichungen  (1 1 )  unbestimmt  auflösen ,  worauf  das  Reciproke  de^  Coef- 
ficienten  von  (a/)  im  Ausdruck  von  x,  das  Gewicht  von  x,  das  Heciprolce 
des  CoefBcienten  von  (6/)  im  Ausdruck  von  x\  das  Gewicht  von  x\  das 
Reciproke  des  CoefBcienten  von  (c/)  im  Ausdruck  von  x\  das  Gewicht 
von  x\  u.  s.  w.  ausdrückt.    Das  einfachste  Verfahren  um  sowohl  diese, 
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wie  die  übrigen  Coefficienten  der  unbeslimmteu  Elimination  zu  erhalten 
wird  weiter  unten  angegeben  werden. 


23. 

Da  Falle  vorkommen  können ,  in  welchen  nicht  nur  die  Kenntniss 
von  X,  af,  x\  etc.,  sondern  auch  die  Kenntniss  von  Functionen  derselben 
verlangt  werden,  so  soll  hier  noch  der  wahrscheinlichste  Werth  einer 
linearischen  Function  dieser  Grössen ,  nebst  dem  Gewicht  dieser  Bestim- 
mung abgeleitet  werden.  Die  Function  sei  die  folgende, 

K  =  k  +  ex-^ex  +e  X  +  ... 

wo  fc,  e,  e\  f!\  etc.  gegebene  numerische  Grössen  sind.  Es  ist  nun  ohne 
Weiteres  klar,  dass  der  wahrscheinlichste  Werth  vop  K  durch  die  Sub- 
stitution der  im  Vorhergehenden  ermitteilen  wahrscheinlichsten  Werthe 
von  X,  a;',  x\  etc.  in  den  vorstehenden  Ausdruck  erhalten  wird,  und 
es  wird  sich  daher  hier  nur  um  den  Ausdruck  des  Gewichts  dieser  Be- 
stimmung handeln  können. 

Eliminirt  man  x,  x\  x\  etc.  im  vorstehenden  Ausdruck  fUr  JT  durch 
die  Gleichungen  (1 3),  so  wird 


K  = 

ft  +  M 

+  e» 

+ 

+ 

...)l 

-\-{eX 

m           f      ' 

+ 

II      t 

+ 

...)r 

+  K 

a 

II      U 

+ 

...)r 

h  etc.       .     .     (18) 

und  da  hier  K  durch  die  durch  Beobachtungen  erhaltenen  Grössen  /,  l\ 
l\  etc.  ausgedrückt  ist,  so  giebt  die  Gleichung  (8)  für  das  Gewicht  von 
K,  wenn  wir  es  mit  Q  bezeichnen ,  sogleich  den  folgenden  Ausdruck, 


Q    ~  P 

(gr4-gVH-gV^4-...)* 

^  P' 


etc (19) 


Multiplicirt  man  aber  die  Gleichungen  (1 5)  der  Reihe  nach  mit  -^  ,  -^  , 
~^ ,  etc.  und  addirt ,  so  ergiebt  sich  in  Folge  der  Bedingungsgleicfaun- 
gen  (1 7)  sogleich 

und  auf  dieselbe  Weise  bekommt  man 

45» 
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Ifi 


^ 

V 

P 

+ 

...  =  (1,3) 


p 

xfi  x'fi         xTfi'  /a  q\ 

-jp- -I- -^ -•- -^  -I-  ...  —  {^,o) 

u.  s.  w.  Durch  Anwendung  dieser  Gleichungen  auf  den  Ausdruck  für 
-^  erhalt  man,  nachdem  die  darin  vorkommenden  Quadrate  entwickelt 
worden  sind , 

-L  =  62(4^i)^.2«6'(i,2)  +  2«/(i,3)  +  ... 

+  ^'2(2.2)  +  26V(2,3)  +  ... 

womit  die  Aufgabe  gelöst  ist.  Man  erkennt  leicht,  dass  die  obigen 
Ausdrucke  für  die  Gewichte  P,  P,  P\  etc.  specielle  Fälle  vom  Vorste- 
henden sind,  wie  auch  nicht  anders  sein  kann. 

24. 

In  Bezug  auf  die  im  Vorhergehenden  abgeleiteten  Ausdrucke  fbr 
die  Gewichte  P,  P,  P,  etc.  und  Q  sind  noch  ein  Paar  wichtige  Bemer- 
kungen zu  machen.  Die  anfänglich  erhaltenen  Ausdrücke  für  diese  Ge- 
wichte gelten  nicht  blos  fUr  den  Fall ,  in  welchem  man  die  wahrschein- 
lichsten Werthe  der  Unbekannten  anwendet,  sondern  in  jedem  über- 
haupt möglichen  Falle.  Die  Ausdrücke  ßXr  x,af,  x",  etc.  können  in  jedem 
Falle  auf  die  Form  gebracht  werden,  die  ihnen  in  den  Gleichungen  (13) 
gegeben  worden  ist,  und  wenn  man  nun  blos  die  ursprünglichen  Glei- 
chungen (10)  betrachtet,  die  die  Unbekannten  mit  einander  verbinden, 
so  kann  diesen  auf  unzählig  viele  Arten  bis  auf  Weniges  Gnüge  geleistet 
werden.  Jede  verschiedene  Art  der  Gnügeleistung  derselben  wird  auf 
die  Gleichungen  (1 3)  keine  andere  Wirkung  äussern ,  als  dass  die  darin 
enthaltenen  Coefficienten  A,  l\  etc.  x,  x',  etc.  /i,  fi\  etc.  andere  Werthe 
annehmen ,  und  folglich  die  Unbekannten  selbst  auch.  Wie  aber  nun 
auch  die  Werthe  der  eben  genannten  Coefficienten  sein  mögen,  die  Aus- 
drücke der  Gewichte ,  die  Functionen  derselben  Coeflicienten  sind ,  be- 
halten ihre  volle  Geltung ,  und  geben  jedes  Mal  das  Gewicht  der  ausge- 
führten Bestimmung  der  Unbekannten ,  und  dieses  gilt  nicht  nur  für  die 
genannten  Ausdrücke  für  P,  P\  etc.  sondern  auch  für  den  Ausdruck  für 
0,  der  ausdrücklich  Function  der  oben  genannten  Coefficienten  A,  A',etc. 
X,  X,  etc.  etc.  ist. 
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Die  Substitution  derjenigen  Werthe  der  eben  genannten  Coefßcien- 
ten,  die  die  wahrscheinlichsten  Werlhe  der  Unbekannten  geben,  muss 
nun  vor  allen  Substitutionen  anderer  Werthe  derselben  den  Gewichten 
die  Eigenschaft  verleihen ,  dass  sie  Maxima  werden.  Denn  gäbe  es  ir- 
gend andere  Werthe  dieser  Coeflßcienten ,  die  den  Gewichten  grössere 
Werthe  verleihen  könnten,  so  würden  diese,  und  nicht  jene  die  wahr- 
scheinlichsten Werthe  der  Unbekannten  geben.  Dass  in  der  That  die 
Werthe  der  genannten  Coefficienten ,  die  im  Vorhergehenden  als  die- 
jenigen erroiltelt  worden  sind ,  die  die  Werthe  der  Unbekannten  zu  den 
wahrscheinlichsten  machen,  auch  die  Gewichte  zu  Maxima  machen,  soll 
jetzt  bewiesen  werden.  Da  P,  F,  etc.  specielle  Werthe  von  Q  sind,  so 
braucht  der  Beweis  nur  für  Q  durchgeführt  zu  werden. 

25. 

Denken  wir  uns  jetzt  unter  den  GoefScienten  A,  k\  etc.  x,  x,  etc. 
fiy  /i,  etc.  etc.  der  Gleichungen  (13)  nicht  diejenigen,  die  durch  das 
oben  abgeleitete  Verfahren  erhalten  worden  sind ,  sondern  solche ,  die 
irgend  eine  beliebige  Combination  der  Gleichungen  (10)  gegeben  hat,  so 
wird  der  daraus  entspringende  Werth  der  Function  K  immer  noch  durch 
die  Gleichung  (1 8) ,  und  das  Gewicht  dieser  Bestimmung  durch  die  Glei- 
chung (19)  gegeben  sein.  Untersuchen  wir  hierauf,  wie  die  oft  genann- 
ten Coefficienten  bestimmt  werden  müssen,  wenn  der  Gleichung  (19) 
die  Bedingung  untergelegt  wird ,  dass  Q  ein  Maximum  werde.  Sei 

A     =6A-|-«X-|-6^-|-... 


A   =6A-|-*x-|-*x 

yf    ==  £A  -H  «x  -H  6  /i 


•  •  • 


(20) 


u.  s.  w.  dann  muss 

in  Bezug  auf  die  Functionen  yl,  yl\  yl\  etc.  ein  Minimum  werden.  Diese 
Functionen  sind  nicht  von  einander  unabhängig,  sondern  unterliegen 
einer  Anzahl  von  Bedingungen ,  die  man  leicht  erhalten  kann.  Multipli- 
cirt  man  die  Gleichungen  (10)  der  Reihe  nach  mit  A,  X,  X\  etc.  und  ad- 
dirt,  so  bekommt  man  in  Folge  der  (13) 

aA-f-aA-f-aA  -h  ...=  1 

bx+b'k'+b'r+ ...  =  0 

ck+  cX  -I-  cT -I-  . . .  =  0 
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u.  s.  w.  Multiplicirt  man  ferner  die  (1 0)  mit  x ,  x,  %,  etc.  und  addirl,  so 

ergiebt  sich 

a%'V'(Ji%  -^^^  +  ...  =  ü 

6x  +  6  x'  +  6V  +...=:  1 

C%+  C7i  +  CK   +   ...   =  0 

u.  s.  w.  und  eben  so  bekommt  man 

afi  +  a^  +  a/i  +  ...  =  ü 
bfi-^-  VfjL  +  6"/^"  -f-  . . ,  =  0 

Cfl+  Cfl  +  C  fl   +   ...   =   1 

u.  s.  w.  Um  diese  Gleichungen  zu  Functionen  der  ^,  A\  e\c.  zu  ma- 
chen ,  multiplicire  man  die  erste  Gleichung  einer  jeden  Gruppe  der  Reihe 
nach  mit  e,  «',  /,  etc.  und  addire.  Mit  den  zweiten,  dritten,  u.  s.  w. 
Gleichungen  verfahre  man  eben  so ,  worauf  die  folgenden  erhalten  wer- 
den 

aA  +  JA'  +  aA"  +...==« 

(Sl)     ....    I  6^+  6V/'+  6"^"  +...  =  «' 

cA-^cA  +  c  A  +  ...  =  6 

u.  s.  w.  welche  die  Bedingungsgleichungen  sind,  auf  die  es  hier  an- 
kommt. 

26. 

Um  nun  die  Bedingungsgleichungen  fllr  das  Minimum  des  Aus- 
drucks (20)  zu  erhalten  müsste  man  erst  durch  die  vorstehenden  Glei- 
chungen ,  deren  Anzahl  kleiner  ist  wie  die  der  yi,  yl\  etc.,  von  der  letz- 
teren so  viele  wie  möglich  eliminiren.  Allein  es  ist  bekannt,  dass  man 
statt  dessen  die  Bedingungsgleichungen ,  jede  mit  einem  verschiedenen 
Factor  multiplicirt,  zur  Function  die  ein  Minimum  werden  soll  addiren, 
und  dann  nach  der  Differentiation  alle  Differentiale  von  einander  als  un- 
abhängig betrachten  darf.  Multiplicirt  man  daher  die  obigen  Bedingungs- 
gleichungen der  Reihe  nach  mit  denFactoren  —  2A,  —  2ß,  —  2C,  etc., 
und  addirt  sie  zur  rechten  Seite  des  Ausdrucks  (20) ,  so  wird 

—  2  aylA  —  2  a'A'A  —  2  aJ'A  —  ... 

—  2  b.^B  —  2  b'A'B  —  2  b'A'B  —  . .'. 

—  2 cAC  —2c'A'C  —  i cJ'C  —  ... 

etc.  etc. 
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die  Function,  die  ein  absolutes  Minimum  werden  muss.  Differentiirt 
man ,  und  setzt  die  GoefScienten  eines  jeden  der  Differentiale  ftlr  sich 
gleich  Null ,  so  werden 


^  _aA  — 61?  — cC— ...  =  0  ] 


p 


V 


'^^a'A—b'B  —  cC—  ...  =  0 


^.,__fl''A-6''/?-c'C-  ...  =a  0 


(22) 


u.  s.  w.  die  Bedingungsgleichungen  des  Maximums  von  Q.  Eliminirt 
man  nun  mittelst  der  vorstehenden  Gleichungen  die  ji,  A\  etc.  aus  den 
(21),  so  bekommt  man 

{ad)A  +  [ab)B  +  [ac)C  +...  =  «    \ 

{ah)A  +  (66)ß  +  {hc)C  +  . . .  =  f'  [  .     .     .     .     (23) 

u.  s.  w.  wo  die  Goefficienten  [ofi),  {ab),  etc.  dieselben  sind  wie  im  Art. 
19.  Diese  Gleichungen,  deren  Anzahl  der  der  Factoren  A,  B,  C»  etc. 
gleich  ist,  dienen  zur  Bestimmung  dieser  letzteren.  Durch  Einführung 
der  Functionen  ji ^  A\  etc.  in  die  (18)  bekommt  man 

K=k  +  Al  +  A'V  +  Ar+  ... 

und  die  EUmination  der  A,  A\  etc.  hieraus,  vermittelst  der  Gleichun- 
gen (22),  giebt 

jr=fe  +  il(a/)  +  Ä(6/)  +  C(c/)+ (24) 

wo  wieder  die  Goefficienten  (a/) ,  (6/),  etc.  dieselben  sind  wie  im  Art.  1 9. 
Hiemit  ist  unsere  Aufgabe  gelöst,  und  es  ist  nur  noch  die' Bedeutung 
dieser  Auflösung  zu  untersuchen. 


27. 

Löst  man  die  (23)  unbestimmt  auf,  so  ergiebt  sich 

A  =  (1,1)6  +  (1,2)6'  +  (1,3)/+  .•• 
B  =  (1,2)6+(2.2)« +(2,3)/ +  ... 
C  =  (1 ,3)6  +  (2,3y  +  (3,3)/  +  .  • . 

u.  s.  w.  wo  nothwendiger  Weise  die  Goefficienten  (1,1),  (1»2),  etc.  die- 
selben sind  wie  in  den  Gleichungen  (14),  und  eUminirt  man  hiemit 
A,  /?,  etc.  aus  (24)  so  kommt 
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üC=Ä+{(1,1){a/)  +  (1,2)(fc/)  +  (1,3)(ci)+...|6 
+  1(1 ,2)(a/)  +  (2,2)(fc/)  +  (2,3)(c/)  +  . . . } .' 
+  {(2,3)(a^  +  (2,3)(6/)  +  (3,3)(c/)  +...}/+  etc. 

Die  Factoren  von  e,  c,  e",  etc.  sind  zufolge  der  Gleichungen  (14)  die 
wahrscheinlichsten  Werthe  von  a?,  x\  x\  etc.,  und  folglich  ist  der  Aus- 
druck (24)  von  K  mit  dem,  im  Art.  als  den  wahrscheinlichsten,  Werth 
von  K  erkannten  identisch. 

Für  die  Grössen  x,  x,  x\  etc.  ergiebt  sich  dasselbe.  Denn  setzt 
man  /(  =  0,  €s=1,  6  s^^^setcsO,  so  gehtJSCino;  über,  selzt  man 
fc=0,  €=0,  €=1,  «"  =  etc.  =  0,  so  geht  K'mx  über,  u. s.w.  Führt 
man  aber  diese  Substitution  im  vorstehenden  Ausdruck  von  K  aus ,  so 
bekommt  man  die  durch  die  (1 4)  ausgedrückten  wahrscheinlichsten  Wer- 
the von  X,  x\  x\  etc.  wieder.  Es  ist  also  hiemit  der  Satz  bewiesen: 

»Die  durch  Anwendung  der  wahrscheinlichsten  Werthe  der  Unbe- 
kannten, oder  irgend  welchen  Functionen  der  Unbekannten  sich  erge- 
banden  Gewichte  dieser  Bestimmungen  sind  Maxima ,  und  jede  andere 
Bestimmung  derselben  fbhrt  auf  Gewichte  die  kleiner  sind.« 


§.3.    Ansdehnmig  der  bisher  behandelten  Aufgabe  auf  den  Fall,  ia 
welcheM  die  Unbekannten  nicht  von  einander  unabhängig  sind« 


28. 

Bisher  ist  angenommen  worden,  dass  die  Unbekannten  x,x\x\e{c. 
von  einander  unabhängig  seien ,  da  aber  Fdlle  vorkommen ,  wo  dieses 
nicht  der  Fall  ist ,  so  soll  jetzt  angenommen  werden ,  dass  zufolge  der 
Aufgabe ,  auf  welche  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung  angewandt  wer- 
den soll ,  zwischen  den  Unbekannten  Eine  oder  mehrere  Bedingungs- 
gleichungen stattfinden.  Es  ist  an  sich  klar,  dass  die  Zahl  dieser  Bedin- 
gungsgleichungen kleiner  sein  muss  wie  die  Zahl  der  Unbekannten, 
denn  wären  diese  beiden  Zahlen  einander  gleich,  so  würden  die  Un- 
bekannten daraus  ohne  Zuziehung  von  Beobachtungen  bestimmt  werden 
können ,  und  wäre  die  Zahl  der  Bedingungsgleichungen  grösser  wie  die 
der  Unbekannten ,  so  könnten  letztere  gar  nicht  bestimmt  werden.  Seien 
nun  in  grösster  Allgemeinheit  die  Bedingungsgleichungen 

t^(X,  X\  X\  ...)  =  0 

X(X,X\X\...)  =  0 
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u.  8.  w.  wo  ip,  x^  6tc.  FuDctionszeichen  sind,  so  verfahre  man  zuerst 
wie  im  Art.  1 8  gezeigt  worden  ist.  Man  setze  wieder 

Xs=i  +  x,    X's=S'+x',     X" SS i' +  x' ,  etc. 

V(M'.l".  •••)  =  /* 

z(M',l",  ...)  =  «/ 
etc. 

(-1)='-'     (t)=^''     (10  =  >•"'«*«• 
u.  s.  w.  dann  bekommt  man  die  folgenden  linearischen  Gleichungen 

=  qx+  qx  '^q  X  +  ...  +/^ 
=  ra;  +  rx  +ra;  +  ...  +  g 

u.  8.  w.  Da  diese  Bedingungsgleichungen  als  solche  betrachtet  werden, 
die  aus  der  Theorie  der  Aufgabe ,  die  auf  die  Unbekannten  x ,  af,  x",  etc. 
hingeführt  hat ,  entspringen ,  und  von  den  Beobachtungen  unabhängig 
sind ,  so  müssen  sie  vollständig  erfüllt  werden ,  denn  jedes  System  von 
Werthen  der  Unbekannten ,  welches  diesen  Gleichungen  nicht  vollstän- 
dig gnügt ,  ist  gewiss  falsch ,  und  kann  daher  unmöglich  das  wahrschein- 
lichste sein. 

Die  Auflösung  unserer  Aufgabe,  die  sich  zunächst  darbietet,  ist  die 
folgende.  Wenn  q  die  Anzahl  der  Bedingungsgleichungen  bezeichnet,  so 
kann  man  aus  denselben  durch  die  Elimination  eine  Anzahl  q  der  Unbe- 
kannten in  Function  der  übrigen  darstellen ,  eliminirt  man  nun  durch 
diese  Gleichungen  aus  den  (10)  diese  q  Unbekannten,  dann  sind  die 
übrigen  Unbekannten  von  einander  unabhängig ,  und  die  gegenwärtige 
Aufgabe  ist  auf  die  des  Art,  18  u.  f.  hingeführt.  Der  weitere  Verlauf  der 
Auflösung  ist  also  mit  der  im  vor.  §  ausgeführten  identisch. 

29. 

Ich  nehme  zu  dem  Ende  an,  dass  in  den  Gleichungen  (10)  ausser 
den  dort  angeführten  Unbekannten  x,  x\  x\  etc.  auch  die  Unbekannten 
X  ,x  ,  etc.  vorkommen ,  und  dass  die  letzteren  es  sind ,  die  sich  zur  Eli- 
mination  durch  die  Bedingungsgleichungen  eignen.  Es  ist  nemlich  an 
sich  klar,  dass  nicht  in  allen  Fällen  beliebige  Unbekannte  durch  die  Be- 
dingungsgleichungen eliminirt  werden  können.  Die  Gleichungen  (1 0)  sind 
also  jetzt  die  folgenden, 
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ex  +  ...  •+■  bx  +  ex  +  . . . 

i      1                   1      M 

SS    l 

C  X  T"   •  •  •  •^n  0  X  "^n  C  X   ^f"  ... 

t     1             1     n 

^t 

II    II    ^                    ^     1  //                   //          ^ 

c  »r  "^^  •  •  •  "^^  V  «i/, "^  c  X  t"  • .  • 

=  r 
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ax+  hx  - 

(25)     .    {  a'x  +  b'x'-i 

ax  +  b  X  H 

u.  s.  w.  Auf  gleiche  Weise  schreibe  ich  die  Bedingungsgleichungen  hin, 
indem  ich  zur  besseren  Uebersicht  eine  dritte  Gleichung,  so  wie  eine 
dritte  Unbekannte  der  zweiten  Gattung  hinzufüge, 

0  =  qx  +  qx  +  qx  +  . . .  -H  qx^  -H  qx^^  +  qjc^^  -♦-...+/' 
0  =  rx  +  rx  +  TX  +  ...  -^r  x  -^r  x  +ra;  -i-  ...  -i-o 

I     I  u    u  m    III  ■«/ 

0  =  ^^  +  8  X  +  s'x  +  ...   -^  8  X  +S  X   +8  X    -I-   ...   +  h 

I       I  U       11  III      III 

m 

u.  s.  w.  Um  hieraus  x^,  x^^,  x^,  etc.,  jede  für  sich,  in  Function  der  x,  x', 
x",  etc.  darzustellen  lehrt  der  Augenschein ,  dass  die  folgenden  Gleichun- 
gen aufgelöst  werden  müssen, 

0  =  r.C+rJ-+rJ"+...  +  g  ;     0  =  r,fi+r„fi'+ry+...  +  r 

0  =  8,!;+8j'+8j;"+...  +  h  ;    0  =  «,^  +  «„^'-i- «„/*"-!-...  +  « 

etc.  etc. 

0  =  qv+ qy+qy+ ..  +  ?';    0  =  q.Q  +  q..9'+qy  +  ■•  +  q" 

0  =  rp+ry+ry+...  +  t';     0  =  r  ()  +  r,(>'4-r„(>" +  ... +r" 

=   8V+8  V^^S  V  +  ..,+8  :      0=   «p+«  P+*P    +...+« 

J  II  III  '  »V  II  \  /n* 

etc.  etc. 

etc.  in  welchen  allen  die  CoefRcienten  der  Unbekannten  immer  diesel- 
ben sind.  Hat  man  hieraus  f ,  f',  etc.  /i,  /i\  etc.  i^,  v\  etc.  p,  p ,  etc.  etc. 
ermittelt,  so  werden 

Ix^   =  f   +  /il  X  +  V X  +Q X 

u.  s.  w.  Setzt  man  nun 


II 


/  I  '  #  I 

C    =:    C  +  6^()  +  C  p'  -I-   . .  .   ;         C    =:    C  +  b'^Q  +  C^Q    +   . . . 

.  .  .  . 

n  =  i-h^^-cX  4-  ... ;     li'  =  r-ft/f-cT  4-  ... 

n  *       .         I     »  «  'lim 

a  =  a  +  0^  /f  -I-  6'^  /ti  + 

b/i       1 "  .  1 "     _     "  I  . 
=i  b  -^  b  V  +c  V  + 


c   =  c-l-ft^(>+c(>  +  etc. 

II  1"  I   «to  "  u       l 
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dann  gehen  die  (26)  in  die  folgenden  ttber,  in  welchen  alle  Unbekannten 
von  einander  unabhängig  sind 

ax  +lx'  +  ex"  +  .  .  .  =  n  ] 

ax^Vaf  +  cY  +  ...  =  n'\   .    .    .    .    (27) 

u.  s.  w.  Diese  Gleichungen  müssen  also  demselben  Verfahren  unter- 
worfen werden  wie  die  (10),  und  die  der  (11)  analogen,  die  daraus 
hervorgehen,  geben  die  wahrscheinlichsten  Werlhe  der  Unbekannten 
X,  ol,  x\  etc.  Man  muss  nemlich  zuerst  die  folgenden  GoefBcienten 
bilden 

(aa)  =  po?'  +  p'a'^  +  p^a"^  +  . . . 

(ab)  =  pab  +  p'a  b'  +  pYb"  +  . . . 


(an)  =  pan  -i-  p'aV  +  p^'a^n 


Ut  lit 


(bb) »  pv^ + |,'b'»  +  p  b 


tt4  n    II 


(28) 


(bn)  =  phn  +  p'h'n'  +  pTri 

u.  s.  w.  wenn  wieder  p,  p\  p\  etc.  die  Gewichte  der  Bestimmungen 
von  /,  /',  /",  etc.  bezeichnen.  Sind  die  vorstehenden  Grössen  berechnet, 
so  ergeben  sich  durch  die  Auflösung  der  folgenden  Gleichungen 

{<x<x)x  +  [oiiy  +  (a^a?"  +  . . .  =  (an) 
(ab)x  +  (bb)x  +  (U)x  -h  . . .  =  (bn) 
(ac)^  +  (bc)a?'  +  {a)x  +  . , .  =  (cn) 

u.  s.  w.  die  wahrscheinlichsten  Werthe  von  x,  x\  Xy  etc.  und  substi- 
tuirt  man  die  für  diese  erhaltenen  Werthe  in  die  (26),  so  ergeben  sich 
die  wahrscheinlichsten  Werthe  von  x  ,x  ,x  ,  etc.,  womit  alle  Uhbekanh- 
ten  erhalten  sind. 

30. 

Die  Gewichte  dieser  Bestimmungen  von  x,  x\  x",  etc.  haben  die- 
selben Ausdrücke  wie  in  der  vorhergehenden  Aufgabe,  da  die  Analyse 
des  Art.  22,  nachdem  a,  6 ,  etc.  /,  a\  etc.  in  a,  b,  etc.  n,  a,  etc.  ver- 
wandelt worden  sind,  ohne  Abänderung  wieder  stattfindet.  Sei  also 
durch  die  unbestimmte  Auflösung  der  Gleichungen  (28) 
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X  =  (/.  /)  (an)  +  (/,  //)  (bn) 
x'  =  (/.  //)  (an)  -I-  (//.  //)  (Bn) 
x'  =  (1.111)  (an)  +  (//,  ///)  (bn) 

u.  8.  w.  erhalten  worden,  dann  wird 


(i,  ///)(cn) 

(//.   ///)  (Ol) 

(///.  ///)  (cn) 


P'  = 


i»'  = 


n  ;  etc. 


(//,H)   '      -     —  (///,///) 

wenn  wieder  P,  P\  etc.  die  Gewichte  der  vorstehenden  Bestimmongen 
von  X,  X,  etc.  bezeichnen.  Da  die  x^,  x^,  etc.  zu  Functionen  der  x,  x, 
etc.  gemacht  worden  sind ,  so  werden  ihre  Gewichte  eben  so  bestimmt, 
wie  das  der  Function  K  des  Art.  23,  und  der  dort  für  dieses  Gewicht 
erhaltene  Ausdruck  giebt  nach  Abänderung  der  Bezeichnungen  die  Ge- 
wichte der  obigen  Bestimmungen  von  x  ,  x^,  etc.  Bezeichnet  man  diese 
Gewichte  mit  P ,  P^,  etc.,  so  ergiebt  sich  sogleich 

;-  =  fi^  (/,  /)  +  ifiv  (/.  //)  +  ifiQ  (/.  ///) 

v^ii,ii)-*-iPQin,in) 
+  (,» (///.  ///) 


p, 


u 


=  l^\U) 


2^'(>'  (/,  ///) 

2vg'  (//,  ///) 
9'  {HI, HI) 


u.  s.  w.  womit  die  Gewichte  aller  Unbekannten  bestimmt  sind. 

31. 

Von  der  eben  gelösten  Aufgabe  lässl  sich  eine  andere  Auflösung 
geben,  die  auf  elegante  Relationen  fuhrt,  aber  statt  genau  dieselbe  Auf- 
gabe wieder  vorzunehmen,  will  ich  die  folgende  etwas  allgemeinere 
aufistellen  *). 


Seien  wie  früher 


Allgemeine  Aufgabe. 

xp  (X,  X',  X",  . . .)  =  0 
X  (X,  X',  X",  ...)  =  0 
etc. 


*)   S.  Schum.  Astr.  Nachr.  Bd.  XVI.  No.  361. 
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eine  Anzahl  von  Gleichungen,  die,  durch  irgend  eine  Theorie  gegeben, 
zwischen  den  Unbekannten  X,  X\  X\  etc.  stattGnden,  deren  Anzahl 
aber  kleiner  ist  wie  die  der  Unbekannten,  so  dass  letztere  dadurch  nicht 
völlig  bestimmt  sind.  Es  wird  nun  angenommen ,  dass  es  möglich  wird 
alle  Unbekannten  zu  bestimmen ,  wenn  man  die  Werthe  L,  L\  etc.  ge- 
wisser Functionen 

f{X,X\X\...)  =  L 
F(JS[,  X',  X',  ...)  =  L' 
etc. 

durch  Beobachtungen  ermittelt,  und  man  fragt  in  dem  Falle,  wo  die  An- 
zahl aller  Functionen  \p,  x^  ^^c-  /l  P^  ^^c.  grösser ,  oder  wenigstens  nicht 
kleiner  ist  wie  die  Anzahl  der  Unbekannten ,  nicht  nur  nach  den  wahr- 
scheinlichsten Werthen  dieser,  und  den  Gewichten  dieser  Bestimmungen, 
sondern  auch  nach  dem  wahrscheinlichsten  Werthe  irgend  einer  Function 
Jl  derselben  Unbekannten  und  dem  Gewicht  dieser  Bestimmung. 


Auflösung. 

Die  Functionen  bereitet  man,  wenn  sie  nicht  ursprünglich  linearisch 
sind,  alle  auf  dieselbe  Weise  vor,  wie  in  den  Artt.  18  u.  28  gezeigt 
worden  ist.  Die  dort  eingeführten  Bezeichnungen  sollen  hier  beibehalten 
werden.    In  Bezug  auf  die  Function  Jl  sei 

Jl  (X,  X',  X",  . . .)  =  w 

\dx)  =  *'     (dxv  ™  *  '      (sx^/  ~  *  '     ®^* 

und  somit  beruht  die  Aufgabe  auf  die  Behandlung  der  folgenden  Glei- 
chungen 


ax 


ex 


ax 


-  bx  • 

-  b'x' 

II  m.  I   II         I        .  *        I 

a  a;+  b  x-^cx 
etc. 


ex 

u    n 


...  =  f 
etc. 


.     (29) 


/     / 


qx  +  qx 
rx  +  rx 


u    u 

qx 


... 


8X  +  SX  -H  sx  +  . . .  -f.  A  =  0 
etc.  etc. 

Jl  =  w  +  fer+ftV  +  ÄVH 


sx 


u    u 

r  X 

U      II 

8X 


.     (30) 


.... 


.     (31) 
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Die  Anzahl  der  Gleichungen  (29)  sei  m,  die  Anzahl  der  (30)  sei  q,  und 

die  der  Unbekannten  x,  x\  x\  etc.  sei  n.   Es  ist  nun  hier  Bedingung, 

dass 

9  <  n  ,     m  +  g  >  n 

oder  wenigstens  nicht  m  -i-  9  <  n  sei.  Es  folgt  hieraus  aber  nicht,  dass 
nothwendig  m^n  sein  muss,  wenn  gleich  dieser  Fall  eintreten  kann,  in 
Bezug  auf  m  und  n  sind  vielmehr  alle  drei  Ffille 

möglich. 

32. 

Wie  map  nun  auch  die  x^  x\  x\  etc.  aus  den^obigen  Gleichungen 
bestimmen  maß»  die  Ausdrücke  derselben  können  wieder  nur  linearische 
Functionen  von  /,  l\  T,  etc.  f,  g,  h,  etc.  sein ,  und  sie  haben  daher  die 
folgende  Form 

X  =  f/  -f.  ^f  +  fT  +  . . .  —  9)/*  --X9  —#  —  ..• 
(32)  '    \x  =  61+  O't  +  or  +  ...  —  (p'f—  x'g  —  xp'h—.  .  . 

X    =  Ql+  qL   +  q  l    +..  .  —  (p  I  —  X&""V'*""'-- 

u.  s.  w.  wo  f,  f',  etc.  ö,  6\  etc.  p,  q\  elc.  qp,  q>\  etc.  Xj  x'^  etc.  ip,  \p\  etc. 
numerische,  jetzt  noch  unbekannte,  CoefBcienten  sind.  Die  Anzahl  die- 
ser Gleichungen  ist  =  n ,  und  die  Anzahl  der  eben  genannten  unbe- 
kannten CoefBcienten  ist  =  n  (m  -+-  9) ,  aber  diese  Unbekannten  sind 
nicht  völlig  von  einander  unabhllngig,  sondern  hängen  durch  eine  An- 
zahl =  n^  von  Gleichungen  gegenseitig  von  einander  ab ,  so  dass  in  der 
That  nur  eine  Anzahl  =  n  (m  -|-  g  —  w)  dieser  Unbekannten  von  einander 
unabhängig  sind.  Um  die  Gleichungen ,  die  zwischen  diesen  Unbekann- 
ten stattfinden,  zu  erhalten,  multiplicire  man  die  Gleichungen  (29)  der 
Reihe  nach  mit  f,  f,  £\  etc.  die  (30)  mit  (p,  Xy  V^y  ^^c.,  und  addire  die 
Produkte ,  worauf  die  Vergleichung  mit  der  ersten  (32)  die  folgenden 
Gleichungen  giebt, 

fa  +  f 'a  -I-  C"a   +.>'  +  (pq+x^  +  \ps  +  ...  =  i 
f6  +  S'b'  -H  S"b"  -H  .  .  .  +  99'  -I-  ;fr'  -I-  t/;«'  -I-  .  .  .  =  0 

u.  s.  w.  Multiplicirt  man  hierauf  dieselben  Gleichungen  der  Reihe  nach 
mit  ö,  6\  0'\  etc.  und  (p\  x,  \p\  etc.  und  addirt,  so  giebt  die  Verglei- 
chung mit  der  zweiten  (32) 
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//    // 


a 
6  6 


■V9  +  xr 


ff  B  // 


Ott  n 
c 


t    t 

I     II 

<pq 


II 


I   n 

xr 


xr 

M    I 

xr 

U    M 

xr 


1f>8 

I     I 

1 1 


I  I 


I    u 


xp  s 

M    I 

^8 


u  u 


SS   0 
SS   0 


6a  •+■  efa'  - 

db  +  e'b'  - 

6c  -I-  6'c  - 
n.  s.  w.  und  eben  so  ergiebt  sich 

(>a  +  q'd  +  q'a  +  .  .  .  +  <p  q 

^0-f-()0    +(»0     •+-...+99 

u.  s.  w.  u.  6.  w.   Man  erkennt  leicht,  dass  die  Anzahl  aller  dieser  Glei- 
chungen «s  n^  ist,  wie  oben  angeführt  warde. 


.  r=  0 
.  s=  0 


•    •    • 


•    •    • 


(34) 


(35) 


33. 

Wie  man  nun  auch  die  UnbekaDoten  x,  x\  etc.  bestimmen  mag,  so 
folgt  aus  der  (31),  nachdem  man  x,  x\  etc.  durch  die  (32)  eliminirt  hat, 
dass 

Jl  =  to  +  Jl^A't+J'r^...'-'af—ßg—Yh-...    .  (33) 

wird,  wenn  man 

J  =  ks+Ke  +  U'q  H 
A'  ^  fcf'+fe'ö'+feVn 
J':=^  fefV  fer^- ityn 

etc. 
a  =  &9>  +  k'ip  +  Wql'  - 
ß=h  -^  feV  -f.  ft  Y  ■ 
.  y  =  kxjj  +  k'yj*  +  fc^i^"  - 

etc. 

setzt,  und  wenn  man  das  Gewicht  dieser  Bestimmung  von  Jl  mit  P  be-^ 
zeichnet,  so  wird  zufolge  der  Gleichung  (8) 

wenn  wieder  p,  p',  p",  etc.  die  Gewichte  der  Bestimmungen  von  /,  l,  l\ 
etc.  bezeichnen. 

Wir  wollen  jetzt  zur  Lösung  unserer  Aufgabe  den  im  Art.  27  be- 
wiesenen Satz  anwenden ,  zufolge  dessen  durch  die  wahrscheinlichste 
Bestimmung  der  Unbekannten  die  Gewichte  Maxima  werden.  Es  muss 
demzufolge  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (36)  zu  einem  Minimum  ge- 
macht werden ,  und  dieses  wird  wieder  ein  sogenanntes  relatives  Mini- 
mum, da  die  A,  A\  A\  etc.  nicht  von  einander  unabhängig  sind.   Die 
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Bedingungsgleichungen  zwischen  den  eben  genannten  6r(tesen  erhalt 
man  aas  den  im  vor.  Art.  erhaltenen  Gleichungen,  eben  so  wie  am  eben 
a.  0.  Man  multiplicire  die  erste  Gleichung  einer  jeden  Gruppe  dieser 
Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  k ,  k\  k\  etc,  und  addire,  mdd  behandle 
die  übrigen  Gleichungen  eben  so,  dann  ergeben  sich 


(37) 


I  t 


A  ä 
A'h' 
A'6 


H     « 


Aa 
A'Ü 
A'c 


Htm 


U    H 


•      .      • 


•     •     •     •      ^^^     Iw 

•    •    •    .    SSE    Kr 

—  k" 


h  «g  -H  /S^  +  y«  H 

h  ag'  -H  /S/  +  y»'  H 
h  aq  +  ßr  +  y8  'i 

u.  s.  w.  welche  die  gesuchten  Bedingungsgleichungen  sind.  Multiplicirt 
man  nun  diese  Gleichungen  mit  den  unbestimmten  Factoren  — Sil, 
—  2ß,  —  2C,  elc.  und  addirt  sie  zur  rechten  Seite  der  Gleichung  (36), 
so  wird  der  Ausdruck,  welcher  ein  absolutes  Minimum  werden  muss, 
der  folgende 

—  9iAyfa    —  iBylb    —  2C^c    —  .  .  . 


p 
^-  —  2Ay/a    —  Wyfb'  -  iCy/c    —  ... 

V' 
etc. 


-  %Ayfa  -  %Byfb"  -  %Cyfc   -  .  ,. 

etc. 


—  2Aaq  —  Waq'  —  2Caq"  —...  . 

—  2Aßr   —  Wßr'  —  2Cßr"  —  .  .  . 

—  2Ay«    —  2By8    —  2Cy«"  —  .  .  . 

etc.  etc. 

+  2Ait  +  2M  +  2a"  +  .  ,  . 

DifTerentiirt  man  diesen  nach  yl,  yl\yi\  etc.  «,  ß,  y,  etc.  und  betrachtet 
darauf  die  Differentiale  aller  dieser  Veränderlichen  als  unabhängig  von 
einander,  so  bekommt  man  die  Gleichungen 

=  Aa  +  £6  +  Cc  H 


(38) 


/  A 

V 
A' 

P' 
A![ 


... 


(39) 


=  Ad  +  Ä6'  +  Qc  • 

=  ka  +  ß6"+  Cc  ■ 
etc.  etc. 

0  ^  Aq  +B^  +  Cq" 
0  ^  Ar  +Br'  +  Cr" 
0  =  A«  +  ß«'   +  C/ 

6vC.  ■  6vC« 


•   •   f 


•   •   * 


... 
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die  in  Verbindung  mit  den  (37)  die  Auflösung  der  Aufgabe  in  sich  ent- 
halten. Diese  ist  durch  die  Zuziehung  der  Bedingung  des  Maximums 
von  P  wieder  eine  bestimmte  geworden,  denn  die  Zahl  der  aufzulösenden 
Gleichungen  ist  der  Zahl  der  darin  befindlichen  Unbekannten  gleich. 
Die  Zahl  der  A,  A ',  etc.  ist  =b  nt,  die  der  A,  B,  etc.  a=  n,  und  die  der 
a,  /?,  etc.  s=  9,  folglich  ist  die  Zahl  aller  Unbekannten  =s  m  +  n  +  f. 
Die  Anzahl  der  Gleichungen  (37)  ist  =s  n,  die  der  (38)  s=  m,  und  die  der 
(39)  s=  q,  folglich  ist  die  Anzahl  aller  Gleichungen  auch  =s  n+m  +  9. 

34. 

Die  Unbekannten  A,  A\  etc.  können  wieder  sogleich  eliminirt 
werden.  Zieht  man  die  Werthe  derselben  aus  (38),  und  substituirt  sie 
in  die  (37),  so  erhält  man 

\aa\A  +  [a6]B  -l-  \ac\C  +  ...  =  k  —  aq  —  ßr  —  ys  —  ... 
[afc]A  +  [bb]B  -h  \hc]C  +  ;.  .  =  Ä'_  aq  —  ßr' —  ys' —  .  .  . 
[ac]A  +  [bc]B  +  [cc]C  +  ...  =  k"—  aq  —  ßr"—  ys"-  .  .  . 

u.  s.  w.  worin 


ad 

= 

pa^ 

1  »1% 
+  pa^ 

H     litt 

+  p  a^ 

[ab 

= 

pab 

+  pab 

+  p  a  b 

ac 

= 

pac 

+  pac 

»    .        n    II  II 

'i'P  ac 

etc. 

etc. 

[66] 

:= 

pb^ 

+  p'fc» 

+  pT^ 

[6c 

= 

pbc 

-h-pbc 

'     -            Utll    '1 

+  p  b  c 

etc. 

etc. 

[cc] 

= 

pc^ 

+  pc^ 

+  p  c^ 

etc. 

etc. 

... 


... 


gesetzt  sind.  Es  ist  nun  für  den  ferneren  Verlauf  der  Auflösung  von  Vor- 
theil  die  eben  erhaltenen  Gleichungen  dergestalt  in  zwei  Theile  zu  zer- 
legen, dass  der  eine  Theil 

[aa]A  +  [ab]B'  +  [ac]a  +  ...=& 

n.  s.  w.  wird,  aber  ohne  angemessene  Abänderung  der  Coefficienten 
dieser  Gleichungen  ist  dieses  nicht  immer  möglich.  Die  Anzahl  der  Un- 
bekannten A\  B\  C\  etc.  ist  freilich  immer  der  der  Gleichungen  gleich, 
und  somit  scheint  es  als  könnten  diese  Unbekannten  immer  aus  diesen 
Gleichungen  bestimmt  werden,  von  welchen  ich  die  erste  hier  angesetzt 
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habe.  Es  ist  aber  zn  bemerken ,  dass  diese  Gleichnngen  aus  den  ein- 
zigen (39)  hervor  gehen ,  deren  Anzahl  m  ist ,  wSihrend  die  Anzahl  der 
A,  B\  etc.  ste  n  ist.  In  allen  Fällen  nnn ,  wo  m  as  n  oder  m  >  n  ist. 
ist  die  Bestimmung  der  A,  B\  etc.  aus  den  obigen  Glefchnngen  zwar 
möglich ,  aber  in  den  FfiUen  in  welchen  m  <  n  ist ,  trifil  dieses  nicht 
mehr  ein ,  denn  alsdann  sind  nothwendiger  Weise  n  —  m  dieser  Glei- 
chungen in  den  ttbrigen  enthalten. 

Man  kann  demohngeachtet  die  in  Rede  stehenden  Gleichungen  so 
vorbereiten,  dass  sie  in  jedem  Falle  alle  wesentlich  von  einander  ver- 
schieden werden ,  und  zwar  kann  dieses  durch  angemessene  Zuziehung 
der  Gleichungen  (39)  bewirkt  werden.    Aus  diesen  bekommt  man  leicht 

0  =  {qq]A  +  [qi\n  +  [qq^C  +  .  .  . 
0  =   [qq]A  +  [qq]B  +  [qY]C 
0   =   [qq]A+[q'q]B+[q"q'^C 

u.  s.  w.  wotin  man 

[qq]     =   ^^  +  r2  -I-  «2 

[ll]    =  97'  -♦-  ^'  +  ss' 

[qq\    =  qq  +  rr  -^  88 

etc.  etc. 

[q'q']  *=  ^2  H-  r'2  -^  8'^ 

r    r    ii-i      .,         r    II  ^         *   II    i.         t  I' 

[qq]^isqq^rr-+  S9 
etc.  etc. 

[<l"9l  -  f'  -»-  r"»  -I-  s"»  +  ... 
u.  .s.  w.  setzt.   Macht  man  tiim 

(««)  =  [aa]  +  [qq] 
{ab)  =  [ah]  +  [qq'] 
{ac)  =  [ac]  +  [qq] 

etc. 
(bb)  ^  [bh]  +  [q'q'] 
ihc)   =   [bc]  +  [q'q"] 

etc. 
[cc]   =  [cc]  +  [g"7"] 
u.  fi.  w.  BO  wird  auch 

{aa)A  •+■  {ab)B  +  {ac)C  +  .  .  .  =  k  •^aq^—^^ys 
(«*)i4  -♦-  {bb)n  +  {bcjC  +  .  .  .  =z  k'  ^aq'—(fr'^ys' 
{ac)A  +  {bc)B  +  {cc)C  -\-     .  .  =  k' —  aq"  ^  ßr"  — /s" 


^^^      •    •    • 


•    •    • 
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u.  s.  w.  aus  welchen  man  immer ,  auch  nachdem  die  mit  ix,  /?,  y,  etc. 
maltiplicirten  Glieder  abgeschnitten  worden  sind,  die  übrigen  Unbekannt 
ten  bestimmen  kann.  Ja  es  ist .  um  die  Möglichkeit  dieser  Bestimmung 
herbei  zu  fuhren,  nicht  einmal  nöthig  alle  Gleichungen  (39)  auf  die  eben 
erklärte  Art  mit  den  obigen  Gleichungen  zu  verbinden,  sondern  die  An- 
wendung einer  Anzahl  von  n  —  m  der  Gleichungen  (39),  die  man  be- 
liebig unter  diesen  auswählen  kann,  reicht  schon  dazu  aus. 


35. 
Setzt  man  jetzt 

■  {aa)A'  +  (a6)ß'  +  (acjC  +  .  .  .  =  Jfe 
iab)A'  +  {bb)^  +  {bc)C'  -h  .  .  .  =  fe' 
{ac)Ä  +  {bc)B  +  {cc)C'  4-  .  .  .  =  &" 

u.  s.  w.  und  löst  diese  unbestimmt  auf,  so  wird  man  erhalten 


•     (40) 


•    .    • 


(41) 


(42) 


A'  =  (1,1)&  +  (1,2)fc'  +  (1,3)Ä"H 
n  =  (1,2)jk  +  (2,2)  fc'  +  (2,3)  fe"  H 
C  =  (1,3)fe-i-(2,3)ik'  +  (3,3)fe"H 

u.  s.  w.  und  hieraus  ergiebt  sich  in  Folge  der  Gleichungen  des  vor.  Art. 

A  =  A'  —  («^)«  —  («J«)/?  —  («A)y  — , ,  .  . 
D  =  B  -{ßr,)a  -  {ßx)ß  -  {ßk)r  -  .  .  . 
C  =  C  -  (yi,)«  -  (yx)/J  -(yX)r-... 

u.  s.  w.  nachdem  zur  Abkürzung 

(«,/)  =  (1.1)7 +  (1.2)9' +  (1.3)5"- 
(«x)  =  (1,1)r  +  (1,2)/  +  (1,3)r"  - 

{td)  =  (1,1)»  +  (1.2)«'  +  {i,zy  - 

etc. 


ißv)  = 

ißK)    = 
ißk)    = 


(^.2)9 
(1 ,2)r 
(1 ,2)« 


(2.2)9' 
(2,2)r' 
(2,2)«' 


(2,3)?' 

(2,3)r" 
(2,3)«" 


etc. 


{yrj)  =  (1.3)g+  (2.3)9  +  (3.3)9"  + 
(yx)  =  (1.3)r  +  (2,3)r'  +  (3.3)r"  + 
{yX)   =  (1 ,3)s  +  (2,3)«'  -I-  (3.3)«"  + 

u.  s.  w.  gesetzt  worden  ist.    Moltiplicirt  man  nun  die  (42)  der  Reihe 

nach  erst  mit  q,  q,  9",  etc.  dann  mit  r,  r',  r",  etc.  dann  mit  «.  «',  «",  etc.  etc. 
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und  addirt  jedes  Mal,  so  ergeben  sich  in  Folge  der  Gleichungen  (39)  und 
(41)  die  folgenden 


(43) 


u.  s.  w.  wo 


im)  = 
in*)  = 

m  = 


{n*)ß  +  (>?%  +  . . .  =  (»?A0 

{»*)ß  +  (xA)y  -I-  .  ,  ,  =  (xM) 
{*k)ß  +  (AA)y  +  .  .  .  =  (AM) 


(ax)?  +  {ßi)(i  +  (yx)g" 

(«//)r  +  {ßtiY  +  (yj;)r" 

(«A)9  +  {ßk)q  +  (yA)</'^ 

(aj;)«  -I-  (/?//)«'  -I-  (yj;)«" 


elc. 

(,M)  =  («»/)fe  +  (/?,/)fc'  +  (yx)r 


H  = 

(xA)    = 

etc. 

(xJtf)  = 


(«;.)»• 


{ßxy 

(/?x)«' 


(yx)r" 
W 

{r»y 


(«x)jfc  +  (/?x)fc'   +  (yx)fe" 


(AA)   = 
etc. 

(AAf)  = 


u.  s.  w.  Durch  die  Auflösung  der  Gleichungen  (43)  bekommt  man  nun 
immer  die  Werthe  der  Unbekannten  a,  ft,  y,  etc.,  und  substituirt  man 
diese  nebst  den  Werthcn  von  A\  B\  C\  etc.  in  die  (42),  so  ergeben 
sich  auch  die  A,  D,  C,  etc.  durch  bekannte  Grössen  ausgedrückt.  Geht 
man  hierauf  zur  Gleichung  (33)  zurück,  und  substituirt  in  diese  die  aus 
den  (38)  zu  entnehmenden  Werthe  von  yJ,  A\  A\  etc.  so  bekommt 
man,  nachdem 

(a/)  =  pal  -H  p'at  +  p'at  H 
(6/)  =  pbl  -f.  pb't  +  pbl'  H 
[et)   =  pcl  +  pcl  -I-  p'ct  H 


•  .  • 


•  .  • 


•  •  • 


u.  s.  w.  gesetzt  worden  sind, 


Jl  —  o}^A{at)  +  B{bl)  +  C{cl) 
-^af  —ßg  —yh  —  ... 
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welches  der  wahrscheinlichste  Werth  von  Jl  ist.  Multiplicirt  man  femer 
die  Gleichungen  (38)niit  //,  yt\  A\  und  addirt,  so  wird  in  Folge  der 
Gleichungen  (37),  (39),  (36)  das  Gewicht  dieser  Bestimmung 


i<ik+B*'  +  CJfc" 


Hiemit  ist  unsere  Aufgabe  schon  vollständig  gelöst ,  denn  nicht  nur  der 
wahrscheinlichste  Werth  von  J2  und  das  Gewicht  dieser  Bestimmung, 
sondern  auch  die  wahrscheinlichsten  Werthe  der  Unbekannten  x,  x,  x\ 
etc.  nebst  ihren  Gewichten  sind  durch  die  im  Vorhergehenden  abgelei- 
teten Ausdrücke  gegeben,  wie  man  weiter  unten  sehen  wird. 

36. 

Man  kann  in  Bezug  auf  die  eben  erhaltenen  Ausdrücke  fUr  Jl  und 
P  noch  einen  Schritt  weiter  gehen.  Eliminirt  man  die  A,  B,  C,  etc.  durch 
die  Gleichungen  (42),  und  setzt 


F  = 

f  +  («'?)(«/) 

+  ißim 

+  ö^)(c/) 

G  = 

g  +  [ax){at) 

+  {ß*m 

+  W(c/) 

II  = 

h  +  {aX){at) 

+  (/?A)(6/) 

+  ^(c/) 

u.  s.  w.  und  hierauf 

y  =  A{al)  +  B\ht)  +  C\cl)  -h  ... 
Z  =  Fa     +  Gß     +  Hr     -h  ... 
so  wird 

Jl  =  (ü+y— z 

Setzt  man  ferner 

R  =  A'k-hBk!  +  CT  +  ... 

S  =   aifjM)  +  /J(xM)  +  r{^)  +  ... 
so  ergiebt  sich 

Für  Z  lässt  sich  noch  ein  anderer  Ausdruck  geben ,  der  wenigstens  in 
dem  Falle,  wo  man  die  Gewichte  entweder  gar  nicht  oder  doch  nur 
wenige  derselben  kennen  lernen  will,  auf  eine  einfachere  Rechnung 
führt.  Durch  die  unbestimmte  Auflösung  der  Gleichungen  (43)  habe 
man  erhalten 
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«  s=  {M{(i/J»f)  +  \'\,2\{*M)  +  \),3]{XM)  +  ... 
fi  =  11,8}(iyJtf)  +  {2,2;(«J^^)  +  {2,3i(Alf)  +  ... 
r  =  11,3!(iyM)  +  |2,3!(xAf)  +  i3,3}(AM)  +  ... 

u.  s.  w.   Eliininirt  man  hiemit  a,  ß,  y,  etc.  aus  dem  obigen  Ausdruck  (Ur 
Z,  so  wird 


z  = 

j  1,1  F+    1,2}G+    1,3i//+...    (;;3f) 

j}1,2iF+    2,2)  G+   2,3jf/+...|(xi»f) 

•1,3jF+ {2,3|G+    3,3}tf  + . . .  j  (AAf) 

^^^      •      •      • 

Setzt  mau  daher 

(44)    .... 

u.  s.  \v.  so  bekoii 

(imt  man 

z  =  « (t;itf )  +  fi,{»M)  +  r.m  +  . . . 

Dieser  Ausdruck  ruhrt  nuaienllich  iii  der  Au  Wendung  unserer  Aufgabe 
auf  die  Geodiisie,  wie  man  weiter  unlen  sehen  wird ,  auf  eine  kürzere 
Rechnung  wie  jener. 

37. 

Zur  weiteren  Ausnrbeitung  der  im  Vorhergehenden  enthaltenen 
Auflösung  unserer  Aufgabe  ist  zuerst  die  Auflösung  der  Gleichungen  (40; 
auszuführen.  Man  multiplicire  die  erste  (40)  mit  dem  unbestimmten 
Factor  a  und  addire  sie  zur  zweiten ;  man  multiplicire  ferner  die  erste 
mit  «",  die  zweite  mit  /?",  und  addire  beide  zur  dritten ;  ferner  die  erste 
mit  «'",  die  zweite  mit  ^'\  die  dritte  mit  /',  und  addire  alle  diese  zur 
vierten,  u.  s.  w.  Bestimmt  man  nun  diese  Factoren  so,  dass  nach  ein- 
ander A\  A'  und  Ii\  A\  B'  und  C\  u.  s.  w.  verschwinden,  dann  sind 
die  (40)  auf  die  folgende  Form  gebracht  worden, 

{aa)A'  +  (ab)B'  +  {ac)r/  +  [ad]!)'  +  ...  =  3/  =  A 

{bhA)B'  +  [hcA)C'  +  (Hl)ö'  +  ...  =  M' 

(fc,2)C'  +  {cd.%)Ü'  +  ...  =  M" 

(ddrW  +  ...  =  */'" 
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und  für  die  eingeführten  HUlfsgrös$ea  ei^ebei)  sich  die  folgenden  Glei- 
chungen, die  zur  Beslimniung  derselben  dienen.  Die  eingeführten  Fac- 
toren  a',  a,  ^',  etc.  werden  durch  die  folgenden  Gleichungen  bestimmt, 

(aa)a   +  («6)  s=s  0 

{aa)a    +  {ah)ß'  +  {ac)    =  0 
(«6)«"  +  [bb)^  +  (fcc)    Ä  0 

{aa)0i"  +  {ab)ß"  +  [ac)f'  +  (ad)  =  0 
[ab)d"  +  [bbY'  +  [bc)/'  +  (6(i)  =  0 
{ac)tt"  +  [bc)f  +  (cc)/'  +  (cd)    =0 

u.  s.  w.  worauf  (&6,1),  (6c,1),  etc.  etc.  sich  durch  die  folgenden  ergeben,. 

{ab)a'  +  [bb)  =  (t6,1) 

(ac)«'  +  (6c)  =  (6c,  i) 

(ad)a'  +  (6d)  —  (6d,1) 

etc. 

ka'  +  &'  =  Af' 


(ac)«"  +  (6c)/S"  +  (cc)   =  (cc,2) 

{ai)tt"  +  (6(^/8''  +  (cd)  =  (cd,2) 

etc. 

fco"  +  fe'/S"  +  r  =  Äf " 

(od)«'"  -I-  {bd)ß"  +  (cd)/'  +  (dd)  =  (dd,3) 

etc. 
ka    +  kß     +  k  y    -i-  k     ^  M 

u.  s.  w.  Vergleicht  man  aber  die  Gleichungcp  zur  Bestimmung  von  a\ 
^' ,  etc.  mit  den  (40) ,  so  wird  man  sogleich  gewahr ,  dass  sie  sich  auch 
auf  die  folgende  Form  bringen  lassen  müssen, 

{flc^itt  +  (a6)  =  0 

{aa)d'  +  (a6)(S"  +  [ac)  =  0 
(66,1)/J".+  (6c,1)  =  0 

(aa)«"'  +  («6)//'  4-  (ac)/"  +  {od)  ^  0 
(66,1)/'  -K  (6c,  1)/"  +  (6dM)  =  0 

(cc,2)/"  +  (cd,2).  =  0 


u.  8.  w.    Setxt  man  fUr  einen  Augenblick 
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f    ^        ff    »     .        fff    H    ^        ly    fff 

X  -*-  X  f*  +  X  «  +  «« 

y  = 

X     -^  X  p-*-  X  P 

ff 

y  — 

fff             .            IV    fff 

X     -*-  xr 

r  = 

ly 

X 

[66 


etc. 


etc. 


TT       S= 


TT       SS 


ff 

7f     =: 


fff 

n    SS 


etc. 


4                 a'* 

o"» 

J 

^ft 

(oa)     ^^     (W,4) 

4 

4 

ßffft 

(66,4) 

yffft 

(cc,l) 

[ddfi] 

4 

(dd,«) 

etc. 


Ich  mache  darauf  aufmerksam ,  dass  hierin  schon  die  Auflösung  der 
Aufgabe  des  Art.  18  u.  f.  vollständig  enthalten  ist,  denn  die  ftar  die  all- 
gemeine, im  Art.  31  aufgestellte  Aufgabe  noch  hinzukommenden  Aus- 
drücke  hängen  alle  so  von  den  Bedingungsgleichungen  ab ,  dass  sie  zu- 
gleich mit  diesen  wegfallen.  In  Betreff  der  Aufgabe  des  Art.  1 8  wird  also 

a;  =  y  ,     X  =  y\     x  =  y\  etö. 

und  die  Gewichte  dieser  Bestimmungen  werden  bez. 


n 


n 


f    » 


n 


ff       y       \3iO. 


In  Bezug  auf  die  allgemeine  Aufgabe  können  die  bis  jetzt  zusammen- 
gestellten Ausdrücke  als  den  ersten  Theil  der  Auflösung  betrachtet  wer- 
den, und  dieser  Theil  wird,  wenn  nicht  m<,n  ist,  genau  so  ausge- 
führt, als  wären  gar  keine  Bedingungsgleichungen  vorhanden.  Wenn 
aber  der  eben  erwähnte  Fall  eintritt,  so  müssen  zur  Bildung  der  Coeffi- 
cienten  (aa) ,  {ab) ,  etc.  auf  die  eben  erklärte  Art  wenigstens  n  —  m  der 
Bedingungsgleichungen  mit  Weglassung  ihrer  völlig  bekannten  Glieder 
zu  diesem  ersten  Theil  der  Rechnung  hinzugezogen  werden. 


45. 

Der  zweite  Theil  der  Auflösung  unserer  allgemeinen  Aufgabe  fängt 
mit  der  Berechnung  der  mit  ri ,  ri\  etc.  x,  x ,  etc.  etc.  bezeichneten  Httlfs- 
grössen  an ,  die  durch  die  folgenden  Ausdrücke  erhalten  werden, 
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o.  s.  w.  durch  welche  die  Unbekannten  jede  flir  sich  gegeben  sind. 
Dtese  Gleichungen  geben  ausserdem  Anlass  zu  anderen  Ausdrücken  für 
a,  ß\  etc.  Vergleicht  man  nemlich  die  Gleichungen,  aus  welchen  die 
vorstehenden  erhalten  worden  sind ,  mit  denen  flir  d,  f^  etc.,  so  lehrt 
der  Augenschein,  dass  diese  auch  auf  die  folgende  Form  gebracht  werden 
können, 


9       ^^ 

(ab) 
iaa) 

(66,1)    « 

tr     ^^ 

(ac) 
M 

+ 

-/?"- 

(6c.  1) 
(66,4) 

(«1,1) 
(cc.l) 

m 

(aa) 

mLm   \ 

(M.<)       /     . 
(W,«)     "    "*" 

a 

-f  = 

(M.<)             . 
(66,<)            "»" 

(cd.l) 

(cc,«) 

^ 

fft  ^^ 

(cd,«) 
(cc.«) 

u.  s.  w.  Endlich  bekommt  man  aus  den  letzten  AosdrUcken  für  A',  B', 
etc.  sehr  leicht  die  Coefficienten  der  unbestimmten  Auflösung  der  Glei- 
chungen (40),  denn  aus  der  Substitution  der  Ausdrücke  für  M,  M',  etc. 
folgt  sogleich 

(i,1)    rs         '  -        "'•'        -        ""•        -        ""^       - 

(<  .2)  = 
(1,3)  z= 

(<-*)  = 
etc. 

(2.2)  « 

(2.3)  = 

(2.4)  = 
etc. 

(3.3)  = 

(3.4)  = 
etc. 

(4.4)  = 
u.  s.  w. 


(00) 

(66,1) 

^^ 

(CC,J) 

^^ 

(*».») 

o' 

"^P" 

(CC,J) 

"V" 

«"'/)"' 

(66,1) 

(**.») 

(cc,«) 

* 

(«M,S) 
(*».») 

4 

+ 

{cc.*) 

+ 

+ 

(66,«) 

•     •     • 

"^ 

((M,8) 
((W,l) 

4 

+ 

(**.») 

+ 

•     .     . 

(ec.i) 

V"' 

+ 

... 

4 

(AI.») 


•     •     • 
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38. 

Durch  11  Ulfe  des  Inhalts  des  vor.  Art.  kann  man  sogleich  die  Auf- 
löaupg  der  Gleichungen  (43)  hinschreiben,   ^s  wird 


a  SB 

(ijÄ)        •      («Jf,4)      , 
(1,,)      "^    {«*,<) 

^     (iil,8)    « 

/y  = 

r  = 

(a.i) 

u.  s.  w.  wo 

-  a'  =  "^> 

rt"  —   f''^'  -«,  (*^'<>  fl' 
**  "^  W  ^  f««.«) 

-b"  = 

(«ii,<) 
(«*.<) 

etc. 

{ijx)a'  +  (xx) 

=  (xx,1) 

(i^A)«'  +  H 

=  (>a,i) 

etc. 

(t/Ar)a'+  (xM) 

=  (x3f,1) 

{t]X)a"  +  (iril)b"  +  (W)  =  (A^2) 

etc. 
(i/M  )a"+  (xJtf  )(>"+  (AM)  =  (AM,2) 

t 

etc. 


39. 

Nun  lassen  sich  schon  die  Ausdrücke  des  Art.  36  für  J2  und  P  auf 
ihre  einfachste  Form  hinführen.  Subslituirt  man  die  Ausdrücke  des 
Art.  37  ftir  A\  B' ,  etc.  in  den  Ausdruck  für  T,  und  sots^t  den  vor- 
stehenden Ausdrücken  analog 

(a/)«'    +  (W)  =  (W,  \ ) 
u.  s.  w.  so  wird 


'    —    (äa)'^  "^    (66,4)     ^'     "»"     (cc,i)    ^"      "^  '(dd;3)     ^ 


/« 
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und  substituirt  man  dieselben  Ausdrücke  in  den  Ausdruck  Tür  R,  so  wird 


R  = 


iaa) 


M 


f% 


(66,4) 


(CC,2) 


M 


ittt 


(<W,8) 


Substituirt  man  ferner  die  Ausdrücke  des  vor.  Art.  m  den  Ausdruck  für 
Z,  und  setzt 


u.  s.  w.  so  bekommt  man 

Z  =  -M)   F 


Fa 
Gh" 


G  =,  G' 
H  ^  B' 


(XX.  i) 


G'-t-^, 


{iM.%) 


{U,i) 


H" 


und  die  Substitution  derselben  in  den  Ausdruck  für  S  giebt 


S  =    (»>*»* 


(xJf.l)»     .     (XM.t)* 


[xx.i) 


(iU,») 


Will  man  den  zweiten  Ausdruck  des  Art.  36  für  Z  anwenden ,  so  sind 
in  Folge  der  Gleichungen  (44)  die  folgenden  Ausdrücke  zu  berechnen, 


« 


G' 


ini) 


ß.  = 

y.  = 

u.  s.  w.  worauf  sogleich 


G' 

{xx.t) 


H" 


(XX,i) 

U" 

(iX.i) 


b" 


•    •    • 


•   •    « 


Z  =  a{fiM)  +  /?,(KJtf )  +  Y,{m)  +  .  .  . 
berechnet  werden  kann.   Dem  Vorhergehenden  zufolge  wird  darauf 

Jl  =  fi)+  Y—Z,     P  =» 


R-S  • 


40. 
Zur  Reduction  der  Ausdrücke  der  Grössen  {atj),  {ßtj),  etc.  setze  man 


»7    =  ? 

V     =  a'q   ■*•  q 

ft  tf  -        j^t 

n    =  a  q  -^  (fq 

etc. 


X 


X 


a'r 


f     9 


II 


If     ft 

X    =:  a  r 


/s"»-' 


II 


etc. 


u.  s.  w.  worauf  die  Substitution  der  Ausdrücke  für  (1,1),  (1,2),  etc.  des 
Art.  37  in  die  Ausdrücke  für  (arj),  {ßfj),  etc.  des  Art.  35  sogleich 
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z    =  ^F 

'  ißv)  p 

z    =  -, — r  r 

etc. 

—  i^  j. 

etc. 


(ox, 


(XX, 

iyx, 


(XX, 


(xx,4) 


G' 


fl" 


(«>t,>) 

(Zi,«) 

(ii,«)  '^ 

(ZA,«) 

etc. 


fl 


(AA,i) 

(iix,«) 
etc. 


•  • 


wodurch  in  Verbindung  mit  den  Werthen  des  Art.  44  für  y,  y\  etc.  und 
TT,  7t\  etc.  alle  Unbekannten  nebst  deren  Gewichte  gegeben  sind. 

49. 

Will  man  hingegen  auf  die  Kenntniss  der  Gewichte  der  Unbekann- 
ten Verzicht  leisten ,  so  lässt  sich  die  Berechnung  der  Werthe  der  Un- 
bekannten abkürzen ,  indem  die  im  vor.  Art.  angegebenen  Rechnungen 
wegfallen,  und  die  folgenden  kürzeren  an  ihre  Stelle  treten.  Man  rechne 
in  diesem  Falle  die  Grössen  91',  S",  etc.  91",  etc.  etc.  nach  den  folgen- 
den Formeln,  die  ich  für  fünf  Bedingungsgleichungen  vollständig  hin- 
schreiben will. 


91' 

= 

r 

1 

+  J'  b' 

93' 

= 

n 

l 

+  I'b" 

©' 

^ 

i" 

+  j'b'" 

!D' 

= 

f 

+  J'b'" 

91" 

SS 

91' 

+  3)'c' 

93" 

= 

93' 

+  2)'c" 

a" 

^22 

6' 

+  D'c'" 

91'" 

91" 

+  r'b' 

tB'" 

= 

93" 

+  a"b" 

91'" 

= 

91" 

'  +  93"'a' 

und  die  man  leicht  auf  jede  beliebigo  Anzahl  von  Gleichungen  ausdeh- 
nen kann,  wenn  man  erwögt,  dass  hier  x  für  die  letzte  aller  vorhande- 
nen {,  und  b',  b ',  b"',  b"  für  die  letzten  aller  vorhandenen  a,  b,  c,  b,  c, 
etc.  stehen.  Da  hierauf 
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d  =  2)' 
werden,  so  kann  man  ohne  weitere  Holfsgrössen  schon 

etc.  etc. 

berechnen. 


50. 

Wenn  man  der  Kenntniss  der  Unbekannten  nicht  bedarf,  sondern 
blos  eine  Function  Jl  derselben  nebst  deren  Gewicht  zu  ermitteln  hat, 
so  erleidet  das  Verfahren  die  folgenden  Abänderungen.  Die  Ausdrücke 
der  Artt.  42  und  43  nebst  den  Ausdrücken  des  Art.  44  für  die  a\  ^\ 
ß^'\  etc.  müssen  berechnet  werden.  Hierauf  setze  man 

M    =  k 

lüf    :=^  ak    +  U 

M'  =  a"k  +  ^'K  +  fc" 

M"'  =   a"k  H-  ^"U  +  /"&"  +  K 

u.  s.  w.  worauf 

-Y  =  jiM  +  xM'  +  /  "M"  +  rM"'  +  . . . 
und 


nr 


(46) 


(aa) 


(cc,8) 


(dd,i) 


(47) 


werden ,  und  der  erste  Theil  der  Auflösung  ausgeführt  ist.  Es  sind  dar- 
auf die  Ausdrücke  der  Artt.  45  u.  46  zu  berechnen,  während  die  der 
Artt.  47  u.  48  wegfallen.  Statt  der  letzteren  berechne  man 


(xJlf)   =r 


t^Mt 


n'M 


xM 


[aa) 


x'M' 
(66,4) 

(66,4) 


rf'M" 

(CC,2) 

(cc,«) 
(cc,l) 


(48) 


u.  s.  w.  und 
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(xAf.1) 

= 

{xM)  + 

.  {fiM)  a' 

(AJJf.i) 

= 

(AM)  + 

(i?Af)V 

{fiM,i) 

^ 

etc. 

{rjM)c 

(A3f,2) 

^ 

(AJ»f,1)  ■ 

■h  (xJJf.l)r 

iM«.^) 

s^s 

(/iJtf.D  ■ 
etc. 

4-  (xM,1)c' 

[72 


(//J»f,3)  =  (^M,2) 

etc. 


(ÄM,2)r 


u.  s.  w.  worauf  man 


und 

(50) 


Z  =   Mlf  H 

Q    _      (ijJII)* 


{XX,  ^) 


G 


{xM,\)^ 


Ä 


erh&it ,  womit  die  Aufgabe  vollständig  gelöst  ist. 

Hat  man  aber  ausserdem  auch  die  Werthe  der  Unbekannten  x,  x\ 
etc.  nach  den  obigen  Ausdrücken  berechnet,  so  ist  es  klar,  dass  man 
den  wahrscheinlichsten  Werth  von  Jl  schon  durch  die  Substitution  dieser 
Werthe  von  x,  x,  etc.  erhält,  und  in  diesem  Falle  braucht  man  die  vor- 
stehenden Ausdrücke  für  Y  und  Z  nicht  zu  berechnen.  Sind  die  Werthe 
und  Gewichte  von  mehreren  Functionen  zu  berechnen ,  so  müssen  die 
in  diesem  Art.  erklärten  Rechnungen  für  jede  dieser  Functionen  beson- 
ders ausgeführt  werden. 

51. 

In  Bezug  auf  die  Ausdrücke  (45)  für  F,  G,  H,  etc.  ist  eine  Bemer- 
kung zu  machen,  wodurch  ihre  Bedeutung  erklärt,  und  die  Beweise 
der  beiden  am  Ende  des  Art.  45  angeführten  Sätze  erhalten  werden. 
Substituirt  man  die  Ausdrücke  für  t/,  ij\  etc.  x,  x,  etc.  etc.  in  die  (45), 
so  ergiebt  sich  sogleich  in  Folß:e  der  Ausdrücke  ftir  y,  y\  etc.  des  Art. 
44  dass  auch 

=  f  +  qy  +  <)y  +  qy  +  "■ 

Gm  -''."". 

=  9  +  ry  +  ry    +  ry    +  ... 

il  =z  n  +  sy  +  sy    +  s  y    +  . . . 

u.  s.  w.  sind,  und  diese  Ausdrücke  j^eben  zu  erkennen,  dass  F,  G,  H. 
etc.  das  Resultat  der  Substitution  der  Grössen  f +y,  f'+y,  etc.  in  die 
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ursprünglichen  Bedingungsgleichungcn  sind,  wenn  £,  f',  etc.  im  Sinne 
des  Art.  28  wieder  aufgenommen  werden.  Es  wird  mit  anderen  Wor- 
ten in  den  Bezeichnungen  des  Art.  28 

VU  +  y»  f'  +  y''  f'  +  y'.  etc.)  =  F 

z(S  +  y,  5'  +  y>  f'  +  y*.  etc.)  =  G 

etc.  etc. 

Wenn  man  nun  die  Coefficienten  der  veränderlichen  Glieder  von  n  —  m 
Bedingungsgleichungen  mit  zur  Berechnung  der  Hülfsgrössen  (oa),  {ab), 
etc.  benutzt  hat,  so  sind  die  Werthe  von  y,  y\  etc.,  die  man  erhält,  aus 
einer  gleichen  Anzahl  von  linearischen  Gleichungen  bestimmt  worden, 
die  folglich  alle  durch  diese  Werthe  von  y,  y\  etc.  vollständig  erfüllt  sind. 
Es  müssen  daher  die  Gleichungen 

=  qy  +  qy  +qy  -i 

Ol        '  m  "        *  - 

=  ry  +  ^y  +^y  +  ... 

etc. 

wenn  hierunter  die  n  —  m  mit  angewandten  Bedingungsgleichungen  ver- 
standen werden ,  vollständig  durch  die  erhaltenen  Werthe  von  y,  y\  etc. 
erfüllt  sein.  Hiemit  geben  aber  die  obigen  Gleichungen  für  F,  G,  etc.  in 
Bezug  auf  diese  n  —  m  Gleichungen 

F  =  f,     G  =  g,  etc. 

w.  z.  b.  w.  In  jedem  Falle  ergeben  sich  aber  durch  die  Substitution 
der  Summen  der  anfänglich  angenommenen  Werthe  der  Unbekannten 
und  der  y,  y\  etc.  in  die  Bedingungsgleichungcn  sofort  die  Werthe  der 
F,  G,  etc.  und  die  Berechnung  der  Ausdrücke  (45)  wird  überflüssig 
w.  z.  b.  w. 

52. 

Die  vorhergehende  Auflösung  unserer  Aufgabe  zeigt  schon  zur 
Gnüge,  dass  den  Bedingungsgleichungen  (30)  vollständig  Gnüge  gelei- 
stet worden  ist .  aber  demungeachtot  scheint  es  mir  nicht  überflüssig 
dieses  a  posteriori  durch  Anwendung  der  Function  Jl  auf  eine  derselben 
nachzuweisen.  Da  ferner  diese  Bedingungsgleichungen  ohne  Hülfe  von 
Beobachtungen  erlangt  worden  sind .  und  demzufolge  gewiss  sind ,  so 
muss  sich  dieses  auch  durch  das  Gewicht  P  derselben  nachweisen  las- 
sen, welches  in  Bezug  auf  diese  Bedingungsgleichungen  unendlich  gross 
werden  muss.  Sei  zu  dem  Ende 
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CO  =  /*,     k  s=i  q ,     k  =i  q\     k"  ^sr  q" ,  etc. 
dann  wird 

Jl  =  qx  +  qaf  +  qx"  +...+/* 

und  J2=  0  ist  mit  der  ersten  Bedingungsgleichung  (30)  identisch.  Durch 
die  vorsiehenden  Annahmen  ergiebt  sich 

M  =  fj  ,  iJf  sss  ij'  ,  M"  SS  f]" ,  etc. 

{fjM)  =  {titj),       (xAf)  =  {t]K),      [kM)  =  {fjk),  etc. 
(xJ»f,i)  =  0   ,       (äM,2)  =  0  ,  etc. 

womit ,  nach  Substitution  der  Ausdrücke  fUr  x\  /«  6tc. 

und  Z  =  F  folgh'ch 

Jl  SS  0 

wird ,  w.z.  b.  w.   Substituirt  man  auch  die  obigen  Ausdrücke  für  M,  M\ 

etc.  in  die  für  R  und  Z,  so  erhält  man 

R  =   (i^i?)  .      S  =   (lyi;) 
folglich 

P  =  oo 

w.  z.  b.  w.    Auf  dieselbe  Art  beweist  man  das  ErfUlltsein  der  übrigen 

Gleichungen  (30). 

53. 

Für  die  Summe  der  mit  den  bez.  Gewichten  multiplicirten  Quadrate 
der  übrig  bleibenden  Fehler  lässt  sich  mit  Benutzung  des  Vorhergehen- 
den ein  einfacher  Ausdruck  geben.  Da  den  Gleichungen  (30)  vollständig 
Gnüge  geleistet  worden  ist,  so  ist  die  genannte  Summe,  wenn  sie  mit 
W  bezeichnet  wird, 


W  =  p\  ax  +  6a;'  +  ex"  +  , . . 

-i\' 

-4-p    ax+ox  +  cx   +... 

_fp 

//         //                        ■all      /         -            f     "        m 

'+'  p   a  X  +  0  X  +  c  X  -4-... 

-r^ 

+  etc. 

oder  wenn  man  die  Quadrate  entwickelt, 

W  =     [aa]x  +  [ab^x  +  [ac]x  +  . . 

.  —  {at)  X 

+   \[ab]x  +  [bb]x  +  [bc]x"  +  .. 

.  -  {bl)}x 

+    [ac]x  +  [bc]£  +  [cclx"  +  . . 

.  —  {ct)\x' 

+  etc. 

—  \{al)x  +  {bl)x  +  {cl)x"  +  ...  —  (W)j 
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WO  die  Bezeichnungen  [aa],  [ab],  etc.  dem  Art.  3i  und  {al),  {bl),  etc. 
dem  Art.  42  gemiiss  zu  verstehen  sind.  Eliminirt  man  hier  [aa]^  [ab], 
etc.  vermittelst  der  Gleichungen 

{aa)  =  [aa]  +  [qq] 

{ab)  =   [ab]  +  [qq] 
etc. 
die  im  Art.  34  erklärt  worden  sind,  und  setzt 

W  =  { {aa)x  +  {ab)x  +  {ac)x''  +  ...  —  {al)\x 

+  \{ab)x  +  {bb)x  +  {bc)x"  +  ...  —  {bl)\af 

•4-  {(ac)a?  H-  (6c)a?'  +  (cc)a?''  +  ...  —  {cl)\x" 

-f-  etc. 

—  \{al)x  +  (6/)a?'  +  (c/y  +  ...  —  («)1 

W"  =  {[gg>  +  [q(f]x  +  [g?V  +  ...  }^ 
+  \[qq']x  +  [gY>'  +  [g'gV  +  ...  ja?' 

-f-  |[99l^  +  [qq]^'  +  [9YK  -*-•••  i^" 

+  etc. 
so  wird 

W  =  W  -   W" 

Wenden  wir  uns  nun  zunächst  zur  Reduction  der  Function  W\  so 
geben  die  Gleichungen  (30)  zuerst 


[qq]x 
[qq']x 
[qq"]x 

+  [qq]x  + 
etc. 

qq]x  +  . 

qq]x   +  . 

r    »    «1    " 

II     II     II 

1            1            1 

-gf- 
-qf- 

rg  — 

r'g  - 

II 

rg  — 
etc. 

sh  —  ... 
sh  —  ... 

sh  — ,.. . 

deren  Substitution 

W"  = 

=  —  (9^  + 

—  (rx  + 

qsf  + 

f^X   + 

qx  + 

U      II         ^ 

rx  + 

...)/• 
•••)«/ 

—  [sx  + 

s'x  -1- 

II     H 

SX    •+■ 

...)A 

und  in  Folge  der  (30) 
giebt. 

—  etc. 

K' ... 

54.  I 

Zur  Reduction  des  Ausdrucks  für  W  setze  man  zuerst 

k  =  {aa) ,     &'  s=  {ab) ,     ä"  =  {ac) ,  elc.  co  sss  —  {al) 
wodurch 
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mit  welchem  man  eine  Anzahl  von  Veränderungen   vornehmen  kann. 
Seien  die  Gleichungen,  die  den  (29)  entsprechen,  die  folgenden, 


^x  —  3x' 


X 


ff 


X 


Jtt 


X 


jy 


X      = 


tt 


X     —  X 


Jtf 


IV 


X      —  X      = 


1 
1 

2 


also  a  =  1 ,  6  =  1 ,  etc.  a  =  2,  6'  = 
Gleichungen  (30)  die  folgenden 


—  3,  etc.  etc.    Seien  ferner  die 


X 


X 


X 


tt 


I  9t 

X    —  X 


%x 


m 


—  3 


IV' 


X     — X    —  1     = 


0 
0 
0 


also  q=!  i,  q'  =:i,  etc.  r  =0,  r  =  — i,  etc.  etc.  Ich  habe  hier  die  Anzahl 
aller  Gleichungen  absichtlich  der  Anzahl  der  Unbekannten  gleich  ange- 
nommen, um  die  Relationen,  die  daraus  hervorgehen,  am  Beispiel  zu  zeigen. 
Man  muss  nun  hier  bei  der  Berechnung  der  Hulfsgrössen  {aa),  {ab), 
etc.  alle  drei  Bedingungsgleichungen  auf  die  oben  erklärte  Art  mit  be- 
rücksichtigen,  denn  es  ist  hier  n  ^  6,  m  =:  3,  folglich  n  —  m  =s  3. 
Setzt  man  der  Einfachheit  wegen  das  Gewicht  einer  jeden  der  drei  ersten 
Gleichungen  =  1 ,  so  bekommt  man  durch  die  Ausdrücke  des  Art.  42 

{aa)  =  6,  (o6)=— 4,  {ac)=%  {ad)=     i,  {ae)=i,  {af)=:     1.  {al)=     3 
(66)=r  12,(6c)=1,(6(/)=     3,  (6e)=1,  (6/^= 

(cc)=4,  (cd)  =—2,  (ce)=2,  (c/)== 
((/d)=     6,  (de)=0.  (d/)  = 

(ee)=3,  (e/")  =— 1.  (e/)=     3 

(//•)=     3,  (/•/)=-i 
{lt)=     6 
und  hiemit  durch  Art.  43 


1,  (fcQ=— 2 
0,  (cÖ=     3 

2,  ((W)=:— i 


(66.1) 
9.3333. 


(6^1) 
2.3333. 

(cc,2) 
2.7500, 


(6t/,  1) 
3.6667. 

.(crf.2) 
3.2500, 

{dd,3) 
0.55195. 


(6e.l) 
1.1 607, 

{ce,2) 
1.2500. 

(de,  3) 
0.65585, 

(ee,4) 
1.18822, 


{6/;i) 

M667. 
0.7500, 

{dm 

0.29221, 

{ef^) 
•  1.47060, 

WS) 
0.35638, 


(6/,1) 
0 

(c/,2) 
2 

{dl,3) 
0.86364 

(eU) 
0.56470 

(/AS) 
—0.71287 

{11,6) 
—0.0002 
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Es  muss  hier  strenge  (//,6)  =  0  werden ,  die  nicht  vollständige  Erfül- 
lung dieser  Gleichung  durch  die  vorstehende  Rechnung  rührt  blos  von 
den  Fehlem  der  letzten  angewandten  Decimale  her.  Diese  Gleichung 
würde  vollständig  erfüllt  werden,  wenn  man  sich  erlauben  wollte 
(/jr,5)  =  0.35644  statt  =  0.35638  zu  setzen.  Da  diese  Rechnung  zu- 
gleich gegeben  hat 


1 

a 

ß' 

r 

d' 

9.82391, 

9.52Sl88n, 

9.22i85n. 

9.221 85n, 

ß' 

r 

d' 

9.39793n, 

9.59423n, 

9.251 81n, 

Hl 

r 

d" 

0.07255, 

9.65758n, 
0.07i91n, 

9.22185«,     9.69897n 


// 


6 


9.251 81n, 


X 

—ob 


tu 


m 


9.4357  3n,     9.86170» 


IV 


ly 


9.72380i},     0.19443n 


0.09260,      9.67694n 

yi 

X 
0.30108 

wo  die  Logarithmen  statt  der  Zahlen  angesetzt  worden  sind,  so  giebt 
der  Art.  44  zuerst 


i§ 


a 


a 


lU 


9.69897«, 


0.00838«, 
9.83778«, 


und  hierauf 

y    3s  —4.0001 

y'    =s  —3.0000 

y     s=  +7.0000 

y"   =  +5.0000 

y'"   SS   —2.0000 

y'    ==   —2.0000 

Akb»dl.  d.  K. 

S.  GcullMb.  i.  WiMtBieh.  XIII 

ty 


a 
0.06191, 

9.87684, 

ly 

r 

0.26930», 


a 
0.18890 

ß^ 
0.02107 

y 

r 

0.42388» 

.y 


0.301  lOn 


TT       = 


TT       = 


Hl 

n    =s 

ly 
1t      = 


n     = 


10.0045 

4.5573 

25.5651 

1 4.2278 

5.1406 

2.8058 
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mit  welchem  man  eine  An/alil  von  Vi 
Seien  die  Gleichungen,  die  den  (20)  ent: 
X  -i-  x  -i-  x"  +  x"  -t- 
2x~Sx' 

x"  —  x"  ■+■ 
also  a  ^  \,  b  ^  I,  etc.  a  ^  t,  b'  := 
Gleichungen  {M)}  <lie  folgenden 
X  -t-  x  +  x" 

X  —  x"  +  tx" 

3. 

also  fl  =  \,  q'  ^=\.  elc. r  =  0,  ?■'  :^  —  1 , 
aller  Gleichungen  absichtlicli  der  Auzali 
nommen,  um  die  Relationen,  die  daraus  he' 
Mün  muss  nun  hierbei  der  Berecli 
etc.  iille  drei  Bedingungsgieichungen  .t 
rucksichtigen,  denn  es  ist  liier  w  = 
Setzt  man  der  Einfachheit  wegen  das ' 
Gleichungen  =:  1 ,  su  bekommt  m» 
{aa)  =  6.  {at)=  — 4.  (ac)=2.  {ad)^ 
{bb)=    12,  {bc)  =  i.  (M= 


(cr}=:i. 


JJ 


und  hieiiiit  thirtli  All.  4;) 

(Mj)      (k-.i)         ;i 

9.3333,     ä.3333,  3.1 

(CT,2)  (■ 

S.ISOO,     — 3.S 


^^j  VON  DER  MbTBÖDB  DSM  itBlNSTEN  O^ADRATE  etC.  6^3 

und  wenn  man  die  letzte  Decimale  ausgleicht 


z    =       2.0000 

fi    =s     6.0000 

z     =       1.3333 

fi    Ä     2.6667 

z'   Ä  —2.3333 

/i    =  14.3333 

z"  B  —3.3333 

fi"  =     8.6667 

z"  =  +0.6667 

/u*  =     3.5000 

z'   =5  +1.6667 

ft    =     1.1667 

Es  wird  daher  schliesslich 

X    Ä  —6           mit  dem  Gewicht  =  0.250 

x'    =  —4.3333     » 

»          »        =  0.529 

x'  s  +9.3333     » 

»          »        SS  0.089 

x"  SB  +8.3333     . 

»          »         =  0.180 

«'"  =r  —2.6667    » 

»          »        SS  0.610 

x'   SS  —3.6667     . 

»          «        SS  0.610 

Löst  man  die  gegebenen  sechs  Gleichungen  auf  gewöhnUche  Art  auf, 
welches  wegen  der  einfachen  CoefGcienten  in  diesem  Falle  leicht  zu  be- 
wirken ist,  so  bekommt  man  dieselben  Werthe  der  Unbekannten  wieder. 
Die  Gewichte  habe  ich  mit  berechnet ,  weil  sie  in  der  That  im  gegen- 
wärtigen Falle  dieselbe  Bedeutung  haben,  wie  in  dem  Falle,  wo  die 
Anzahl  der  Gleichungen  grösser  ist  wie  die  der  Unbekannten.  Giebt 
man  den  ursprünglichen  Gleichungen  andere  Gewichte ,  wie  die,  welche 
oben  angenommen  wurden,  so  wird  man  im  gegenwärtigen  Falle  zwar 
immer  dieselben  Werthe  der  Unbekannten  wieder  erhalten,  aber  die 
Gewichte  werden  andere  Werthe  bekommen.  Wenn  man  im  Gegentheil 
in  den  Fällen ,  wo  die  Anzahl  der  Gleichungen  grösser  ist  wie  die  der 
Dabekfimten ,  die  Gewichte  der  Gleichungen  ändert ,  so  werden  sich 
niebt  nur  die  Gewichte  der  Unbekannten,  sondern  auch  die  Werthe  der- 
selben ändern. 

Da  im  gegenwärtigen  Falle  die  Summe  der  Fehlerquadrate  =s  0 
werden  muss ,  so  muss  sich  dieses  auch  durch  die  Werthe  von  W  und 
W"  des  Art.  54  aussprechen.  Man  findet  in  der  That  durch  die  dortigen 
Ausdrücke 

folgüch  W  =  0. 
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57. 

Es  soll  Dun  das  vorhergehende  Beispiel  in  soweit  abgeändert  wer- 
den, dass  wir  die  letzte  Unbekannte  uns  wegdenken,  und  daher  die  fol- 
genden Gleichungen  aufzulösen  haben, 


x+x  +x  +x  +x 

=s 

1 

ix—3af 

=s 

1 

n             III             ly 

X  —0?   +x 

= 

2 

a?  +  a?'  +  a? 

+1 

=s 

0 

X  ^^  X  "^  aX 

—  3 

= 

0 

x" 

—4 

— 

0 

Hier  ist  also  die  Zahl  der  Gleichungen  um  Eins  grösser  wie  die  der  Un- 
bekannten ,  und  dieses  Beispiel  hat  das  Eigenthttmliche ,  dass  man  aus 
den  Gleichungen  sogleich  erkennt,  dass  der  Werth  o;'^  =  1  mit  unend- 
lich grossem  Gewicht  daraus  hervorgehen  muss.  Man  könnte  x*^  so- 
gleich eliminiren,  allein  um  zu  zeigen,  dass  die  allgemeine  Auflösung 
die  genannten  Werthe  fUr  x""  und  dessen  Gewicht  giebt,  werde  ich  diese 
Elimination  nicht  ausführen.  Setzen  wir  nun  wieder  das  Gewicht  einer 
jeden  der  drei  ersten  Gleichungen  =  1 ,  so  ist  die  Auflösung  durch  Hülfe 
der  im  vorhergehenden  Beispiel  erhaltenen  Werthe  der  Httlfisgrössen  leicht 
auszuführen.  Die  {aa),  {ab),  etc.  (66,1),  etc.  behalten  dieselben  Werthe, 
nur  müssen  von  denselben  alle,  die  in  ihrer  Bezeichnung  den  Buch- 
staben /*  enthalten,  weggelassen  werden.  Die  Grösse  (M,6)  fällt  auch 
weg,  und  an  deren  Stelle  tritt 

(//,5)  =  1.4257 

ein.  Von  den  mit  a,  /9,  etc.  bezeichneten  Httlfsgrössen  fallen  sowohl  die 
e,  wie  die  welche  den  Index  fünf  haben ,  mit  Ausnahme  von  /  weg, 
endlich  fällt  auch  x"'  weg.    Man  erhält  daher  sogleich 


y 

= 

—0.9107 

jf    ^ 

3.3078 

1 

y 

^ 

—0.9009 

r 

1.4656 

y 

=s 

+  1.6930 

5.8036 

IM 

y 

= 

-»•1.0000 

III 

3.0008 

v" 

— 

+0.4752 

ly 

0.8417 

Für  den  zweiten  Theil  der  Auflösung  bleiben  nun  die  i;,  %,  A  dieselben 
mit  der  Ausnahme ,  dass  wieder  r/,  x ,  X  wegfallen ,  und  es  werden 
daher  hier 
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F= +0.88113,     G=— 3,59404,     fl  == —0.52476*) 
{rjtj)  =  +0.99014,     (xx)  =       0.75248.     (U)  =  0.84174 
(ly«)  =  —0.04952,     (xÄ)  =  +0.19802, 
{tjk)  =  +0.03971  , 
woraus  durch  die  Ausdrücke  des  Art.  46  die  folgenden  hervor  gehen,    ' 
(xx,1)  =    ,  0.75000  ,     (a,2)  =       0.78681  ,     K"  =  17.778 
(xA,1)  =  +0.20001  ,         H'  =  +0.38660  , 

C  =  —3.54997  , 
a'  =  (8.69908)  ,     h'  =  —(8.60320),     j   =      (9.94934) 

h"  =  —(9.42599) .    j"  =  —(0.67517) 

|"'=s      (9.69141) 

wo  die  Logarithmen  statt  der  Zahlen  angesetzt  sind.  Man  bekommt  femer 

(arj)  =   +1.25763,     (ax)  =   +0.28711  ,     [aX)  =   +0.97068 

ißri)  =  +0.84172  ,     {ßx)  =  +0,20790  ,     {ßX)  =   +0.63390 

{y,j)  =  —1.10921  ,     (yx)   =  —0.54455,     (yi.)  =  —1.56490 

[dt])   =  —1.00022,     (dx)   =       0  ,     (dl)  =  —1.00015 

(«),)   =  +0.03971  ,     (ex)   =  +0.19802  ,     («Ä)  =  +0.84174 

(ox,1)  =  +0.35001  ,       (a;i,2)  =  +0.82690 

(ßx/)  =  +0.25000  ,       ißk,^)  =  +0.53347 

(yx,1)   =  —0.60002,       (yA,2)  =  —1.36041 

(tfx.1)  =  —0.05002  ,       ((Kl.2)  =  —0.94669 

(ex,1)  =  +0.20001  ,       («A,2)   =  +0.78681 

z  =  —0.1313  /M,  =  2.6296 

z  =  —0.1721  fi  =  1.1605 

z"  =  +1.1845  /  =  4.0748 

z"  =  —1.1185  //'  =  2.1527 


and  hiemit 


woraus 


z'"  =  —0.5248         fi'"  r=  0.8417 

X    =  —0.7794  mit  dem  Gewicht  =  1.475 
x    =  —0.7288    .       ))  .        =  3.278 

x"   =  +0.5085    »       »  .        =  0.578 

x"   =  +2.1185    »       »  .        =  1.179 

x"  =  +1.0000    »      »  »        SS      c» 


*)  Da  hier  n  —  m  s  3 ,  aber  demungeachlet  alle  drei  Bedingungsgleichungen 
mit  zur  Berecbnung  von  {aaj,  {ab),  etc.  gezogen  worden  sind,  so  können  nicht  mehr 
Fssf,  etc.  werden.  Auf  die  Werthe  der  Unbekannten  und  ihrer  Gewichte  ist  dieses 
ganz  ohne  EinQuss. 
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hervorgehen.    Es  ist  also ,  wie  voraus  gesehen  wurde,  x""  =s  1  mit  un- 
endUch  grossem  Gewicht  aus  der  Rechnung  hervorgegangen. 

Die  Ausdrücke  des  Art.  54  geben  jetzt  für  die  Summe  der  Fehler- 
quadrate 

W  =  19,204  ,     W  =  11 
womit 

TF  =  8,204 

wird. 

58. 

Man  kann  dieses  Beispiel  auch  durch  das  Verfahren  des  Art.  29 
behandeln,  und  muss  dieselben  Resultate  erhalten.  Die  gegebenen  Glei- 
chungen führe  ich  zu  diesem  Zwecke  wieder  an 


^+    X  -t-iT    •+•   X     +J? 

SS 

1 

2a?  — 3a?' 

IK 

\ 

aj'  —  a?    +  a/ 

» 

2 

+1 

SS 

0 

-c'_x"+2x" 

—3 

s= 

0 

a!" 

— 1 

u^ 

0 

Zur  Elimination  eignen  sich  hier  x,  xf,  x  ,  und  diese  sind  es  daher,  die 
man  unter  den  a.  a.  0.  mit  o? .  x  ,  x  bezeichneten  Unbekannten  ver- 

/  '  II  ^  Ul 

stehen  muss.   Die  vorstehenden  Bedingungsgleichungen  geben  nun 

X    =  — 2x"  +  2a;"'— 4 
a?    =s         a?  —  2j?    +3 

x"  ^  1 

und  die  drei  ersten  Gleichungen  werden  nach  der  Elimination  dieser 

a!"  »  \ 
—nx"-^\Qx"'  SS  18 
x"     ^x"  »  1 

Zufolge  der  Bezeichnungen  des  Art.  29  ist  also  jetzt 

a  =  0  ,  b  =  1  ,  n  =  1 
a'  =  — 7  ,  B'  =  10  ,  n'  «  18 
a"  =      1  ,    b"  =  -1  ,    n"  =    1 

und  biemit  werden,  da  fortwährend  p  ss  p'  ;b  p"  ss  1  sind, 
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{m)  =  50  ,     (aB)  =  —71  ,     (an)  =  — 125 

(bb)  =     102,     (bn)  =       180 

weshalb  die  aufzulösenden  Gleichungen 

50x'  —Hx'"  =  —125 
— 71a?"+102rp'"  =       180 

sind.   Löst  man  diese  unbestimmt  auf,  indem  man  die  rechten  Seiten 
derselben  bez.  mit  a  und  ß  bezeichnet,  so  bekommt  man 


69  ■       59 

71  _50 

59      ^  "*"     69 

und  es  wird  also  in  der  Bezeichnung  des  Art.  30 

60 


Die  vorstehenden  Gleichungen  geben  nun 


x"  =  -^^  mit  dem  Gewicht  =    ^^ 


fff  496  59 

69  %  50 

und  substituirt  man  diese  Werthe  von  x"  und  x"  in  die  obigen  Glei- 
chungen für  X,  Qi,  x\  so  ergiebt  sich 

Für  die  Gewichte  dieser  drei  Bestimmungen  erhält  man  durch  Verglei- 
chung  der  Gleichungen  (26)  mit  den  obigen  für  x,  x\  ^"^  zuerst 

^    =  — 2  ,     1^    SS  +2 

^'     SS     +1    ,        I.'     SS     ~2 

^"=       0,     v"  ^       0 
es  wird  also  zufolge  des  Art.  30 

4-  «  4(/,/) -8  (/,//) +4  (//,//) 

-Jr  =  (/./)-4(/,//)+4(//,//) 

W  =  0 


und  nach  der  Substitution 


69  nr  59 


P    o^>  p'    ^^>  p'»'    

'^    "^      40     '       '^      —      48     '       ^       ~ 


00 
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Verwandelt  man  die  hier  in  rationalen  Brüchen  gefundenen  Resultate 
in  Decimalbrüche ,  so  wird  man  mit  den  Resultaten  des  vor.  Art.  voll- 
ständige Uebereinstimmung  finden. 

Substituirt  man  die  hier  erhaltenen  Werthe  der  Unbekannten  in 
die  drei  ersten  der  gegebenen  Gleichungen,  so  sind  die  ttbrig  bleibenden 
Fehler 

■*"    69     '  59     '  59 

und  folglich  die  Summe  ihrer  Ausdrücke,  oder 

W  =  ^-  =  8.203 
auch  mit  dem  vor.  Art.  übereinstimmend. 

59. 

Das  Beispiel  soll  noch  so  geändert  werden,  dass  ausser  x^  auch 

x'*"  und  x"  weggelassen  werden.  Die  gegebenen  Gleichungen  sind 
also  jetzt 

x+  X  '^x'  =  1 

2x  —  3x  =  1 

'      x"  =2 


x+  x+x"+i   =  0 
a?'— a;"— 3  =  0 

Da  hier  m  ^=  n  ist,  so  können  die  HülfsgrOssen  {aa),  (a6),  etc.  ohne  Zu- 
ziehung der  Goefficienten  der  Bedingungsgleichungen  berechnet  werden, 
aber  die  Zuziehung  dieser  letzteren  kann  das  Resultat  nicht  im  Gering- 
sten ändern ,  und  um  dieses  zu  zeigen  soll  hier  die  Auflösung  auf  beide 
Arten  durchgeführt  werden.  Ziehen  wir  nun  zuerst  die  Goefficienten 
der  Bedingungsgleichungen  hinzu,  so  bleiben  die  ersten  Hülfsgrössen 
dieselben  wie  vorher,  und  können  aus  dem  Vorhergehenden  entnommen 
werden;  sie  sollen  zu  mehrerer  Deutlichkeit  hier  wiederholt  werden. 
{aa)  =  6  ,     (ab)  =  —4  .     {ac)  =  2  ,     (a/)  =       3 

(66)  =  12.  (6c)  =  1  ,  (6/)  =  -2 

{cc)   =  4  ,  (c/)  =   3 

(//)  =   6 
(66,1)  =  9.3333  ,  (6c,1)  =  2.3333  ,  (61,1)  =  0 

(cc,2)  =  2.7500  ,  (c/,2)  =  2 

(//,3)  =  3.0454 
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«'  ^  (9.82391)  ,     ^ 
a    =  —(9.69897) 


—(9.52288)  ,     X    =  —(9.69897) 
—(9.39793)  ,     /'  =        0 

/"=  —(9.68170) 


wuiaua 

jy    SB  +0.1364 

n;    =  0.3052 

ly'    =:    —0.1818 

Tt    =  0.1299 

tj"  =  +0.7273 

«"=  0.3637 

folgen.    Ferner  werden 

y    =       \ 

X    =       0 

y'    =       1 .6667  , 

x'  =       1 

y"  =        0.2500  , 

x"=  -1.2500 

F  =  +1.6818  , 

G  =  —3.9091 

(,j,)  B        0.48701    , 

(jjx)  =         0.06493 

(xx)   =         0.67533 

(j«(.1)  Ä        0.66667   , 

it'  =  +  5.808 

Ä"=       31.435 

4'  =s  —(9.12491)  . 

j'    =        (0.53824) 

1"  =  —  (0.79239) 

{(tri)  =  0.24025, 

(ax)  =       0.29870 

ißfj)  =  0.15584. 

(/Jx)  =       0.22077 

(yjj)    SB  0.09091  , 

(yx)   =  —0.45455 

(ax,1)  = 

0.26667 

(/?x,1)  = 

0.20000 

(yK,1)   = 

—0.46667 

woraus 

z    =  —0.8237 

fi   =  0.2252 

z    s=  —0.7018 

fi'  3s  0.1099 

z"  =       3.2073 

/i"  =  0.3437 

und 


X 


0.9601  mit  dem  Gewicht  =  12.50 

0.5200    »       »  »SS  50.00 

■2.4800    »       B  >        =  50.00 


hervor  gehen.   Es  wird  ausserdem 

W  =  34.480  ,     W" 
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woraus  man 

W  s  24.480 
bekommt. 

60. 
Nehmen  wir  nun  wieder  dieselben  Gleichungen  vor,  nemlich 


x+  x' 

-k-x" 

SB 

1 

%X  —  Z3f 

SS 

1 

d!' 

sa= 

2 

x+  x' 

+  x"H 

n  = 

0 

x'^x"'-Z  =  0 

und  lassen  bei  der  Berechnung  der  Hulfsgrtissen  [aa),  {ab),  etc.  die 
Goefficienten  der  Bedingungsgleicbungen  weg.   Hiemit  werden 

(oa)  «  5  .     («6)  SS  — 5  ,     (flc)  =  1  ,     (o/)  Ä       3 

(W)  SS     10  ,     (6c)  =  1  ,     (6/)  SB  —2 

{cc)  SS  2  ,     (d)  =       3 

W  «       6 

(W,1)  »  5  ,    {he,\)  =  2  ,    {hl,\)  =  1 

(cc,2)  =  \  ,     (C/.2)  =s  2 

(«,3)  »  0 


/  1  .        » 

.       2  »"  =  1 


// 


femer 


jy      SS     1    ,  »     SS  0 

,'  SS   2  ,  »'  «  1 


1?"  «  0  . 

»  ^^ 

(jyjy)  »  1 ,   {tl»)  = 

5     '       ^ 

H« 

54            /, 

(«,.1)  «  2  ,  C  =  - 

8t 

5 

r  = 

64  t 
t5 

« 

a             „'' 

7 
5 
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Ferner 


5 
7 


^^84  17 


also 


,    18  I  17 

^    — iT  '         /* 8T 

»  44t  «  48 


j?  Ä      -^  mit  dem  Gewicht  =  ^ 


^     ™             85 

» 

»         » 

=  50 

«                    68 
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mit  den  im  vor.  Art.  erhaltenen  Resultaten  völlig  übereinstimmend. 

61. 

In  dem  eben  behandelten  Beispiel  findet  noch  ein  Umstand  statt, 
welcher  Beachtung  verdient.  Die  erste  durch  Beobachtungen  gegebene 
Gleichung  ist ,  abgesehen  vom  völlig  bekannten  Gliede ,  mit  der  ersten 
Bedingungsgleichung  identisch ,  so  dass  in  der  That  von  den  fltnf  ge- 
gebenen Gleichungen  nur  vier  von  einander  wesentlich  verschieden  sind. 
Es  ist  von  Interesse ,  zu  erfehren  welchen  Einfluss  dieser  Umstand  auf 
das  Resultat  hat,  und  diesen  zeigt  die  Methode  des  Art.  S9  am  Binlaob- 
sten,  weshalb  ich  dasselbe  Beispiel  auch  nach  dieser  Methode  behandeln 
werde.  Die  Gleichungen  sind  wieder 
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Eliminirt  man  hiemil  x  und  x  aus  den  drei  ersten ,  so  bekommt  man 

0=2 
^Ix"  =  18 
/  =     2 
folglich  nachdem  man  mit  den  Coefficienten  von  x"  multiph'cirt«  und  ad- 
dirt  hat, 

^    —  iT 

und  durch  die  Substitution  dieses  Werthes  in  die  Gleichungen  für  x  und  x 


J6     •  —      85 

mit  den  vorher  erhaltenen  Werthen  identisch ,  und  dasselbe  findet  man 
auch  in  Bezug  auf  die  Gewichte.  Man  erkennt  aus  dieser  AuflOsuDg, 
dass  die  Methode  von  selbst  die  Gleichung ,  die  in  den  übrigen  enthal- 
ten ist ,  ausschliesst  und  unberücksichtigt  ISisst,  und  so  wird  es  in  allen 
ähnlichen  Fallen  stattfinden.  Nehmen  wir  um  einen  zusammengesetzte- 
ren Fall  herbei  zu  führen 

0/  -♦-  3a?  —  ü?    sss  5 

statt  der  vorherigen  ersten  Gleichung  an ,  so  findet  sich  durch  die  Eli- 
mination 

0  s     0 

—  Ix    =  18         . 

X    x^    2 

woraus  wieder  für  die  Unbekannten  und  deren  Gewichte  dieselben  Wer- 
the  hervorgehen  wie  vorher.  Die  obige  Gleichung ,  deren  Wirkung  durch 
die  Methode  annullirt  worden  ist,  ist  wieder  in  den  beiden  Bedingungs- 
gleichnngen  enthalten ,  und  entsteht ,  wenn  man  das  Doppelte  der  zwei- 
ten zur  ersten  addirt. 

62. 

Dass  auch  die  zweite  Methode  dieselbe  Eigenschaft  besitzt ,  lasst 
sich  leicht  dadurch  zeigen ,  dass  man  sie  mit  Weglassung  der  ersten  ge- 
gebenen Gleichung  auf  die  übrigen  anwendet.  Seien  daher  jetzt 

2a?  — 3a?'  =   1 

X    »  2 


X  +  X+X+issO 

af  —  x"  —  3  =  0 
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durch  diese  Methode  zu  behandeln.  Hier  wird,  wenn  man  die  erste  Be- 
dingungsgleichung zur  Bildung  der  ersten  Hülfsgrössen  zuzieht,  da  jetzt 
n  —  m  =  1  ist , 

{aa)  =  5  ,     {ab)  =  —  5  ,     (ac)  =  1  ,     (o/)  =        2 

(66)=      40,     (6c)  =»1,     (61)  =  —  2 

(cc)  =  2  ,     (cl)  =       2 

W  «       5. 
wo  blos  die  Grössen  die  /  enthalten  von  denen  des  Art.  60  verschieden 

sind.  Femer 

(66.1)  =  5  ,     (6c,1)  =  2  ,    ■(6/.i)  =  —  1 

(cc,2)  =  1  .     (c/.2)  =       2 

(11,3)   =r  0 

WO  alle  Grössen  mit  denen  des  Art.  60  übereinstimmen.   Hieraus  folgt 


y   =  —  i  TT   = 


49 


y    =  —  \  n    = 


S5. 

y    =         z  ;r    =s  1 

WO  wieder  die  n  mit  dem  Art.  60  Übereinstimmen.  Ferner 

iy   =  1  »  =        0 

,y'  =  2  x'  =        h 

tj  =0  »  =  ~_ 

ivn)  —  ^  ,   (ri»)  =     ^ ,   F=     ^ 

H  =       lg-  .     G  =  —  6 
(jM.,1)  «  2  ,       C  =  —  " 
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ferner 


SS 


H)  =  -T '    («*)  ~      -ij- .    («*.*)  = 


15    I       v—v  —  6 


(n)  =  0   .     H  = ^  ,     (yx,-!)  =  —  -J- 

wie  im  Art.  60,  mit  Ausnahme  von  F,  G,  und  den  davon  abhängigen 
Grössen.  Hiemit  werden 
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«            4» 

woraus  wieder  dieselben  Werthe  der  Unbelcannten  und  der  Gewichte 
derselben  bervorgeben  wie  vorher.  Die  Summe  der  Fehlerquadrate  wird 
jetzt  etwas  anders ,  weil  die  weggelassene  erste  Gleichung  nicht  mehr 
mitzählt.  Man  bekommt 


5t7 
IT     sas 

woraus 


W  «  ^  ,     W  =  1 


w  = 


SIS 


as 

folgt. 


63. 

Um  das  Beispiel  möglichst  zu  erschöpfen  will  ich  schliesslich  die- 
selben Gleichungen  wieder  mit  der  Veränderung  vornehmen ,  dass  die 
zweite  Bedingungsgidcbung  mit  zur  Berechnung  der  (oa),  {ab),  etc.  ge- 
zogen werden  soll.  Hiemit  wird 

(oa)  a  4  ,    {ab)  s=  -  6  ,     (oc)  =       0  ,     (o/)  —  2 

(66)  =      10  .     (6c)  =  —  <  ,     {bl)  =  —  3 

{cc)^       2 ,     {et)  =  2 

(!/)=  5 

(66.<)  =  1  ,    (6c,1)  =  -  1  ,     (6/,1)  =  0 

(cc,2)  =        1  ,     (ci,2)  =  2 

(ö,3)  »  0 
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woraus  wieder  dieselben  Werihe  der  Unbekannten  und  der  Gewichte 
hervorgehen  wie  vorher.  Für  die  Summe  der  Fehlerquadrale  wird  jetzt 

W  =  -^^  ,     W  =  9 
also 

^^  i5 

wie  im  vor.  Art. 

Ich  habe  ehe  ich  weiter  gehe  hier  noch  eine  Bemerkung  einzu- 
schalten. Wenn  man  die  zwei  Verfahrungsarten ,  die  für  die  Auflösung 
der  allgemeinen  Aufgabe  in  dieser  Abhandlung  entwickelt  worden  sind, 
in  ihrer  Anwendung  auf  das  eben  behandelte  Beispiel  betrachtet ,  so 
scheint  es ,  dass  die  Auflösung  des  Art.  29  auf  geringere  Arbeit  führt, 
wie  die  später  entwickelte.  In  der  That  hat  im  vorstehenden  Beispiel 
jene  Auflösung  auf  eine  kürzere  Rechnung  geführt  wie  diese.  Aber  die- 
ses findet  nur  in  so  einfachen  Fallen,  wie  der^  den  dieses  Beispiel  dar- 
bietet, statt.  In  der  Anwendung  auf  Fälle,  in  welchen  die  Zahl  der  Un- 
bekannten und  der  Bedingungsgleichungen  grösser  ist,  und  die  Coeffi- 
cienten  keine  so  einfache  Zahlen  sind  wie  hier,  sondern  aus  Decimal- 
brüchen  ohne  Ende  bestehen ,  ist  die  Sache  eine  andere.  In  solchen 
Fällen  ist  die  zweite  Auflösung  im  Allgemeinen  diejenige ,  welche  ge- 
ringere Arbeit  verursacht ,  und  nur  in  besonderen  Fällen ,  namentlich  in 
solchen ,  wo  die  Elimination  der  mit  x^,  x^,  etc.  bezeichneten  Grössen 
leicht  bewerkstelligt  werden  kann,  die  erste  Auflösung  vorzuziehen. 


666  P.  A.  Hansbi«,  [d6 

§.4.    Anwending  der  eben  gelösten  Aufgabe  anf  die  Geodisie,  mter 
der  Bedingang,  dass  nur  Eine  Gmndlinie  genessen  worden  ist 

a)  Erstes  Verfahren. 

64. 

Wir  kommen  jetzt  zur  Anwendung  der  im  Vorhergehenden  ausge- 
führten Auflösung  auf  die  Geodäsie.  Zwar  ist  von  derselben  schon  im 
Art.  55  durch  ihre  Hinftahrung  auf  die  Gaussische  Aufgabe  des  »Supple- 
mentum  theoriae  combinationis  etc.«  eine  geodätische  Anwendung  gege- 
ben worden ,  allein  diese  ist  nicht  immer  anwendbar ,  indem  Umstände 
eintreten  können ,  die  einer  allgemeineren  Aufgabe  angehören. 

Es  wird  jetzt  angenommen ,  dass  in  einem  Dreiecksnetze  eine  grös- 
sere Anzahl  von  Winkeln  gemessen  worden  seien ,  wie  diejenige ,  die 
mit  der  Zuziehung  Einer  Dreiecksseite  hinreichend  und  nöthig  ist  um 
dieses  Dreiecksnetz  zu  bestimmen,  und  nach  der  Ausgleichung  der  Mes- 
sungen geflragt,  durch  welche  die  wahrscheinlichsten  Werthe  dw- 
selben  hervorgehen.  In  Bezug  auf  die  Messungen  selbst  soll  zuerst  an- 
genommen werden ,  dass  man  nicht  die  Winkel  für  sich ,  sondern  die 
Richtungen,  die  die  Schenkel  der  Winkel  bilden,  unmittelbar  einge- 
schnitten habe*).  Man  wird  weiter  unten  sehen,  dass  jener  Fall  sich 
mit  Vortheil  für  die  Abkürzung  der  Rechnungen  auf  diesen  hinführen 
ISisst.  Das  Verfahren  bei  den  Messungen,  welches  der  nun  zu  ent- 
wickelnden Anwendung  der  allgemeinen  Aufgabe  zu  Grunde  liegend 
gedacht  wird,  ist  daher  das  folgende. 

Nachdem  auf  irgend  einer  Station ,  die  zugleich  einen  Dreiecks- 
punkt bildet ,  der  Theodolit  aufgestellt  und  nivellirt  worden  ist ,  stelle 
man  bei  unverändert  gelassenem  Kreise  desselben  die  übrigen  Dreiecks- 
punkte, in  so  weit  sie  sichtbar  sind,  durch  blose  Bewegung  der  Alhidade 
in  das  Fernrohr  ein ,  lese  nach  jeder  Einstellung  die  Mikroscope  oder 
die  Nonien  des  Theodoliten  ab,  und  notire  die  Ablesungen.  Hierauf 
drehe  man  den  Kreis  des  Theodoliten  um  einen  beliebigen  Bogen ,  und 
wiederhole  dasselbe  Verfahren ,  welches  fortzusetzen  ist ,  bis  die  vor- 


*)  Die  Messung  der  RichiungeD  statt  der  Winkel  selbst  ist,  so  viel  ich  weiss, 
zuerst  von  W.  Slrube  angegeben  und  angewandt  worden.  S.  Schum.  Astr.  Nacbr. 
B.  n.  p.  434  u.  f. 
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bestimmte  Anzahl  von  Einstellungen  eines  jeden  Dreieckspunkts  erlangt 
ist.  Eine  jede  solche  Reihe  von  Einstellungen  nenne  ich  einen  Gyrus 
(gyrus  horizontis).  Die  zufällige  Beschaffenheit  der  Atmosphäre  und  auch 
andere  Umstände  können  bewirken ,  dass  nicht  jeder  Gyrus  alle  einzu- 
schneidenden Punkte  enthält,  und  wenn  deren  viele  vorhanden  sind ,  so 
wird  man  jedenfalls  nicht  Alle  in  jeden  Gyrus  aufnehmen ,  weil  dadurch 
bewirkt  werden  würde ,  dass  man  sich  zu  lange  auf  den  unveränderten 
Stand  des  Theodoliten  verlassen  mttsste.  Man  wird  im  letztgenannten 
Falle  für  jeden  Gyrus  ein  Maximum  von  Einstellungen  festsetzen ,  und 
die  in  jedem  Gyrus  einzuschneidenden  Punkte  so  auswählen ,  dass  mög- 
lichst viele  verschiedene  Combinationen  derselben  vorkommen.  Man 
wird  ferner  die  verschiedenen  Gruppen ,  in  die  man  zu  diesem  Zwecke 
alle  einzuschneidenden  Punkte  getheilt  hat ,  mehrmals  einschneiden »  so 
dass  von  jeder  derselben  eine  zweckmässige  Anzahl  von  Gyris  erhal- 
ten wird. 


65. 

Indem  wir  nun  zur  Anwendung  unserer  Aufgabe  auf  diese  Mes- 
sungen übergehen,  ist  zuerst  zu  erwägen,  dass  jeder  Gyrus  einen  ver- 
schiedenen, beliebigen  Anfangspunkt  hat,  und  dass  daher  allen  Ein-« 
Stellungen  eines  jeden  Gyrus  eine  beliebige  Zahl  zugefügt,  oder  eine 
solche  von  denselben  abgezogen  werden  darf.  Die  zweckmässigste 
Wahl  dieser  Zahlen  ist  die ,  welche  bewirkt ,  dass  alle  in  den  verschie- 
denen Gyris  erhaltenen  Werthe  der  Richtungen  eines  und  desselben  Ge- 
genstandes einander  nahe  gleich  werden ,  und  zugleich  nahe  die  Azi- 
muthe  aller  Punkte  repräsentiren.  Man  kann  hierauf  noch  einen  Schritt 
weiter  gehen ,  und  fUr  jede  Richtung ,  oder  jedes  Azimuth ,  einen  belie- 
bigen genäherten  Werth ,  der  sich  von  selbst  durch  die  erhaltenen  Beob- 
achtungen darbietet,  abziehen,  so  dass  hierauf  alle  der  weiteren  Be- 
rechnung zu  unterwerfenden ,  durch  die  Beobachtungen  erhaltenen  Zah- 
lenwerthe  kleine  Grössen  werden ,  ja  man  kann  durch  dieses  Verfahren 
bewirken ,  dass  in  einer  Anzahl  von  Gyris  alle  diese  Zahlenwerthe  Null 
werden.  Bezeichnen  wir  nun  die  auf  diese  Art  durch  die  Beobachtungen 
erlangten  Zahlenwerthe  des  ersten  Gyrus  mit  /,  /',  /',  etc.,  die  mit 
Uebergehung  der  Bedingungsgleichungen  den  angenommenen  Werthen 
der  Richtungen  zuzufügenden ,  wahrscheinlichsten  Verbesserungen  mit 

AbhanHI.  d.  K    8.  GeMÜtcb.  d.  WitMOscb     Xltl.  49 
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X,  x\  x\  etc.,  und  die  wahrscheinlichste  Verbesserung  des  angenommen 
nen  gemeioschaftlichen  Anfangspunkts  dieses  Gyrus  mit  u,  so  giebl  die- 
ser erste  Gynis  die  folgenden  Gleichungen 

(53)  a?  +  tt=s/,     if'+iisss/',     a?*-i-uats/*,  etc. 
Seien  die  Gewichte  dieser  Beobachtungen 

p  ,    p\    p\  etc. 

Im  zweiten  Gyrus  habe  man  auf  gleiche  Weise  die  Zahlenwerthe  der- 
selben Richtungen  l^ ,  / ',  T,  etc.  erhalten ,  bezeichnet  man  hierauf  mit 
u  die  wahrscheinlichste  Verbesserung  des  angenommenen  gemeinschaft- 
lichen Anfangspunkts  dieses  Gyrus,  so  giebt  derselbe  die  Gleichungen 

(54)  .     X  +  u  =  l^  ,     a;'  -I-  tt,  =  r ,     X  +  tt,  =  /" ,  etc. 
Seien  die  Crewichle  dieser  Beobacbtungen 

P,  '    p!  '    P" »  etc. 
Durch  einen  dritten  Gyrus  bekommt  man  ebenso 

(55)  .    a?H-M=/,     a:'H-tt=/',     x'  +  u  zss  l" ,  etc. 

mit  den  Gewichten 

Ps, '  Pi  •  P/ '  e^- 
und  jeder  folgende  Gyrus  giebt  ähnliche  Gleichungen.  Diese  sind  die 
.Gleichungen  (29)  unserer  gegenwärtigen  Aufgabe ,  in  so  weit  nur  Eine 
Station  betrachtet  wird.  Jede  andere  Station ,  auf  welcher  beobachtet 
worden  ist ,  liefert  ähnliche  Gleichungen ,  in  welchen  aber  andere  Unbe- 
kannten vorkommen ,  die  in  so  ferne  man  nur  zuerst  den  ersten  Tbeil 
der  Auflösung  betrachtet,  von  jenen  unabhängig  sind.  In  Bezug  auf  den 
ersten  Theil  der  Auflösung  können  also  die  Beobachtungen  einer  jeden 
Station  unabhängig  von  denen  aller  übrigen  Stationen  berechnet  wer- 
den. Es  zerfallen ,  mit  anderen  Worten ,  in  der  gegenwärtigen  Aufgabe 
die  allgemeinen  Gleichungen  (29)  in  so  viele  von  einander  abgesonderte 
Systeme  wie  Stationen  vorbanden  sind. 

66. 

Die  vorstehenden  Gleichungen,  in  welchen  x,  x,  x\  etc.  und  ii, 
u^nU^f  etc.  die  Unbekannten  sind ,  wären  jetzt  nach  den  Vorschriften  der 
Artt.  42,  43,  44  zu  behandeln,  und  da  ihre  Anzahl  immer  wenigstens 
eben  so  gross  ist ,  wie  die  der  Unbekannten ,  so  brauchen  in  der  gegen- 
wärtigen Aufgabe  zur  Bere^^hnung  der  Grössen  {aa),  {ab),  etc.  die  Coeffi- 


99]  VON  DER  Methode  der  kleinsten  Quadrate  etc.  669 

cienteD  der  Bedingungsgidebungen ,  die  sieb  aus  dem  Ureiecksnelz  im 
Gaxi2en  betrachtet  ergeben,  nie  hinzugezogen  zu  werden.  Es  tritt  je- 
doch hier  ein  Umstand  ein ,  der  eine  Abweichung  vom  allgemeinen  Ver- 
fahren bedingt ,  und  dieser  besteht  darin ,  dass  aus  den  eben  aufgestell- 
ten Gleichungen ,  in  wie  grosser  Anzahl  sie  auch  vorhanden  sein  mögen, 
nie  alle  Unbekannten  bestimmt  werden  können,  sondern  immer  Eine 
derselben  unbestimmt  bleibt.  Dieses  hat  seinen  Grund  darin ,  dass  der 
ARfegdgspunkt  der  Richtungen  willkührlich  ist ,  und  folglich  x,  x\  x\  etc. 
an  sich  unbestimmte  Grössen  sind,  von  welchen  nur  die  Unterschiede 
(die  Winkel,   die  daraus  hervorgehen)  bestimmte  Werthe   bekommen. 

Da  eine  der  Unbekannten  willkührlich  ist ,  so  kann  man  zwischen 
allen  Unbekannten,  oder  einem  Theil  derselben  eine  beliebige  Bedin- 
gungsgleichung aufstellen  *) ,  und  diese  so  einrichten ,  dass  man  ge- 
schmeidige Endformeln  bekommt.    Sei  diese  Bedingungsgleichung 

0  =  ffu  +  «/u   +  £u^  -h (56) 

+  Hx  +  J'x  +  Kx  +  . . . 

wo  vorläufig  6,  H,  /,  ÜT,  etc.  H\  J\  K\  etc.  unbestimmte  Grössen  sind. 


67. 

Wir  könnten  nun  die  allgemeine  Auflösung  unmittelbar  auf  die  im 
Vorhergehenden  aufgestellten  Gleichungen  anwenden ,  müssten  aber  da- 
bei auch  auf  den  zweiten  Theil  derselben  Rücksicht  nehmen ,  weil  eine 
Bedingungsgleichung  eingeführt  worden  ist.  Theils  am  letzteres  zu  ver- 
meiden, und  theils  um  die  Unbekannten  u,  u  ,  u^,  etc.  zu  eliminiren,  die 
weiter  nicht  gebraucht  werden ,  ziehe  ich  vor  den  ersten  Theil  der  Auf- 
lösung a  priori  in  Bezug  auf  die  aufgestellten  Gleichungen  durchzufüh- 
ren.  Es  ist  aus  dem  Vorhergehenden  klar,  dass  dieser  darin  besteht,  die 
wahrscheinlichsten  Werthe  der  Unbekannten  in  der  Annahme  zu  su- 
chen ,  dass  in  der  Aufgabe  die  zu  lösen  ist ,  nur  die  Bedingungsglei- 
chung (56)  vorhanden  sei,  die  Werthe  der  Unbekannten,  die  man  da- 
durch erhält,  sind  die,  welche  im  Art.  44  mit  y,  y\  y\  etc.  bezeichnet 
wurden ;  der  zweite  Theil  der  Auflösung  bleibt  hierauf  derselbe  wie  im 
Vorhergehenden. 


♦)   S.  Schum.  Astr.  Nachr.   B.  XVI.  Nr.  362. 
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Das  leitende  Princip ,  welches  wir  hier  aozuwenden  haben,  besteht 
wieder  darin,  dass  die  Summe  der  mit  ihren  Gewichten  moltiplicirtmi 
Quadrate  der  übrigbleibenden  Fehler  ein  Minimum  werden  muss ,  wah- 
rend die  Gleichung  (56)  vollständig  erfüllt  wird.  Bezeichnet  nun  ^  einen 
unbestimmten  Factor ,  so  muss  in  Folge  der  Gleichungen  (53)  bis  (56) 
die  folgende  Function 

p{x  +  u  —  ly  +  p{af  +  w  _  f)2  +  fix"^  tt  —  r)«  -f.  ... 

+  p{x^u  —  i^y  +  p;{a!  H-  w  —  i;y  +  ;>;(/  +  w  —  o«  -•-  *. . 

+  p  (x  +  u  —  lY  +  p'lx  +  u  —  /')^  +  P  "i^"  +  u  —  / ")2  -i-  . . . 


etc. 


—  i\p{Hu  +  Ju  H-  Ku^  +  ...  +  H'x  +  J'x  +  K'x  +  ...  —  6) 

ein  absolutes  Minimum  werden  und  diese  Bedingung  giebt  sogleich  die 
folgenden  Gleichungen 

px  -4-  px  +  pV  -4-  ...  -4-  Pu   =  (|ri)  +  Htp 

px  H-  p;x  +  pV  +  . . .  +  Ptt,  =  {lu)  +  Jtp 
p  X  +  p'x  +  p"x  +  ...  +  Pu   =  (&i )  +  lllp 


Qx 

Qx' 

Q"x 


etc. 
h  pu 
h  pu 


Hl 

etc. 


tt  1 


n 


p  u  • 
etc. 


P\ 


P  V 
p  'u 

*  II     II 

u 

p  u 

*  O        II 


...  =  {Ix) 

...  =  {lx') 
etc. 


H'y, 

J'rp 
K'if) 


in  welchen  zur  Abkürzung 

P  =  P 

P=P.- 
P  =  p 
etc. 

Q  ^  P  ■ 

Q'  =  P' 

(Tap- 
ete. 

{lu)  =   pl 

W  =  p.i, 
(K)  =  P,K 

etc. 

{Ix)  =   pl 

{Ix')  =  p'l 

{Ix")  =  pT 
etc. 


P 

p! 

P. 

P, 


P. 
P., 


11 


II 


P« 

Pl 
P. 


p;f 


«fl  w 


IT     IT 


pl 

P.y 
p"l 

*ll      I 


//|   IT 

IT 


p'X 
pX 


III  u 


pi 

*  n  II 

p'l' 
p  l 

*    U      II 


llt  u 


•  • 
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gesetzt  worden  sind.   Die  Bedeutung  dieser  Sununen  kann  einfach  mit 

Worten  ausgedrückt  werden. 

P  ist  die  Summe  der  Gewichte  aller  Beobachtungen  des  ersten  Gyrus, 

P zweiten  Gyrus, 

P dritten  Gyrus, 

u.  s,  w. 
Q  ist  die  Summe  der  Gewichte  aller  für  die  Richtung  x  vorhandenen 
Beobachtungen, 

\/         •••••••••••••••••17         •••• 

\/  ••••••••• •  m  X  •••• 

u.  s.  w. 
{lu)   ist  die  Summe  der  mit  ihren  Gewichten  multiplicirten,  beobachte- 
ten Werthe  im  ersten  Gyrus, 

(/mj im  zweiten  Gyrus, 

(/uj im  dritten  Gyrus, 

u^  s.  w. 
(Ix)   ist  die  Summe  der  mit  ihren  Gewichten  multiplicirten ,  für  x  erhal- 
tenen Werthe, 
{h') X 

{y) ,  •   •   .     X 

n.  s.  w.  Diesen  Bedeutungen  zufolge  können  diese  Summen  leicht,  und 
ohne  Irrthum  befürchten  zu  müssen ,  berechnet  werden. 


• 


•     • 


68^ 

Ehe  ich  weiter  gehe  will  ich  auf  eine  wesentliche  Vereinfachung 
aufmerksam  machen ,  deren  die  Ausdrücke  des  vor.  Art.  Üing  sind,  und 
diese  einführen. 

»Man  kann  immer  auf  einfache  Weise  bewirken ,  dass  alle  mit  {lu), 
{lu),  {lu),  etc.  bezeichneten  Summen  Null  werden.t 

Dem  Vorhergehenden  zufolge  ist  der  gemeinschaftliche  Anfangs- 
punkt aller  Richtungen  eines  jeden  Gyrus  völlig  willkührlich ,  bezeichnet 
man  daher  mit  m  irgend  eine  beliebige  Zahl ,  dann  ist  z.  B.  der  Aus- 
druck für  {lu)  nicht  nur  der  im  vor.  Art^  angegebene ,  sondern  es  ist  auch 

{lu)  =  p{l  —  tn)+  Tp{l!—  fn)  +  p"{f—  m)  ^  ... 

bestimmt  man  aber  nun  m  so  dass 


>•  i 
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=-?-' 


p' 


»   -^ 


Steh  sogleich 

[lu)  =  0 

dh^ses  Verfehren  auf  die  Beobachtuogea  eines  jeden  Gynis 
Mt^^mitm  kmm.  so  kann  man  auch  [lu),  ilu),  etc.  gleich  Null  machen. 

Wn»fm .  wie  am  häufigsten  der  Fall  ist ,  die  Gewichte  der  Beobach- 
mo^^ftt  %les  betreffenden  Gyrus  einander  gleich  gesetzt  werden  können, 
^  ^tni  «  $Wich  dem  arithmetischen  Mittel  aller  /  dieses  Gyrus. 

Tuthr^n  wir  nun  die  obige  Bestimmung  in  die  Gleichungen  des  vor. 
Art  eoi^  ^t^nn  sind  zuerst  auf  die  eben  erklärte  Art 

p[l-m)   ,       pit-m)   ,       p{t'-m)  , 

pa-^J'^  p:xk-^\^^  px-^y 

^\  M  kerechnen,  und  diese  statt  pl,  p'l\  etc.  p^l^,  etc.  etc.  anzusetzen, 
tvxMmnf  ilie  Gleichungen 


*r 


tN 


iS 


px  +  px   +  px 

+  ...  +  A* 

=  Hxp 

px  +p,x  +  p,x 

+  ...  +  Pu 

1    1 

=s    Jip 

11^           II    II 

-¥■  ...  +  Pm 

=  Kip 

etc. 

Qx    -ir  pu   -¥■  pu, 

+  pu    +  ..  . 

.  =  (Ix) 

+  //> 

Q'x   +  p'u  +  p;u 

+  pu    +  .  . . 

i  a     41 

.  =  {h) 

+  J'if) 

r\ii    II                 II          _            " 

Qx  -i-  pu  +  pu_ 

II 

+  p   u    +  ... 

.  =  (te") 

+  K'tf, 

etc. 

AMC  ^\>illMU«ung  der  Unbekannten  u,u,u,  etc.  x,  x\  x,  etc.  dienen. 
|t:5,  t^iin  noch  bemerkt  werden,  dass  jetzt  die  Bedingungsgleichungen 

p  + />;+ p  + ..,  =  0  +  0' H- 0"  + ... 

{h)  +  (h)  +  {Ix)  H-  ...  =  0 
$MMlliHk>u,  die  zur  Prüfung  der  numerischen  Rechnungen  dienen  können. 


69. 


Aus  den  Gleichungen  (57)  und  (58)  kann  man  ohne  Mühe  sowohl 
#^i^ii»  ^,*  ^n'  ^^^'  eliminiren.  Seien 
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etc. 


S  = 


if*      .      j*      ^     4:« 


Mulliplicirt  man  nun  die  erste  Gleichung  («57)  mit  -y-,  die  zweite  mit 

-5— ,  die  dritte  mit  -p-  ,  u.  s.  w.  und  addirt  die  Produkte ,  so  erhält  man 

'f  * » 

in  Folge  der  Bedingungsgleichung  (56) 

V  ==  -^^  + -s^^  +-5-^  +••• +-5~     .     .     (69) 
und  die  Elimination  von  \p  aus  den  (57)  giebt  hierauf 


SP 


'*.  —  V  SP.      p,  r^\  SP.      p,  r^\  SP.       p,  j^ 


Je 

SP, 


«. = (^  -  -t> + (^  -  ^r>' + (-  s^  -  ^y 


1:0 


(60) 


■    •••  ^    SP. 

u.  s.  w.  Setzt  man  diese  Werthe  von  u,  u,  u^,  etc.  und  %p  in  die  (58), 
so  ergiebt  sich  das  folgende  System  von  Gleichungen 

{aa)x  +  {ab)x  +  {ac)x'  +  —  =  (at)  \ 
{ab)x  +  {bb)x  H-  {bc)x"  +....  =  (6/)  j        .     .     (61) 
.    {ac)x  H-  {bc)x   +  {cc)x'  H-  . . . .  =  {et)   / 

u.  s.  w.  in  welchen  die  Coefficienten  die  folgenden  Ausdrücke  erhalten, 

(aa)  =    Ö   +  -f-  —  (pp) 

(flc)   =  -g (/)p  ) 

etc. 
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(66)  =  ö'  +  4^  -  {p'p') 
(6c)  =.  ^  -  (p'p-) 


etc. 

N'e 


(6/)  =  (teO  - 


{cc)  =  0"  +  ^  (p>7 
etc. 

(cO    =(te')-^ 


a.  s.  w.  nachdem  die  folgenden  Abkürzungen  eingeführt  worden  sind, 

_    P*    .     p'    -■-     P." 


etc. 


•  •  • 


*  .  • 


[PP) p-  +  —pT  "•■  -p^ 


—  — ,  _ 


•     •     . 


etc. 

etc. 

^^"  •  .  • 

u.  s.  w.  womit  die  Elimination  der  Unbekannten  u,  u  ,  etc.  ausgeführt  ist. 


70. 

Suchen  wir  jetzt  den  einfachsten  Ausdruck  für  die  Summe  der  mit 
ihren  Gewichten  multiplicirten  Fehlerquadrate,  die  wie  oben  mit  W  be- 
zeichnet werden  soll.  Die  erste  Entwickelung  des  für  diese  Summe  im 
Art.  67  aufgestellten  Ausdrucks  giebt 


w  = 

Qx  -k-  pu  -k-  pjt,  +  /)  M„  +  .  .  . 

—  {Ix)    X 

+ 

OV  +  p'm  +  /)' u  +  p'^tt  +  .  .  . 

—  {Ix')  \  af 

Oa;+  pM+  p  «,+  p,tt,+  ... 
etc. 

{lx")\  X 
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\-Pu  \u 

h  Pu    tt 
\-  Pulu 

«     ff'        IT 


WO 


px 

+ 

px 

+ 

p  X 

^■*  • 

•     • 

px 

+ 

py 

+ 

II     II 

px 

+ . 

•    • 

{p/ 

+ 

P'/ 

+ 

II      « 

px 

^w       • 

•     • 

etc. 

w- 

— 

{lx)a 

r  + 

.{y) 

x'  + 

{Ix' 

w 

^ 

pP 

+ 

pV 

-             i 

+  p 

•p. 

+ 

Pl? 

+ 

p'l' 

II 

+p 

/     1 

-^ 

Pk' 
etc. 

■^ 

p'L' 

+  p 

M      II 

U\     u 


...} 


•     •     • 


•     •    • 


gesetzt  ist.  Zufolge  der  Gleichungen  (57)  und  (58)  geht  dieser  Ausdruck 
zuerst  in  den  folgenden  über 

W  =  ^p\Hu  +  Ju  ^  Ku+  .  .  .  +  H'x  +  JV  +  K'x  +  ...} 

+  (//)  —  [ix)x  —  (tey  —  [ix')x  —  • . . 

und  dieser  verwandelt  sich  zufolge  der  Gleichungen 

[Ix)  =  (a/)  +  -^  ö 

{lx-)^{cl)  +  ^d 
etc. 
und  der  (56)  und  (59)  in  den  folgenden 

W  =  ^  +  (/fj  -  {al)x  -  {bt)x  -  {cljx"  —  .  .. 

Wenden  wir  uns  jetzt  zum  Inhalt  des  Art.  54,  so  finden  wir,  dass  die 
rechte  Seite  dieses  Ausdrucks  filr  W,  mit  Ausnahme  des  ersten  Gliedes, 
mit  der  dort  mit  J2^  bezeichneten  Function  identisch  ist.  Da  nun  aber 
hier  alles  was  sich  a.  a.  0.  auf  die  Bedingungsgleichungen  bezieht  weg- 
gelassen werden  muss,  weil  die  einzige  hier  vorhandene  Bedingungs- 
gleichung in  den  vorstehenden  Ausdrücken  schon  vollständig  berück- 
sichtigt worden  ist,  so  ergiebt  sich  sogleich 

welches  der  einfachste  Ausdruck  dieser  Function  ist.  Die  Grösse  (//,n) 
wird  hier  bei  der  numerischen  Auflösung  der  Gleichungen  (61)  auf  die- 
selbe Art  erhalten,  wie  im  Art.  43  allgemein  gezeigt  wurde. 
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71. 

In  der  Bedingungsgleichung  (56)  sind  alle  Goefficienten  anbestimmt 
gelassen  worden ,  aber  es  ist  von  Wichtigkeit  zu  untersuchen ,  welche 
Wirkung  die  eine  oder  andere  Bestimmung  derselben  auf  die  Werthe 
der  Unbekannten,  die  aus  den  (61)  hervorgehen,  so  wie  auf  den  Betrag 
der  Function  W  ausüben.  Diese  Untersuchung  soll  jetzt  vorgenommen 
werden.  Nehmen  wir  an,  dass  die  (61)  unbestimmt  aufgelöst  worden 
sind,  und  setzen  demzufolge 


(62) 


ix   »  [\,\){at) 
.    .    .  a;'  =  (i.2)(aO 
X  =  (1  ,S){al) 


(1.2)(6/) 
(2.2)(6/) 
(2.3)(60 


(<,3)(cO 
(2.3)(c/) 

(3,3)(cO 


... 


u.  s.  w.    Man  bekommt  nun  durch  die  Verbindung  dieser  mit  den  (61 ) 
auf  bekannte  Art  die  folgenden  Gleichungen 


(1,1)(aa)  +  (1.2)(a6)  +  (1.3)(ac)  +  . 

..  =>  i 

(1.i)(a6)  +  (1,2)(66)  +  (1.3)(6c)  +  ., 

..  =  0 

(1,i)(ac)  +  (1,2)(6c)  +  (1.3)(cc)  +  .. 

.    =:    0 

etc. 

etc. 

(1,2)(aa)  +  (2.2)(a6)  +  (2.3)(flc)  +  .  , 

.  .  =  0 

(1,2)(a6)  +  (2,2)(66)  +  (2.3)(6c)  +  . 

..  =  4 

(1,2)(ac)  +  (2,2)(6c)  +  (2,3)(cc)  +  . 

.  .  =  0 

etc. 

etc. 

(i,3)(aa)  +  (2,3)(a6)  +  (3.3)(ac)  +  .  . 

,.    :=    0 

(<.3)(a6)  +  (2,3)(W)  +  (3,3)(6c)  +  . 

.    .     SS     0 

(1.3)(ao)  +  (2.3)(6c)  +  (3,3)(cc)  +  .  . 

.     SS     i 

etc. 

etc. 

Die  AasdrOcke  der  Goefficienten  (aa),  (ab),  etc.  etc.  des  Art.  60  geben 
aber  durch  die  Addition ,  mit  Berttcksichtigong  der  Ausdrücke  fllr  P,  P,, 
etc.  und  Q,  Q',  etc.  die  ihrer  Seits 


Q  =  ipp) 
Q' «  iPP') 
Q' «  iPPl 

etc. 


ipp') 
{p'p) 
ipp") 


ipp") 
ipp") 

ipY) 


•  • 


geben,  die  folgenden 
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_      N£N 

■"  •  •  •    —        5 

t-  .  .  .    —         ^ 


iaa)  + 

{ab) 

+ 

[ac] 

W  + 

m 

+ 

(bc) 

(ac)  + 

(6c) 

+ 

{cc) 

etc. 

•      •      • 


wenn  man 

2:N  =  N  +  N'  ^  N"  -{ 

setzt,  und  vermittelst  dieser  erhält  man  aus  den  vorstehenden  Gleichun- 
gen,  wenn  man  jede  Gruppe  derselben  summirt, 

(1,1)iV  +  (i,2)iV'  +  (1,3)r  +  .  .  .  =  -^ 


(1,2)iV+(2,2)iV' +  (g.SjiV-f  ^ 


•    •    • 


£N 

(1,3)iV+  (2,3)iV'  +  (3,3)r  +  .  .  .  =  -/^ 
etc.  etc. 


.       (63) 


Berücksichtigt  man  nun  in  den  Ausdrücken  für  {at),  (6/),  etc.  nur  die  von 
0  abhängigen  Glieder,  setzt  demzufolge 

{Ol)  =  -  4  ö 


{bt)  =  -^6 


etc. 
und  substituirt  diese  Werthe  in  die  (62),  so  ergiebt  sich  in  Folge  der  (63) 


X  <^^  so    "■•  SD     «555  61C«    ""S    "^^    %*Ki 


Die  Einführung  des  Coefficienten  0  der  Bedingungsgleichung  (56)  fügt 
also  allen  beobachteten  Richtungen  eine  und  dieselbe  Grösse  hinzu,  und 
hat  folglich  auf  die  Unterschiede  derselben,  das  ist  auf  die  aus  den 
Beobachtungen  hervorgehenden  Winkel  zwischen  den  eingeschnittenen 
Punkten,  gar  keinen  Einfluss. 

72. 

Man  multiplicire  die  erste  der  Gleichungen  (63)  mit  (a/),  die  zweite 
mit  (6/),  die  dritte  mit  (c/),  u.  s.  w.  und  addire  die  Produkte,  so  ergiebt 
sich  in  Folge  der  (62) 

Nx  +  N'x'  -I-  iVy  +  .  .  .  ^  -^  \{al)  +  (bt)  +  {Oj  ^  .  .  .  \ 


678 


P.  A.  Hausen, 


[408 


Aber  die  AasdrUcke  des  Art.  69  für  {al),  (bl),  etc.  geben  in  Verbindung 
mit  der  Gleichung 

m  +  {h)  +  (te")  + . . .  =0 

des  Art.  68 


(at)  +  {bt)  +  {cl}  +  .  .  .  =  — 


£N 


e 


und  folglich  wird 

(64)    .    .    .    Nx  +  N'x  +NV  +  ..  .^6 

Hiemit  giebt  die  (59) 

V>  —  0 

und  die  (60)  geben  über  in 

[«   -  -     J    ^-    ?   ^'-    P 

(65)     .     .    , 

„   ^          P.   ^        p/  a,'_  P," 

i                             P,                          P,                         P, 

^''  ™       p.  ^      p.  ^      p„ 

6  —  0 


X    "^  •  •  • 


X    ■"•  •  •  • 


etc. 


Sabstituirt  man  hierin  den  im  vor.  Art.  für  die  x  erhaltenen  gemein- 
schaftlichen Werth,  so  ergiebt  sich 


u  ^=i  u  ssz  u  =B  etc.  =  -^is- 


woraus  hervorgeht,  dass  die  Einführung  der  Grösse  B  allen  u  dieselbe 
Grösse  hinzufügt,  die  sie  von  den  x  abzieht.  Es  bekommen  also  nicht 
blos  die  Winkel  zwischen  den  beobachteten  Richtungen,  sondern  auch 
die  Summen  j?  +  w,  af  +  u,  etc.  x  +  u ,  x  '^  u.  etc.  etc.  dieselben 
bestimmten  Werlhe,  wie  auch  6  angenommen  wird. 


73. 

Aus  dem  zunächst  Vorhergehenden  folgt  schon ,  dass  die  Summe 
der  mit  den  Gewichten  multiplicirten  Fehlerquadrate  von  6  unabhängig 
sein  muss ,  da  sie  blos  Function  von  den  Summen  x  +  u,  x  '^  u,  etc. 
X  +  u^,  X  +  u^,  etc.  etc.  ist,  es  soll  aber  diese  Eigenschaft  direct  be- 
wiesen werden.    Nehmen  wir  zu  dem  Ende  den  Ausdruck 

W  =  -4"  H-  W  —  {at)x  -  {bt)x  —  [ct)x  —  .  .  . 

des  Art.  70  vor,  und  erwägen  dass  (//)  von  0  unabhängig  ist,  und  mit 
bioser  Rücksicht  auf  die  von  0  abhängigen  Glieder 
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0?  =  J?'  =  0?"  =  etc.  =  — 


e 


2"N 

und 

(a/)__^ö.     (6/)  =  -4:ö,     (c/)  =  -^ö.     etc. 

sind,  so  erhält  man,  wieder  mit  bioser  Rucksicht  auf  die  Glieder,  die  0 
eDthalten, 

W  =  —  —  —  =  0 
^^  —    s         s  ^ 

also  W  von  6  unabhängig,  w.  z.  b.  w. 


74. 

Es  kommt  jetzt  die  Untersuchung  an  die  Reihe,  welchen  Einfluss 
die  Coefficienten  H,  J,  K,  etc.  unserer  Bedingungsgleichung  (56)  auf  die 
Werthe  der  Unbekannten  ausüben.  Aus  dem  Umstände  dass  \p  ss  0  ist, 
wie  im  vorvor.  Art.  bewiesen  wurde,  könnten  wir  schon  den  Schluss 
ziehen,  dass  diese  Coefßcienten,  gleichwie  0,  willkührlich  bleiben,  allein 
diese  Sache  verdient  direct  untersucht  zu  werden. 

Wie  man  gesehen  hat ,  treten  diese  Coefißcienteo  nicht  unmittelbar 
in  die  Coefßcienten  der  Gleichungen  (61)  ein,  sondern  die  mit  iV,  N\ 
N\  etc.  und  S  bezeichneten  Functionen  derselben,  aber  wenn  wir  mit 
den  H,  J,  K,  etc.  H\  J\  K\  etc.  irgend  welche  beliebige  Aenderungen 
vornehmen ,  so  können  wir  nicht  nur  die  daraus  hervorgehenden  Aen- 
derungen von  iV,  JY',  etc.  S  mit  JN,  J1S\  JN'\  etc.  JS,  sondern  auch 
die  daraus  folgenden  Aenderungen  der  Coefßcienten  der  (61)  mit  J{aa)^ 
J[ab),  etc.  etc.  und  die  der  Unbekannten  mit  Jx,  Jx\  Ax\  etc.  be- 
zeichnen. Die  Gleichungen  (61)  gehen  daher  nach  diesen  Aenderungen 
strenge  in  die  folgenden 

[[m)+J{m)]Jx+[{ab)+J{ab)]Jx^ 

[{ah)^j\ay)]Jx'^^^^ 

[[ac)'k'j\ac)]Jx'k'[{^^^ 

u.  s.  w.  über,  in  welchen  die  völlig  bekannten  Glieder  die  Ausdrücke 


F  sai  xJ{aa)  +  x'J[ab)  +  xJ{ac)  +  . 

.  .  —  J{at) 

F'  =  xJ{ah)  +  x'J{hh)  +  x'jibc)  +  . 

.  .  —  J{bl) 

F'  SS  xJ{ac)  •¥■  xJibc)  +  x'J{cc)  +  . 

.  .  —  J{c[} 

etc. 

etc. 
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haben.  Wir  dürfen  jelzt,  ohne  dass  die  Strenge  des  Resultats  dadurch 
verletzt  würde,  die  Veränderung  JS  für  sich  betrachten.  Setzt  man  zu 
dem  Ende 

4  4 

^  ~  s+77s'      T 
so  bekommt  man 

/l(aa)^Nh.    J{ab)  =  NN'i\    {J{ac)  =  NN "r,  eic.    zf(at)^^Ner 
J[bb)  =  N'h\   J[hc)  =  N'N'r,  etc.    J[bl)  =  —  N'Or 
J[cc)  =  iV"V.  etc.    J{ct)  =  —  N"tir 

u.  s.  w.  und  es  werden 

F  =  Nr  {Nx  H-  Nx  +  ^  V  +  .  .  .  +  6) 
F'  =  N'r{Nx  H-  A"a:'  +  ^V  +  .  .  .  +  fl) 

F"  =  N"r{Nx  -I-  iVV  +  iVV  +  .  .  .  +  d) 

u.  s.  w.  also  in  Folge  der  (64] 

F:^F'  =  F"  =  etc.  =  0 
Hiemit  werden  vermöge  der  (66)  auch 

/Jx  Ä  ^x  =  ^x"  =  etc.  =  0 

oder  irgend  eine  Aenderung  von  5,  sei  sie  auch  noch  so  gross,  bringt 
keine  Aenderung  in  den  Werthen  der  Unbekannten  hervor. 

Untersuchen  wir  jetzt  die  Wirkung  der  gleichzeitigen  Aenderuogen 
^N  und  ^N\    Die  Annahme  dieser  giebt  strenge 

Jiaa)  =  iN'-f  +  ^f  ,  J{bb)  =  2N'-f  +  ^-,  Acc)  =  0 

J{ab)  =  N'^+N  -^'  +  ''^f-,  J{bc)  =  N"  --f' ■  .'/(cd)  ^  0 

4ac)  =  N"^^                             J{bd)  =  iV"if '  el€. 

J{at^)=N""f                                      etc.          ^  z/(f/)  =  0 

etc.                                      -^(^0  ^ «~  ^  etc.  etc. 

^(aO  =  -^ö 

und  setzt  man  jet/.t  znr  Abkürzung 

xJN+x'.tS' 

(f  =  s 

SO  6ndet  man  mit  Zuziehung  der  Gleichung  (64) 

F    =  (iV  +  JN)() 
F   =  {N'  +  JN')(> 
F"  =  iVV 
F"  =  iV"V 
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11.  8.  w.  die  in  die  (66)  zu  setzen  sind.    Setzt  man  biemit  zugleich 

Jx  =  Jx  -4-  z  ,     Jx   =  Jx  +  z  ,  etc. 
wo  z,  z,  etc.  unbestimmte  Grössen  sind,  so  erhält  man  nach  einer  leich- 
ten  Reduction 

(iV  +  JN)  ^^^^l^^^'  Jx 

+  [[ah)  +  J[ah)]z  +  [(öc)  -I-  .^(ac)]z  +..  .h-(JV  +  Jli)^  =  0 

(r  +  ^iV')  i^tt^^l^  ^o: 

+  [(66)  +  466)]  z  +  [(6c)  +  J[bc)\z  + . . .  +  (iV'  +  ^iV>  =  0 

etc.  etc. 

die  auf  den  ersten  Blick  zeigen,  dass  ihnen  nur  durch 

z  =  z  =  etc.  =  0 
Gntige  geleistet  werden  kann,  und  dass  sie 


Jx  1=  Jx  =  Jx!'  =  etc.  = ^ 


xJN-^x'JN ' 


geben.  Man  siehft  leicbt  ein,  dass  je  zwei  Aenderungen  ^/iV  ein  anak^es 
Resultat  geben  müssen,  und  da  in  den  Ausdrücken  der  Coefficienten  der 
Gleichungen  (61 )  die  N  nur  in  zwei  Dimensionen  vorkommen ,  so  muss 
die  Betrachtung  der  gleichzeitigen  Aenderungen  aller  N  auch  ein  ana- 
loges Resultat  geben.  Ferner  isl  in  Folge  des  Vorhergehenden  leidit 
einzusehen ,  dass  die  Hinzufügung  einer  Aenderung  von  S  dieses  Re- 
sultat nicht  ändern  kann. 

Die  vorhergehenden  Entwickelungen  geben  daher  zu  erkennen, 
dass  irgend  welche  Aenderungen,  die  man  mit  iV,  N\  N'\  etc.  und  S 
vornimmt,  höchstens  die  Werthe  der  x,  x,  x\  etc.  um  eine  und  dieselbe 
Grösse  ändern  können ,  und  folglich  ohne  Einfluss  auf  die  Winkel  sind. 
Auch  findet  man  durch  die  (65),  gleichwie  oben,  dass  immer  diese  ge- 
meinschaftliche Aenderung  der  Xy  x\  etc.  die  nemliche  Aenderung  im 
entgegengesetzten  Sinne  in  den  Werthen  der  u,  u  ,  u^,  etc.  hervor- 
bringt. 

Da  demzufolge  die  Aggregate  x  +  w,  x  +  w,  etc.  a?  +  w^ ,  a?'  H-  w  , 
etc.  etc.  unverändert  bleiben,  so  folgt  aus  dem  Ausdruck  für  W,  dass 
diese  Grösse  stets  unverändert  bleibt,  und  also  ein  absolutes  Mini- 
mum ist. 

Es  ist  aber  hiebei  zu  bedenken,  dass  man  die  N  nicht  alle  gleich 
Null,  und  S  nicht  unendlich  gross  machen  darf,  weil  dadurch  bewirkt 
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werden  würde,  dass  von  den  Gleichungen  (61)  jede  in  den  übrigen 
enthalten  wäre. 

75. 

Da  dem  Vorhergehenden  zufolge  die  iV,  N\  N\  etc.  und  S  nüt  der 
eben  angegebenen  Ausnahme  völlig  willkührlich  sind ,  so  kann  man  sie 
anwenden,  um  aus  den  Gleichungen  (61)  möglichst  viele  Glieder  fortzu- 
schaffen, wodurch  die  Rechnung  vereinfacht  wird.  Dass  man  von  den 
mit  denselben  zwei  Buchstaben  bezeichneten  GoefBcienten  keinen  fort- 
schaffen darf,  zeigt  schon  die  vorhergehende  Auflösung  der  allgemeinen 
Aufgabe  dadurch,  dass  diese  Coefßcienten  in  den  Nennern  der  verschie- 
denen Ausdrücke  eintreten,  auch  würden  dadurch  die  JV  imaginäre 
Werthe  bekommen.  Aber  von  den  anderen  GoefBcienten  der  (61)  darf 
man  so  viele  fortschaffen  wie  überhaupt  möglich  ist,  und  da  die  Anzahl 
der  N  der  Anzahl  der  x  gleich  ist,  so  kann  man  im  Allgemeinen,  wenn 
man  wieder  die  Anzahl  der  x  mit  n  bezeichnet,  n  Coefßcienten,  oder 
Glieder,  gleich  Null  machen,  und  zwar  kann  dieses  auf  vielerlei  Arten 
geschehen. 

Eine  Art  n  Glieder  fortzuschaffen  besteht  darin,  dass  man  im  Voraus 

annimmt ,  dass  der  Werth  irgend  einer  der  x  gleich  Null  werden  soll. 

Sei  z.  B. 

X  =  0 

dann  giebt  die  erste  Gleichung  (58)  die  Bedingungsgleichung 

pu  +  pu\  +  pu^^  +  ...  =  {Ix) 

und  vergleicht  man  diese  mit  der  (56),  so  werden 

ff=p,  /=;>,,  K=p^,eic.  H'  =  J'  =  K'  =  eic.  =  0,  d  =  (te) 
Die  Substitution  dieser  in  die  Ausdrücke  für  iV,  N\  etc.  des  Art.  69 

giebt 

N  =  ipp)  .     N'  =  (pp')  ,    N-  =  ipp")  ,  etc.     S  =»  ipp) 

womit  man  die  folgenden  Ausdrücke  der  GoefBcienten  der  (61)  bekommt, 
{««)  =  0    .  (66)  =  0' + -^*  -  W) 

{ab)  —  0      ,  {pp'Uppf')        (  .  .. 

(OC)=:0       .  ^^""^ m ^PP^ 

{ad)  =  0     ,  (6d)  = '^' -  (p'pl 

®^c-  etc. 

W=0      •  (6/)  =  (ir')  -  i^  (fe) 
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(cc)  =  (T  +  »•  - (p >•)  .   w  =  (r+-^-(//) 

(cd)  =  *?»  -  W)         .  etc. 


etc.  v"*;  =  ^w- ; ^^ 


(d/)  =  (te")  -  'S-  (^) 


u.  s.  w.   Die  Gleichungen  (61)  werden  hierauf 

Qx  =0 

{bb)x  +  [bc)x  +  [bd^x   +  .  .  .  =  (6/) 

(6c)a:'  +  [cc)x  +  (cd)/'  +  .  .  .  =  [cl) 

{bdjx'  +  {cd)x  +  (dd)x   +  .  .  .  =  {dt) 

u.  6.  w.  woraus  x  =  0  folgt,   wie  im  Voraus  bestimmt  wurde.    Der 
Art.  70  giebt  in  diesem  Falle 

^  =  M  H-  {^ 

76. 

Das  im  vor.  Art.  entwickelte  Verfahren  ist  nicht  das  zweckmös- 
sigste  zur  Anwendung ,  denn  es  ist  gar  kein  reeller  Gewinn  darin  ent- 
halten ,  dass  im  ersten  Theile  der  Auflösung  die  Verbesserung  einer  der 
beobachteten  Richtungen  Null  wird.  Die  Bedingung,  die  hier  dazu  an- 
gewandt worden  ist  um  {al)  Null  zu  machen ,  kann  zweckmässiger  dazu 
verwandt  werden  um  noch  einen  Coefficienten  einer  der  Unbekannten 
z.  B.  [bc)  =  0  zu  machen,  denn  hieraus  entstehen  im  Verlaufe  der  Auf- 
lösung wesentliche  Vereinfachungen,  die  daran  bestehen,  dass  eine 
Anzahl  anderer,  sonst  auch  zu  berechnender  Grössen,  zugleich  Null 
werden. 

Es  sollen  daher  jetzt  die  Coefficienten 

{ab) ,  {ac) ,  (ad) ,  etc.  nebst  (6c) 

gleich  Null  gemacht  werden,  deren  Anzahl  n  ist.  Da  auch  S  willkühr- 
lieh  ist ,  so  scheint  es  als  könne  man  noch  einen  Coefficienten  Null  ma- 
chen, allein  die  Ausdrücke  der  Coefficienten  {aa),  (a6),  etc.  des  Art.  69 
zeigen,  dass  dieses  unmöglich  ist,  indem  sie  alle  zu  Functionen  von 

-^  ,  y^  ,  etc.  und  -~^  gemacht  werden  können,  wodurch  S  gänzlich 

aus  denselben  entfernt  werden  kann.    Es  soll  daher  zur  Vereinfachung 

S  =    I 

Abhandl.  d.  K.  S.  Ge*ellseh.  d.  WbMBScb.  XIII.  50 


684  P.A.  Hansen,  [Hi 

gesetzt  werden.  Die  Grösse  0  giebt  Veranlassung  ausser  den  oben  ge- 
nannten GoefGcienten  der  Unbekannten  auch  eins  der  völlig  bekannten 
Glieder  (a/),  (&/),  etc.  Null  machen  zu  können,  aber  da  daraus  kein  reeller 
Vortheil  erwächst,  im  Gegentheil  die  Ausdrücke  dieser  GoefBcienten  mehr 
zusammengesetzt  werden ,  so  mache  ich  von  diesem  Umstände  keinen 
Gebrauch,  sondern  setze  vielmehr 

ö  =  0 

Die  hierauf  zu  berechnenden  Ausdrücke  sind  demnach  zuerst  die  {pp), 
[pp)y  etc.  (p'p'),  etc.  etc.  nach  den  im  Art.  69  gegebenen  Ausdrücken. 

Da  nun 

NN'  =  {pp') 

NN"  =n  (pp"). 

NN'"  =  ipp'") 

etc. 
und 

N'N"  =  ifp") 

werden  mttssen,  so  bekommt  man 


N  =  Y^^^    .  N"'  =  -^ 

N'  =  Y^^    ,  iV'"  - 


ML 

N 

ML 

N 


N"  =  Y--wP  '        ^''  ^ 

etc. 
die  auch  zu  berechnen  sind.   Alsdann  werden 

{aa)  =  0  +  iV»  -  ipp)  ,  (W,1)  =  0'  +  N"»  -  (p'p') 

{ab)  =  0  (6c,  1)  =  {bc)  =  0 

(ac)  =  0  {bd,\)  =  N'N'"  —  {p'p'") 

(ad)  =  0  (fce.l)  =  N'N"  —  (p'p") 

(ae)  =  0  etc. 

etc.  {blA)  mz  {Ix') 

(cc,2)  =  0"  +  iV"*  -  ifp")  {ddA)  =  Q"  +  N'"^  -  {fp'") 

(cd,2)  =        N"N"  —  {ff')  {de^)  =          ^"'^"'  -  (p"'p'1 

(ce,2)  s=        N'^N'"  -  {ff)  etc. 

etc.  (dM)  =s  {Ix") 
(c/,2)  =  {bf') 
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{ee,i)  =  (y  +  iV'"»  -  ipy) 
etc. 

etc.  bis 

{II)  ^pP  -t-  p'n  +  p"n  +  pT»  + . . . 
+  p /*  +  p' r » +  »•  r «+ p"  r »  + . . . 

■Tun  r  II    II  r   n    n  r    II     H 

+  p /»+ p' r »+ p"  r  >+ p"  r  »-#-.. . 

^  ui  Hl  r  III  III     "     t^  Ml    III      •     r  m    VI     ^ 

+  etc. 

welche  letzte  Function  zur  gleichzeitigen  Berechnung  von  W  dient,  und 

mit  welcher 

W  =  («,n) 

erhalten  wird.  Die  aufzulösenden  Gleichungen  (61)  gehen  hiemit  in  die 
folgenden  über, 

[aa)x  SEK  {at) 

[hh,\)x  +  [bdA)r  +  [be,\)x"'  +  .  .  .  =  (6/,1) 

(cc,2K'  +  [cd^i)r  +  (ce,2y*'  +  .  .  .  =  (c/,2) 

(6d,1>c'  +  (cd.2K'  +  {dd,\)x"  +  (de,1)^"  +  .  .  .  =  (dM) 

{he,\)x'  +  (cc,2)x"  +  (de.1)j?'"  +  [eeAy  +  .  .  .  =  (e/,1) 

etc.  etc. 

die  auf  die  vorbeschriebene  Art  in  der  Auflösung  zu  bebandeln  sind. 
Es  kann  noch  angemerkt  werden,  dass  in  Folge  der  fehlenden  GoefG- 
cienten  derselben  von  den  Hulfsgrössen  des  Art.  43 

«=/?'  =  /  =  (>'  =  etc.  =  /J"  =  0 

werden,  so  wie  dass  von  denen  des  Art.  44 

a    =  a     s=r  a    SS  etc.  ss  0 

werden,  und  die  tlbrigen  die  folgenden  Ausdrücke  erhallen, 


IV  nf" 


y'"   =        if"  +  (JY" 

•»K       /»'  _  V^IV 

etc. 


50 
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worauf  die  Ausdrücke  der  Unbekannten 


t      ^^ 

ff                 _         ly  äfft 

X        +  xß 

+  JCß 

rr 

fff      _         ly  fff 

X    -*-  xr 

_         y  ly 

•+■  xr 

ttf  ^^ 

ly 

X 

V  mJV 

+  XO 

-x"  = 
etc. 

X 

etc. 

sich  ergeben.  Die  vorbescbriebenen  Rechnungen  können  durch  die  fol- 
genden Gleichungen,  die  aus  dem  Art.  71  hervorgehen,  geprOft  und  wo 
ndthig  berichtigt  werden.   Die  (pp),  (fp'),  etc.  durch 

(pp)  +  (ppO  -I-  {pp")  +  . . .  =  0 

ivv)  +  {jp'p)  +  {.p'v")  +...  =  (?' 
ivp")  +  (p'p")  +  ivT)  + --Q" 

etc.  etc. 


die  [aa),  (66,1)  etc.  durch 

(««) 

=  NSN 

(66,1)                +  (6d,1)  +  .  . 

.  =  N'^N 

(cc,2)  +  (cd,2)  -1-  .  . 

.  =  N"2N 

(6d,1)  +  (cd,2)  +  (drf,1)  +  .  . 

.  .  =  N"'2N 

etc. 

etc. 

und  die  Werthe  der  Unbekannten  selbst  durch 

Oz=Nx  -*-  N'x  +  N"x"  +  N"'x"' 


•        •        • 


die  aus  dem  Art.  72  hervorgeht.  Will  man  hierauf  auch  die  Werthe  der 
u,  w  ,  etc.  kennen  lernen,  so  dienen  hiezu  die  Gleichungen  (65).  Wenn 
eine  oder  mehrere  der  [pp)y  {pp\  [pp")  Null  werden,  so  können  durch 
die  obigen  Ausdrücke  die  iV,  N\  iV"  nicht  berechnet  werden ,  aber  in 
diesem  Falle  kann  man  durch  Abänderung  der  Reihenfolge ,  in  welcher 
man  anfänglich  die  Richtungen  aufgestellt  hat,  immer  diese  Bestimmung 
wieder  möglich  machen. 

Das  eben  entwickelte  Verfahren  den  ersten  Theil  der  Auflösung 
unserer  Aufgabe,  oder  die  sogenannte  »Ausgleichung  auf  den  Stationen« 
zu  behandeln,  bewirkt  nicht  nur  an  sich  selbst  ein  kurzes  Verfahren, 
dessen  richtige  numerische  Ausführung  durch  die  zur  Controle  derselben 
vorhandenen  Gleichungen  gesichert  wird,  sondern  die  zum  Verschwinden 
gebrachten  Coefficienten  üben  auch  auf  den  zweiten  Theil  der  Auflösung 
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in  Bezog  auf  die  Abkürzung  desselben  wesentliche  Wirkung  aus,  indem 
sie  bewirken,  dass  auch  dort  eine  Anzahl  von  Gliedern  verschwinden. 

77. 

Die  Ausdrücke  des  vor.  Art.  führen  in  zwei  verschiedenen  Fallen 
die  allgenoeine  Aufgabe,  auch  in  ihrer  Anwendung  auf  die  Geodäsie,  auf 
den  im  Art.  55  betrachteten  speciellen  Fall  zurück.  Der  eine  dieser 
Fälle  tritt  jedes  Mal  auf  den  Stationen  ein,  auf  welchen  nur  drei  Rich- 
tungen eingeschnitten  worden  sind,  denn  kürzt  man  die  Gleichungen 
auf  diesen  Fall  ab,  so  werden  sie 


X    = 


X       2= 


(Ol)      _      (te) 
{aa)  (aa) 

(W.4)     _     (te') 


(66,  n  (66  J) 

.f  _      (d,2)     _     (te") 
X     — 


(cc,4)  [ce.i) 


WO 


{aa)  =  Q   +N^  -  (pp)     :=  N{N+N'  +  N") 
{bb,^)  =  Q'  +  JV'2  -  {p'p')    =  N'{N+N'+N") 
(cc,2)  =  Q"  +  N"^  -  [p"p")  =  N"  [N+  N'  +  N") 

sind,  und 

iPP)    >  iPP)     >  iPf) 

{pp')    .  (P>") 

Gp'p") 

so  wie  N,  N' ,  iV"  eben  so  wie  im  allgemeinen  Falle  zu  berechnen  sind. 
Alle  mit  a,  ß,  y,  etc.  und  angehängten  Strichen  bezeichneten  Grös- 
sen werden  hier  Null,  und  zur  Berechnung  der  Summe  der  mit  ihren 
Gewichten  mulliplicirten  Fehlerquadrate  ergiebt  sich  aus  dem  Vorher- 
gehenden 

W  =  (H,3)#=  (//)  —  x{lx)  —  x'ihf)  —  x'\y') 

Die  allgemeinen  Bedingungsgleichungen  für  die  (pp),  {pf),  etc.  und  für 
die  Unbekannten  selbst  bestehen  auch  hier. 

78. 

Der  zweite  Fall,  in  welchem  die  allgemeinen  Formeln  von  selbst  in 
den  genannten  speciellen  Fall  übergehen,  findet  auf  allen  Stationen  statt, 
auf  welchen  in  jedem  Gyrus  alle  vorhandenen  Richtungen  eingeschnitten 
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worden  sind,  und  man  in  jedem  Gyrus  für  sich  allen  Beobachtungen 
dasselbe  Gewicht  beilegen  kann.   Da  in  diesem  Falle 

p  =  p'  =  p''  s=  etc. 
P,  =  P\  =  P\  =  etc. 
P„  -  P\.  =  P"„  =  etc. 

u.  s.  w.  ist,  so  giebt  die  Gleichung  (9)  schon  zu  erkennen,  dass 

p+p,+p,,+...  '  p+p,+p.+...  '  p+p,+p^+... 

u.  s.  w.  werden  müssen,  und  die  allgemeinen  Ausdrücke  des  vorvor. 
Art.  bestätigen  nicht  nur  dieses,  sondern  weisen  auch  nach,  dass  in  der 
That  der  genannte  specielle  Fall  eintritt.  Bezeichnet  man  wieder  mit  n 
die  Summe  aller  Richtungen,  so  werdeü  jetzt 

P  =  np  ,    P^^np^,     P  =  np^  ,  etc. 
0  =  0'  =  0"  =  etc.  =  p  +  p,  +  p.  +  .  .  . 

und  Folge  davon  ist,  dass  sich 

[pp)  =  [pp')  =  {j^p")  =  etc.  =  4" 

[PP')  =  [pp)  =  etc.  =  ^ 
W)  =  etc.  =  -J- 

etc. 
und 

iV  ==  iV'  =  iV"  =  etc.  =  Yi- 

ergeben,  die  Goefficienten  der  Endgleichungen  werden  daher 

[aa)  =  (66,1)  ='(ec,2)  =«  etc.  =«  Q 

und  alle  übrigen  Goefficienten  derselben  werden  Null.  Diese  Gleichun- 
gen gehen  daher  über  in  * 

Qx  =  {h)  ,     Qx  =  [Ix') ,     Q:xr  =  {hTj  ,,  etc. 


woraus 


x'  =         (^^) 

P-^P^-^Ph-^'- 

p-^pf-^p..-^-"* 


u.  s.  w.  hervorgehen,  w.  z.  b.  w. 
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Wedn  alle  Gewichte  einander  gleich  gesetzt  werden  dürfen,  so 
'*  gehen  diese  Ausdrücke  in  die  arithmetischen  Mittel  aus  den  Beobach- 
~  toDgen  einer  jeden  Richtung  über. 

j.  Alle  mit  a,  /S,  y,  etc.  bezeichneten  Grössen  werden  wieder  Null, 

^  aod  ausserdem  noch 

{ihi)  =  0 

Diese  Resultate  gelten  wie  gross  auch  die  Anzahl  der  Richtungen  ist, 
die  den  Forderungen  dieses  Artikels  gemäss  eingeschnitten  worden  sind. 

79. 

Zu  den  speciellen  Fällen  die  vorkommen  können  gehört  noch,  abgesehen 
von  den  in  den  beiden  nächstvorhergehenden  Artikeln  betrachteten ,  der 
Fall  dass  auf  der  einen  oder  anderen  Station  mit  den  Richtungen  nach 
den  Dreieckspunkten  zugleich  Richtungen  nach  anderen  Gegenständen, 
die  keinen  Dreieckspunkten  angehören,  beobachtet  worden  sind.  Es 
können  z.  B.  die  Azimuthe  dieser  Gegenstände  genau  bestimmt  sein, 
und  man  will  sich  derselben  daher  zur  Orientirung  des  Dreiecksnetzes 
bedienen ;  es  können  auch  andere  Ursachen  die  Mitbestimmung  solcher 
Punkte  veranlasst  haben,  wie  man  weiter  unten  sehen  wird. 

Um  in  diesem  Falle  die  Rechnungen  möglichst  abzukürzen,  ist 
nichts  weiter  zu  thun  wie  diese  überzähligen  Richtungen,  wie  ich  sie 
nennen  will,  aus  der  natürlichen  Reihenfolge  der  Richtungen  auszuheben 
und  ihnen  die  letzten  Stellen  in  der  Reihenfolge  aller  Richtungen  der 
betreffenden  Station  zuzutheilen.  Die  Berechnung  ist  darauf  eben  so 
wie  sonst  auszuführen ,  und  man  erlangt  durch  diese  Anordnung  den 
Vortheil ,  dass  in  dem  zweiten  Theil  der  Auflösung  diese  überzähligen 
Richtungen  so  wenig  wie  möglich  eintreten. 

80. 

Betrachten  wir  nun  wieder  den  allgemeinen  Fall,  den  auch  der 
vor.  Art.  in  sich  schliesst ,  in  welchem  nicht  jeder  Gyrus ,  oder  kein 
Gyrus,  alle  Richtungen  enthält,  dann  sind  zuerst  in  den  Ausdrücken  für 
(pp),  ipp),  etc.  die  Gewichte  der  fehlenden  Einstellungen  Null  zu  ma- 
chen ,  und  demgemäss  die  numerischen  Werthe  dieser  Grössen  zu  be- 
rechnen.  Wenn  die  Beobachtungen  so  beschaffen  sind ,  dass  man  die 
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Gewichte  aller  Einstellungen  auf  der  Station  einander  gleich,  und  in 
Folge  dessen  =  i  setzen  kann,  (und  dieser  Fall  kommt  gewöhnlich  vor, 
weil  man  selten  im  Stande  ist  etwaige  Unterschiede  in  der  Güte  der 
Beobachtungen  hinreichend  genau  durch  Zahlen  ausdrücken  zu  können,) 
so  werden  die  Bedeutungen  der  Hülfsgrössen  einfacher  als  im  Art.  67 
angegeben  ist.    Es  werden  alsdann 

P  die  Anzahl  der  Einstellungen  des  ersten  Gyrus, 

P    »         »        »  »  ))    zweiten    » 

u.  s.  w. 

Q  die  Anzahl  der  Einstellungen  der  Richtung  x, 

Q        »  9  9  ))  ))  9  X\ 

u.  s.  w. 

{lu)  die  Summe  der  im  ersten  Gyrus  durch  die  Einstellungen  er- 
haltenen Werthe, 

(/tij  die  Summe  der  im  zweiten  Gyrus  durch  die  Einstellungen 

erhaltenen  Werthe, 
u.  s.  w. 

(Ix)  die  Summe  der  für  x  durch  die  Einstellungen  erhaltenen  Werthe, 

{Ix^  »        9         »     »  a;     »       »  »  »  » 

u.  s.  w.  Mit  Rücksicht  auf  diese  Bedeutungen  der  Hülfsgrössen  ist  es 
immer  leicht  die  Werthe  der  CoefBcienten  (aa),  etc.  zu  berechnen,  aber 
es  ist  die  Berechnung  derselben  gar  nicht  schwieriger,  wenn  p,  p^,  etc. 
etc.  verschiedene  Werthe  haben,  vorausgesetzt  dass  diese  ganze  Zahlen 
sind,  und  diesen  Fall  kann  man  oft  herbeiführen,  und  zur  Abkürzung 
der  Rechnung  benutzen. 

Wenn  auf  einer  Station  viele  Gyri  beobachtet  worden  sind,  so  wird 
es  nicht  ausbleiben,  dass  eine  Anzahl  von  Gyri  vorkommen,  in  welchen 
dieselben  Punkte  eingeschnitten  worden  sind,  eine  andere  Anzahl  in 
welchen  ganz  oder  zum  Theil  andere  Punkte,  aber  wieder  in  jedem 
Gyrus  dieselben,  u.  s.  w.  Vorausgesetzt  nun,  dass  man  das  Gewicht 
einer  jeden  Einstellung  =  I  setzt,  kann  man  aus  jeder  dieser  Gruppen 
von  Gyris  zuerst  das  arithmetische  Mittel  nehmen,  und  dieses  in  der  fol- 
genden Rechnung  so  behandeln,  als  wlire  dessen  Gewicht  gleich  der 
Anzahl  der  Gyri,  aus  welchen  es  entstanden  ist.  Man  kürzt  dadurch  die 
Rechnung  wesentlich  ab ,  ohne  an  der  Strenge  derselben  etwas  zu  ver- 
geben. Die  so  entstehenden  Gewichte  sind  selbstverständlich  ganze 
Zahlen ,  und  es  sind  nun  mit  Rücksicht  auf  diese  die  Hülfsgrössen  zu 


■  •      •      • 
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berechnen.  Wenn  z.  B.  die  ergte  Gruppe  das  arithmetische  Mittel  aus 
m  Gyris  ist,  so  setze  man 

p  =  p'  =  p*  =  etc.  =  m  ,     und     P  =  fim 

wenn  fi  die  Anzahl  der  Richtungen  ist,  die  in  diesen  Gyris  eingeschnitten 

worden  sind,  u.  s.  w.    Wenn  in  den  Gyris,  in  welchen  x  vorkommt,  diese 

Gewichte 

p  =  m  ,     p=m^,    p^  =  m^  ,  etc. 

sind,  so  wird 

Q  =s  m  +  m  +  m 

u.  s.  w.  und  auf  ahnliche  Art  verfährt  man  bei  der  Berechnung  der  mit 
(te),  etc.  und  [pp),  etc.  bezeichneten  Grössen.  Man  kann  hiebei  noch 
bemerken,  dass  man  durch  die  im  Art.  68  gegebenen  Gleichungen 

P  +  P  +  P  +  . . .  =  0  +  0'  +  0"  +  . . . 

'  {Ix)  -i-  {hT)  +  (te")  +  . .  .  =  0 

eine  Controle  der  numerischen  Rechnung  erhält.  Man  braucht  hier  nicht 
die  Division ,  die  zur  Erlangung  des  arithmetischen  Mittels  erforderlich 
ist,  auszuführen,  sondern  kann  sogleich  die  Summe  dieser  Gyn  ansetzen, 
die  unmittelbar  zur  Berechnung  der  mit  {Ix),  {Ix'),  etc.  bezeichneten 
Grössen  dienen. 

81. 

Es  ist  hier  der  Ort  die  Betrachtung  des  Falles  einzuschalten,  in 
welchem  nicht  die  Richtungen,  sondern  statt  dessen  unmittelbar  die 
Winkel  zwischen  den  Dreieckspunkten  beobachtet  worden  sind.  Es 
kann  dieser  Fall  wohl  noch  hie  und  da  bei  neueren  Triangulationen  vor- 
kommen ,  aber  wenn  man  ältere  Triangulationen  zu  berechnen  oder  zu 
untersuchen  hat,  so  findet  man  denselben  immer  vor. 

Nehmen  wir  zuerst  den  Fall  an ,  dass  nur  die  von  einander  unab- 
hängigen Winkel  auf  der  Station  beobachtet  sind ,  so  bindert  nichts  die 
durch  diese  Beobachtungen  erhaltenen  Werlhe  derselben  mit  y,  y',  y", 
etc.  zu  bezeichnen ,  und  hiemit  wird  die  Aufgabe  sofort  auf  den  speciel- 
len  Fall  des  Art.  55  hingeführt.  Da  jetzt  sehr  wohl  die  verschiedenen 
Winkel  verschiedene  Gewichte  haben  können,  indem  die  Beobachtung 
des  einen  mehrmals  wiederholt  worden  sein  kann  wie  die  irgend  eines 
anderen ,  so  sind  demgemäss  die  a.  a.  0.  vorkommenden ,  mit  p,  p\  p\ 
bezeichneten  Gewichte  zu  bestimmen. 
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Nehmen  wir  dagegen  an ,  dass  ausser  den  einzelnen  Winkeln  auch 
Winkel  beobachtet  worden  sind,  in  welchen  jene  enthalten  sind,  wie  die 
Ergänzung  aller  tLbrigen  Winkel  zum  Umkreise,  oder  Summen  zweier 
oder  mehrerer  einzelner  Winkel ,  so  entstehen  hieraus  Bedingungsglei- 
chungen, die  nicht  zu  denen  gehören,  die  das  Dreiecksnetz  an  sich  dar- 
bietet, und  die  ich  daher  locale  Bedingungsgleichungen  nennen  will. 
Verweist  man  diese  Bedingungsgleichungen  in  den  zweiten  Theil  der 
allgemeinen  Auflösung,  wie  bisher  immer  geschehen  ist,  so  bleibt  der 
specielle  Fall  des  Art.  55  zwar  bestehen,  aber  der  zweite  Theil  der  Auf- 
lösung wird  unnöthigerweise  verlängert.  Da  aber  die  Berechnung  dieses 
zweiten  Theils,  in  den  Fällen,  wo  die  Anzahl  der  Bedingungsgleichungen 
gross  ist,  bei  Weitem  die  grössere  Arbeit  bei  der  Ausgleichung  der  Be- 
obachtungen eines  Dreiecksnetzes  verursacht,  so  ist  es  von  wesentlichem 
Yortheil  diesen  nicht  unnöthiger  Weise  zu  verlängern.  Die  Aufnahme 
der  localen  Bedingungsgleichungen  in  diesen  zweiten  Theil  der  Auflö- 
sung ist  aber  eine  unnöthige  Verlängerung  desselben ,  da  sie  anf  ein- 
fache Weise  in  dem  ersten  Theile  berücksichtigt  werden  können.  Zwar 
hört  alsdann  die  Auflösung  auf,  in  Bezug  auf  die  betreffenden  Stationen, 
dem  speciellen  Falle  des  Art.  55  anzugehören ,  aber  die  kleine  Vermeh- 
rung des  ersten  Theils  der  Auflösung,  die  dadurch  entsteht,  wird  bei 
Weitem  durch  die  Abkürzung  des  zweiten  Theils  aufgewogen. 

Man  kann  jeden  gemessenen  Winkel  in  zwei  Richtungen  zerlegen, 
oder  als  den  Unterschied  von  zwei  Richtungen  betrachten,  von  welchen 
die  eine  ganz  willkührlich  ist.  Jeder  gemessene  Winkel  lässt  sich  daher 
wie  ein  Gyrus  von  zwei  Richtungen  betrachten .  und  stellt  man  alle  auf 
einer  Station  beobachteten  Winkel  in  dieser  Form  auf,  und  löst  die  da- 
durch erhaltenen  Gleichungen  den  Erklärungen  des  Vorhergehenden  ge- 
mäss auf,  so  ergeben  sich  die  Werlhe  von  y,  y\  y\  etc.  in  welchen  die 
localen  Bedingungsgleichungen  volle  Berücksichtigung  erfahren  haben, 
und  daher  im  zweiten  Theil  der  Auflösung  nicht  beachtet  zu  werden 
brauchen. 

Man  kann  hiebei  noch  Folgendes  bemerken.  Nimmt  man  die  vor^ 
läufigen  Werthe  der  den  unabhängigen  Winkeln  entsprechenden  Rich- 
tungen so  an,  dass  sie  den  Beobachtungen  vollständig  entsprechen,  so 
werden  alle  diesen  Richtungen  zukommenden  Werthe  der  mit  /  bezeich- 
neten Grössen  gleich  Null ,  und  in  so  fern  keine  abhängigen  Winkel  auf 
der  betreffenden  Station  beobachtet  worden  sind ,  führt  die  im  Vorher- 
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gehenden  erklärte  Auflösung  unmittelbar  auf  die  Werthe  y  sess  0,  y'  ss  0, 
y'  E=5  0,  eto.,  wodurch  der  specielle  Fall  des  Art.  55  wieder  herbei  ge- 
führt ist.  Sind  aber  auf  dieser  Station  auch  abhängige  Winkel  beobach^ 
tet,  dann  werden  in  den  aus  diesen  entspringenden  Gyri  die  beiden  dazu 
gehörigen  /  nicht  gleich  Null,  und  die  aus  der  Auflösung  aller  Gleichun- 
gen hervorgehenden  Werthe  von  y,  y\  etc.  werden  im  Allgemeinen  auch 
nicht  mehr  gleich  Null. 

82. 

Ehe  ich  zur  Anwendung  des  zweiten  Theils  der  allgemeinen  Auf- 
lösung auf  die  Geodäsie  übergehe,  will  ich  das  Vorhergehende  durch 
ein  Beispiel  erläutern,  welches  ich  aus  der  von  mir  vor  ohngef^hr  30 
Jahren  zum  Zweck  einer  staatsöconomischen  Landesvermessung  ausge- 
führten Triangulation  des  hiesigen  Herzogthums  entlehne.  Selbstver- 
ständlich würde  es  zu  weit  führen ,  wenn  ich  hier  diese  ganze  Triangu- 
lalion  anfuhren  und  berechnen  wollte,  ich  muss  mich  damit  begnügen 
aus  derselben  einige  zusammenhängende  Dreiecke  auszuwählen,  und  die 
Berechnung  dieser,  als  ein  Ganzes  betrachtet,  zu  zeigen. 

Es  wurden  bei  dieser  Triangulation  auf  allen  Stationen  nicht  die 
Winkel  für  sich ,  sondern  die  Richtungen  eingeschnitten  und  beobachtet, 
und  da  auf  fast  jeder  Station  eine .  grosse  Anzahl  von  Punkten  einzu- 
schneiden war,  so  wurden  in  keinem  Gyrus  Alle  eingeschnitten,  sondern, 
wie  im  Art.  64  erklärt  worden  ist,  verfahren,  und  möglichst  viele  Com«* 
binationen  der  einzuschneidenden  Punkte  gebildet,  deren  jede  einen 
Gyrus  bildete.  Da  demzufolge  die  oft  genannte  Gaussische  Auflösung 
auf  die  Berechnung  dieses  Dreiecksnetzes  nicht  angewandt  werden 
konnte ,  so  entwarf  ich  schon  damals  die  hier  erklärte ,  wandte  sie  bei 
der  Berechnung  an,  und  veröffentlichte  die  Endformeln  ohne  deren  Ab- 
leitung im  16.  Bande  der  Schum.  A.  N. 

Ich  führe  noch  an,  dass  zu  dieser  Triangulation  blos  Szöllige  Theo- 
doliten angewandt  wurden,  deren  Nomen  unmittelbar  10''  gaben. 

83. 

Aus  der  oben  genannten  Triangulation  werde  ich  nun  fttr  das  hier 
zu  berechnende  Beispiel  die  fünf  Stationen ,  oder  Dreieckspunkte ,  See- 
berg, Inselsberg,  Wachsenburg ,  Warte,  Hörselsberg  auswählen  und  be- 
rechnen. 
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Ich  bemerke  hiezu  im  Voraus,  dass  die  Bezeichnung  der  Richtun- 
gen und  anderer  in  Betracht  kommenden  Grössen  mit  Buchstaben,  wie 
im  Vorhergehenden  geschehen  ist ,  wohl  in  der  Ableitung  der  Relatio- 
nen ,  auf  die  die  Auflösung  der  Aufgabe  führt ,  zweckmässig  ist ,  dass 
man  sich  aber  in  der  Anwendung ,  und  namentlich  bei  grossen  Triangu- 
lationen ,  weit  zweckmässiger  der  Zahlen  zur  Bezeichnung  bedient.  Es 
sollen  daher  auch  hier  diese  und  zwar  so  angewandt  werden,  dass 
nicht  nur  jede  Station ,  sondern  auch  jede  Richtung  mit  einer  Zahl  be- 
zeichnet wird.  Die  oben  genannten  fünf  Stationen  werde  ich  mit  (1), 
(2),  (3),  (4),  (5)  bezeichnen,  so  dass 

Seeberg       .     .     .     (1) 

Warte     ....     (2) 

Inselsberg    ...     (3) 

Wachsenburg   .     .     (4) 

Hörselsberg  .  .  (5) 
zur  Bezeichnung  erhält.  Die  Richtungen  nach  den  Dreieckspunkten  werde 
ich  gleichfalls  mit  den  fortlaufenden  Zahlen  so  bezeichnen,  dass  auf  je- 
der Station  mit  der  (1)  angefangen  wird  Wo  es  nöthig  wird  die  Statio- 
nen zu  unterscheiden ,  kann  die  Stationsnummer  der  Richtungsnommer 
rechts  unten  als  Index  angehängt  werden ,  so  dass  allgemein  (r), ,  wo  r 
die  Richtungsnummer  und  s  die  Stationsnummer  bedeutet ,  die  Bezeich-« 
nung  irgend  einer  Richtung  wird.  Ins  Besondere  sollen  im  Folgenden 
(r),  der  vorläufig  angenommene  Werth  irgend  einer  Richtung 
w{r),  die  im  ersten  Theile  der  Auflösung  zu  berechnende  Verbesserung 

derselben, 
y(r),  der  hieraus  folgende  Werth  derselben  bedeuten ,  so  dass 

yWs  =  Wa  +  ^<r)s 

wird.  Die  Coofficienten  {aa),  {ab),  etc.  (66),  etc.  des  Vorhergehenden 
sollen ,  in  so  weit  sie  Dreieckspunkten  angehören,  mit 

(1,1).,   (1,2).  ,  etc.    (2,2). 

bezeichnet ,  und  überhaupt  diese  Bezeichnungsart  auch  auf  andere  Grös- 
sen ausgedehnt  werden.  Im  ersten  Theile  der  Auflösung  wird  man  den 
Index  8  grösstentheils  weglassen  können ,  und  nur  bei  jeder  Station  all- 
gemein angeben. 
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,84. 

Mit  der  Station  Seeberg  =s(1)  anfangend,  werde  ich  mit  Weglas- 
sung der  Stationsnummer  den  hier  von  den  dort  überhaupt  beobachte- 
ten  Richtungen  aufzunehmenden  die  folgenden  Bezeichnungen  geben, 

(1)  =  Richtung  nach  Station  (3) 


(2)  = 

» 

»          »       (5) 

(4).  (3)  = 

•      » 

.       (2) 

(3).  (4)  = 

» 

.          »       (4) 

(a)  = 

» 

nach  Trügleben 

(6)^ 

» 

»     kl.  Rettbach. 

Die  Richtungen  (a)  und  (6) ,  die  hier  mit  aufgenommen  worden  sind, 
gehören  keinem  der  übrigen  hier  in  Betracht  zu  ziehenden  Dreiecks- 
punkten an,  und  es  tritt  daher  hier  der  Fall  ein,  der  im  Art.  79  erläu- 
tert wurde.  Diese  beiden  Richtungen  habe  ich ,  wie  dort  vorgeschrieben 
wurde,  aus  ihrer  natürlichen  Reihenfolge  herausgenommen ,  und  den 
übrigen  nachgestellt.  Es  ist  nothwendig  zu  erklären ,  weshalb  diese  bei- 
den Richtungen  hier  mit  aufgenommen  worden  sind. 

Statt  auf  dem  Dache  der  vormaligen  Sternwarte  auf  dem  Seeberge 
zu  beobachten ,  wie  früher  geschehen  ist ,  zog  ich  vor  die  Theodoliten 
auf  in  die  Erde  eingemauerte  Steinpfeiler  aufzustellen ,  da  aber  hier  das 
neben  liegende  Gebäude  der  Sternwarte  fast  1 80^  des  Horizonts  ver- 
deckte, so  mussten  zwei  solcher  Steinpfeiler,  ein^r  nördlich  und  einer 
südlich  vom  Gebäude  angewandt  werden.  Um  unter  diesen  Umständen 
eine  sichere  Verbindung  zwischen  den  von  jedem  dieser  beiden  Stande 
punkte  aus  beobachteten  Richtungen  herzustellen,  wurden  mehrere  Ge- 
genstände aufgesucht,  die  auf  beiden  Standpunkten  sichtbar  waren ,  und 
häufig  mit  eingeschnitten.  Solche  sind  die  oben  mit  (a)  &nd  (6)  bezeich- 
neten. Die  Wachsenburg  war  übrigens  auch  von  beiden  Standpunkten 
aus  sichtbar. 

Da  hier  nicht  bezweckt  wird,  die  definitive  Berechnung  dieser 
Triangulation  zu  geben ,  sondern  einen  Auszug  aus  derselben  als  Erläu- 
terung des  Vorhergehenden  aufzustellen ,  so  halte  ich  es  nicht  für  noth- 
wendig die  Beobachtungen  jedes  einzelnen  Gyrus  anzugeben ,  sondern 
begnüge  mich  die  Summen  der  Gruppen ,  nachdem  davon  die  vorläufig 
angenommenen  Werthe  der  Richtungen  abgezogen  worden  sind,  anza- 
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führen.  Diese  sind ,  nachdem  die  erforderlichen  CentriruDgeo  berück- 
sichtigt worden  waren,  nebst  den  voclsufig  angenommenen  Wertheo  der 
Bichtungen  in  d«D  folgenden  Tfifelcben  enthalten. 


Stalion  (1 

• 

r 

Vorl.  Wertbe.j]          Aniahl  d.  Beob.  u.  die  Summen  dieser.           | 

II    • 

' 

1 

■ 

« 

(1) 

63»U'10" 



S"60 



_ 



(äi 

96  S9  Sä 

— 

— 

2-iO 

— 

— 

(41 

f31 

216  88  n 





— 



i.OO 

f31 

(41 

308  i{  37  |i    — 



— 

4'60 

— 

(«1 

106    2  89 

3"30 

3.8S 

1.70 

3.20 

2.20 

w 

269  57  23 

S  = 

(.60 

— 

— 

— 

— 

4.90 

9.iS 

i.10 

7.80 

6.20 

M  = 

2.tS 

4.72Ö 

2.0S0 

3.900 

3.100 

r 

7 

• 

s 

■ 

s 

" 

s 

< 

Ml 



0'20 







(21 

— 

— 

15.25 

V\S 

— 

— 



_ 

(41 

(31 

3'80 

— 

— 

— 

0'20 

— 

0'70 

3'60 

(3) 

it! 

— 

3'10 

— 

3.42 

3.40 

27"60 
17.70 

13.20 

1.66 

s 

a.7s 

1.03 

— 

— 

— 

0.80 

0.15 

3.65 

6.65 

4.13 

16.46 

4.67 

3.60 

46.10 

14.05 

8.80 

M 

3.276 

2.066 

7.226 

S.286   1.800J1 5.367 

4.683 

2.933 

r 

t 

, 

t 

1 

t 

4 

1 

t 

dl 



3"65 

8"40 

5'30 

0-00 

2*15 

. 

8'90 

(21 





4.80 

4.35 

10.20 



7-00 

2.30 

(3) 

no 

— 

— 

— 

— 

— 

— 

_ 

(41 

0.20 

— 

-— 

— 

— 

4.10 

0.00 

0.62 

(»1 

4.60 

7.70 

3.40 



7.88 

3.30 

3.20 

4.60 

(h) 

s 

M 

'sjr 

2.12 

— 

3.06 

1.70 

6.10 

7.00 

— 

13.47 

13.60 

12.70 
4.233 

19.78 
4.945 

16.65 
"3.912 

17.20 
4.30Ö 

13.42 

1.933 

4.490 

4.533 

3.355 

Anseer  den  Nummern  der  Richtungen ,  und  den  voriHufigen  Wer- 
Uien  derselben  gi^t  diese  Tafel  in  der  obersten  Zeile  die  Anzahl  der 
Siebartigen  Gyn,  deren  Summen,  nach  Abzug  der  vorl&a6gen  Werthe 
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darunter  stehen.  Durch  Hinzufligung  einer  angetneeseDeo  Coostante  zu 
den  Beobachtungen  einer  jeden  Gruppe  kann  man  bewirken ,  dass  jede 
dieser  Summen  klein  und  positiv  wird. 

Da  allen  BeobacblungeD  hier  derselbe  Wertb  beigelegt  werden 
wird,  $0  sind  die  Zahlen  der  obersten  Zeilen  zugleich  die  Gewichte  der 
betreffeDdeo  Gruppe  von  Gyns. 

Neben  der  Bezeichnung  S  folgt  die  Summe  der  Summen  jeder  Co- 
lumne ,  und  neben  M  das  arithmetische  Mittel  derselben. 

Es  muss  nun  jedes  dieser  arithmetischen  Mittel  von  den  Zahlen 
derselben  Columne  abgezogen  werden ,  und  diese  Unterschiede  dttrfen 
nicht  weiter  geändert  werden.  Sie  sind  in  der  folgenden  Tafel  aufge- 
stellt, und  zwar  in  entgegengesetzter  Anordnung,  nemlich  so,  dass  alle 
Zahlen,  die  derselben  Gruppe  von  Gyris  angehören,  in  Einer  Zeile  ste- 
hen. Dieser  Tafel  sind  überdies  die  Gewichte;),  und  die  Zahlenwerthe 
P,  P ,  elc.  Q,  Q',  etc.  -7-  .  -7^  .  etc.  und  (Ix),  {Ix'),  etc.  einverleibt,  die 
nach  den  im  Vorbei^heoden  dafilr  entwickeilen  Regeln  berechnet  wor- 
den sind.  Die  Gruppen  von  Gyris  habe  ich  mit  laufenden  Nummern  veiv 
sehen. 


pr 

pr 

Nr. 

pl 

vf 

pr 

pf" 

pr 

pf 

3 

p'.P 

_ 

„ 

_ 

~ 

+  «"8I 

-o"a5 

(.5 

+  II"87S 

-0.875 

1.5 

+  0"35 

-0.85 

0.5 

+  0"70 

-0.70 

1.5 

+n"9it 

- 

-O.SO 

3.0 

+o.sis 

-D.515 

3.5 

+  1.1)35 

-1.0SS 

4.5 

-7.B15 

+  7,0SB 

15 

-i.)a5 

+  1.136 

0.5 

-t.6B 

+  1.6» 

1   0 

+  (1,135 

+1.S8S 

-1*  507 

13 

4.333 

-S  V83 

+  S.SI6 

-*.SS3 

1.6(17 

+0  687 

-1.883 

+  0.710 

0.818 

-U.833 

-1.73S 

+  1  568 

0  S67 

-I.B* 

+  I,H 

-1.87 

O.IIS 

+o.i<efl 

+  0,J87 

-1,133 

0,887 

+  1.087 

-4.183 

0.333 

-*.B4B 

+  S.1S5 

+  I.9S5 

-B.liS 

0.5 

-1.763 

+  0.188 

-0.018 

+  1.188 

0.1-^ 

+  170 

+  i.70 

CS 

+  1,545 

-1  oss 

-a.7S5 
+  6"7tl 

+  VSt5 

— 

19J 

0,5 

-9"MI» 

+  18"5»3 

-*"3i( 

+  15"983 

-«"70  t 

elc. 

17 

18 

S3 

36 

51 

51 
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Die  BerechDUDg  der  (pp),  (pp),  etc.  gab  die  nachfolgeDdeo  Werthe 
derselben, 

m  v 

P  P 


p 

p' 

p" 
0 

0.75 

P'" 

if 

P 

6.5833 

4.5 

3.75 

1.4167 

1 
P 

6.0 

0 

1.5 

2.6667 

1 .3333 

1 

P 

10.1667 

2.0 

5.3333 

5.5 

n 

1 

'i 

14.0833 

7.75 
20.4167 

9.9167 
12.0833 
20.75 

Da  hier  [pp")  und  {p'p)  Null  sind ,  so  tritt  der  im  Art.  76  vorgese- 
hene Fall  ein ,  dass  die  Bestimmung  der  iV,  N\  N"  bei  der  oben  ge- 
wählten Reihenfolge  der  Richtungen  unmöglich  wird,  aber  man  sieht 
sogleich ,  dass  die  Möglichkeit  dieser  Bestimmung  wieder  herbei  geführt 
wird,  wenn  man  die  Aufeinanderfolge  der  Richtungen  (3)  und  (4)  um- 
wechselt. Man  braucht  deshalb  die  Täfelchen  nicht  umzuschreiben,  son- 
dern die  Andeutungen,  die  ich  oben  hinzugefügt  habe,  gnügen  vollstän- 
dig. Nur  muss  man  jetzt  die  neuen  Nummern  dieser  beiden  Richtungen 
bis  ans  Ende  der  ganzen  Rechnung  unverändert  beibehalten.  Diesem 
entsprechend  ergaben  sich  nun  die  numerischen  Werthe  der  N,  N\  etc. 
wie  folgt, 

iV     =  1.5  ,     iV   =  3.0 

N"   =  0.5  ,     iV"  =  0 

N"  =  2.5  ,     r  =  0.9144 

und  die  der  Goefficienten  (aa),  (66,1),  etc.,  wobei  jedoch  zu  bemerken 
ist,  dass  ich  bez.  1,  2,  3,  4,  a,  6  statt  a,  6,  c,  d,  e,  f  geschrieben  habe, 
und  damit  fortfahren  werde ,  da  mir  in  der  Anwendung  diese  Bezeich- 
nung zweckmässiger  scheint  wie  jene ,  die  nur  bei  der  Herleitung  der 
Formelo  den  Vorzug  verdiente.  In  der  Folge  muss  man  daher  unter 

(1,1),  (1,/),  (2,2,1),  (2,3,1),  etc.  (2,/,1) 

(3,3,2),  (3,4,2),  etc.  (3,/,2) 

(4,4,3).  etc.  (4,/,3) 

etc. 
jene  GoefGcienten  verstehen. 


^^^^^^^^^^             »LHNSTBN  Quadrate 

699 

^ 

0 

0 

0 

—  9"220 

hl                     0 

4.8333 

1.5 

+13.523 

»                   -s.o 

—6.8 

—9.4444 

+  6.742 

IS.8333 

—  5.3333 

— ä.5 

—  4.324 

m. 

37.8333 

-9.7222 
31.1420 

+16.983 

—22.704 

174.367 

^^^^^^^B  der  Gleichungea,  die  von  diesen  Coefficiea- 

^^^^^^^^Hben  sich  Dach  and  nach  in  vollständiger  Auf- 

^^^^^^                                             +(9.86207) 

)                             d"                        ,"                          / 

1                   —(9.40550) ,     —(8.8973t) ,     — (9.85S33) 

r             r              t 

+(9.46721).     +(9.62948),     —(9.48309) 

• 

'                             ä»                        a"                        / 

+(9.670(1),     +(9.70073),     +(9.46777) 

k i                       % 

^^m                               +(9.69573)  ,     —(9.60243) 

^^F                                                         +(0.01274) 

,      rnmern  eingeschlossenen  Zahlen  die  Logarithmen  sind,  ferner 

1                                                                                      ('■') 

1                                                                                —9.280 

IS.S,1)                                   (2,a,1)          (2,4,1)          (2,1,1) 

P  19.0                                     +4.8333.       +1..5.       +13.623 

(3,3,2)      (3,4,2)       (3,0,2)          (3,S,2)         (3,i,2) 

22.1667,    —2.0,       -6.5, 

-9.4444.    +6.746 

(4,4.3) 

(4,0,3) 

(4,i.3) 

(4,/,3) 
-3.716 

12.6528,  - 

-5.9198,  —6.3528, 

^H                                      (aa,4)          (ai,4)           (<ij,i) 

wKmk                               31.9281,  -15.8451,  +12,782 

I^SK,                                                      (W.,6)           (6(,5) 

\                                                             15.9468.    -16.422 

(H,6) 

1 

132.861 

j 

.  d.  K.  S.  IlTiellK'Ji.  d.  WiiiciM'b.  \m.                                                             h\ 
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und  ausserdem  Doch 

/!"' =  0  .     /J'"  =  — (9.40550)  ,     /J^  =  —  (9.31 2 1 7) 

y"  =^-h  (9.52562)  ,     /  «=  H-  (9.80472) 

(f  =  +  (9.86583) 

Hieraus  erhielt  ich  die  Verbesserungen  der  Richtungen  und  die  Werlhe 
derseliien  nach  der  Ausgleichung  auf  der  Station  wie  folgt : 

w{\)  =  —  0"728  ,    y{\)=    6 3» 40'  9" 272 

y(2)  =  96  29  52.821 
y{3)  ts=  305  51  36.755 
y(4)  «215  38  16.138 
y{ä)  =  106  5  28.889 
y{b)  =  269  57  21.970 


to(2)  =  -I-  0.82  t 
»(3)  a  —  0.245 
w(4)  as  —  0.862 
u}{a)  =  —  0.1 1 1 
wib)  =  —  1.030 


womit  diese  Rechnung  geschlossen  ist. 


85. 

Da  ich  bei  der  Berechnung  der  Ausgleichung  auf  der  Station  (1) 
ausführlich  gewesen  bin ,  so  kann  ich  die  übrigen  Stationen  kürzer  dar- 
stellen. Für  die  Beobachtungen  auf  der  Station  (2)  =  Warte  wurden  die 
folgenden  Bezeichnungen  angewandt 

(1)  Richtung  nach  der  Station  (1) 

(2)  »  .       »         »        (3) 

(3)  »  »       »         »        (5) 

(4)  »  »       »        »        (4) 
Ueberzählige  Punkte  sind  hier  nicht  vorhanden.   Die  beiden  Täfelchen, 
die  die  Vorbereitung  der  Beobachtungen  enthalten ,  sind  hier  die  fol- 
genden. 

Station  (2). 


r 

Vorl.  Werlbe 

Ansabl  d.  Beob.  n.  die  Summen  dieser. 

4 

« 

45 

4t 

s 

s 

4 

i 

(<) 

(2) 

(3) 

27''55'  r 
45  16  35 
64  53  36 
342  17  12 

S 

M 

2''80 

6.20 

4"20 
8.00 

2''50 
3.55 

2r50 
0.00 

3'70 

4.70 
0.10 

4*00 
7.60 
3.60 

2*10 
3.60 
1.90 

3'20 
2.95 
7.20 
5.60 

1  9.00 

12.20 

6.05 

21.50 

8.50 

15.2 

7.60 

18.95 

4.50 

6.10 

3.025 

10.75 

2.833 

5.067 

2.533 

4.738 
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Nr. 

pi 

K 

pr 

pf" 

p 

p 

p':P 

1 

1"700 

+r7oo 

..^_ 

-     , 

4 

8 

2.0 

2 

—1.900 

— 

+r9oo 

6 

12 

3.0 

3 

—0.525 

— 

+0"525 

15 

30 

7.5 

4 

+10.750 

—10.750 

12 

24 

6.0 

5 

+0.867 

+1.866 

—2.733 

2 

6 

0.6667 

6 

— 

—1.067 

+2.533 

— 1.466 

2 

6 

0.6667 

7 

—0.433 

+1.066 

—0.633 

1 

3 

0.3333 

8 

—1.538 

—1.787 

+2.462 

+0  863 

2 

8 
97 

0.5 

(ir),etc. 

—5*229 

-0*088 

+18"878 

— 13"561 

0. 

etc. 

30 

9 

25 

33 

Hieraus  ergeben  sich  erstens  die  folgenden  numerischen  Werthe  der 

(PP).(/v').etc- 


p 

p' 

p" 

p"' 

p 

14.0 

2.8333 

4.5 

8.6667 

p' 

3.5 

1.5 

1.1667 

p 

11.1667 

7.8333 

tn 

P 

15.3333 

ferner 

N=  2.9115,  iV  =  0.9718,  N"  a=  1.5435,  iV"  =  2.9726 
und  die  (1,1),  (2,2,1),  etc. 


4 

i 

8 

4 

i 

1 

24.5 

0 

0 

0 

— 5''229 

2 

6.4444 

0 

1 .7272  • 

^^0.088 

3 

«6.21 56 

—3.2451 

+18.878 

4 

26.5032 

—13.561 

/ 

40.558 

Die  Auflösung  der  Gleichungen  giebt  die  HülfsgröKsen 

(1.1)  =  24.5,        (2,2,1)  as  6.4444  .      (3,3,2)  =  16.2156 
,  (4,4,3)  =  25.3936  ,      («,4)  =*  13.713  , 

log/S'"«  9.42690«,     log/"  =  9.30129 

die  weiter  unten  wieder  gebraucht  werden ,  nebat 

51* 
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»(1):=  —  0"213,     y(1)  ==    27«  55' 

6''787 

a;(2)  =  +  0.089  ,     y(2)  =    45  1 6 

35.089 

tt)(3)  =  +  1 .087  ,     !/(3)  as    64  53 

37.087 

«,(4)  =  _  0.384  ,     y(4)  =  342  17 

11.616 
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86. 

Die  auf  der  Station  (3)  =  Inselsberg  beobachteten  Richtungen  8ind 
wie  folgt  bezeichnet  worden, 

(1)  .  .  Richtung  nach  der  Station  (5) 

(2)  .  .  »  »      »         »       (1) 

(3)  .  .  »  9        n  o  (4) 

and  die  Beobachtungen  gaben  die  folgenden  Zahlenwerthe 

Station  (3). 


r 

Vorl.  Werthe 

Anzahl  d.  Beob.  u.  die  Summen  ders. 

<♦ 

5 

9 

s 

0) 

(2) 
(3) 

179«  43'   9* 
243  45  35 
268  36  50 

S 

M 

1 
1 

9"40 
1.70 

4''60 
2.90 

roo 

1.18 

2''10 
3.39 
5.19 

11.10 

7.40 

2.18 
1.090 

10.68 

5.550 

1 

1 

3.700 

3.560 

Nr. 

pl 
+3'850 

pl' 

pf 

p 

N4 

p 

28 

1 

— 3'850 

2 

+0.800 

— 

— 0'800 

5 

10 

3 

— 

—0.090 

+0.090 

9 

18 

4 

—1 .460 

—0.170 

+  1.630 

5 

15 
71 

{^. 

etc. 

-l-3"190 

-4  "110 

+0''920 

Q, 

etc. 

24 

28 

19 

Hiemit  bekommt  man 


p 

P' 

p" 

p 
p 

p" 

11.1667 

8.6667 
13.1667 

4.1667 
6.1667 
8.6667 

p»:  P 
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N  =  2.4199  ,    N'  =  3.5818  ,    N"  =  1.7219 


(1,1)  rs  18.6893 

(2.2.1)  =  27.6600 

(3.3.2)  =  13.2982,  («) 

a;(1)  sr  +  0"171 

«»(2)  =  —  0.149 

a)(3)  =  +  0.069 


=  3.340  ,  (U,3)  =  2.120 

y(1)  s  179«  43'  9''171 
2/(2)  =s  243  45  34.851 
y(3)  SS  268  36  50.069 


87. 

Die  auf  der  Station  (4)  =  Wachsenburg  beobachteten  Richtungen 
sind  wie  folgt  bezeichnet  worden, 

(1)  ..  Richtung  nach  der  Station  (3) 

(2)..  »  DD  »  (1) 

(3)  ..         »  »       »         »       (2) 

und  die  Beobachtungen  gaben  die  folgenden  Zahlenwerthe, 

Station  (4). 


r 

Vorl.  Werlbe 

Anzahl  d.  Beob.  u.  d.  Summen  den. 

9 

s 

7 

4 

(2) 
(3) 

88037' 44' 
128  58    0 
170  26  40 

S 
M 

5'85 

0.00 

2"50 
1.80 

0.00 
21.02 

roo 

1.90 
0.00 

5.85 

4.30 

21.02 

3.50 

2.925 

1 

2.150 

10.510 

1.167 

Nr. 

pi 

pe 

pr 

p 

p 

!»•:  P 

1 

2 
3 
4 

+2*926 
+0.35 

+0.433 

— 2'926 

—10.51 
+0.733 

— 0''35 
+10.51 
—1.166 

9 
5 

7 
1 

18 

10 

14 

3 

45 

4.5 
2.5 
3.5 
0.3333 

0. 

etc. 
etc. 

+  3.708 
15 

— 12"702 
17 

+8*994 
13 
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V                      V' 

j»" 

p 

f 

p 

tf 

p 

7.3333 

4.8333 
8.3333 

2.8333 
3.8333 
6.3333 

iV  =  1.8901  ,     N'  =  2.5572  ,     N"  =  1.4991 


(1,1)  =z  11.2393 

(2.2.1)  =  15.2061 

(3.3.2)  =  8.9139,     {II) 

w{i)  «  +  0"330  , 

M,(2)  —  _  0.835, 

w{d)  =s  -H  1.009, 


s  35.594  .     («,3)  =  14.686 

y{i)  =  88<>37'44"330 
2^(2)  »;  128  57  59.165 
y(3)  =  170  26  41.009 

88. 


Die  auf  der  Station  (5)  =  HOrselsberg  beobachteten  Richtungen 
sind  wie  folgt  bezeichnet  worden, 

(1 )  . .  RichtuBg  nach  der  Station  (2) 

(2)  ..         »  .       »         »       (1) 

(3)  ..         »  »       »         »       (3) 
und  die  Beobachtungen  gaben  die  folgenden  Zahlenwerthe, 

Station  (5). 


r 

Vorl.  Wertbe         Anzahl  d.  Beob.  u.  d.  Sammen  ders. 

9 

5 

H 

(2) 
(3) 

252«  59' 37" 
276  32  47 
359  40  37 

S 

8"00 
{     0.00 

2"50 
0.65 

O'OO 
31.15 

f     8.00 

3.15 

31.15 

M 

1     4.00 

1 

1.575 

15,575 

Nr. 


P' 


Pl' 


pi" 


i*W« 


>•:  F 


1 

2 
3 


{Ix),  etc. 
Q,  etc. 


4"00 
0.925 


4.925 
14 


— 4"00 


—  15.575 


19.575 
20 


— 0'925 
hl  5.575 


14.650 
16 


9 

5 

11 


18 
10 
22 


50 


4.5 
2.5 
5.5 
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p 

9 

p' 

p" 

7.0 

4.5 

2.5 

f 

V 

10.0 

5.5 

n 

P 

8.0 

i\r=  1.4302,     iV':=  3.1464.     iV"  =  1.7480 


(1,1)  =    9.0i55 

(2.2.1)  =  19.9000 

(3.3.2)  =  1 1 .0556  ,  («)  X 

w(1)  =  +  0"544  . 
u)(2)  =:  —  0.984  , 
tp(3)  =  +  1.325  , 


48.002  ,  («,3)  =  6.652 

y{\)  =  252«59'37"544 
y(2)  as  276  32  46.01 6 
y(3)  =  359  40  38.325 


89. 

Stellen  wir  nun  die  oben  erhaltenen  Resultate  der  Ausgleichungen 
auf  den  Stationen  zusammen,  und  fbgen  die  HulfsgrOssen  hinzu,  die  im 
zweiten  Theile  der  Auflösung  unserer  Aufgabe  gebraucht  worden. 

Station  Seeberg  =b  (1 ) 

y(1),  =s  63«  40'  9"272 

j^(2),  SB  96  29  52.821 

i^(3)i  ^  308  51  36.755 

2/(4)i  =  215  58  16.138 

y{a)i  SS  1 06    5  28.889 

y{b)i  =  269  57  21 .970 

(1.1),  =  (1.10266),     (4,4,3)i 
(2,2,1  )i  s=  (1.27875)  , 
(.3.3,2)i  =  (1.34570)  , 

0  ,  /',  =+(8.95533) 


«  (1.10219) 
(0,0,4),  =  (1.50417) 
(6.6,5),  =  (1.20268) 


-(9.40550),  y"i  =+(9.52562).    «^,=+(9.67011) 

-(9.31217),    /,  =+(9.80472),    <f,=+(9.86583),  «",=+(9.69573) 

Station  Warte  =  (2) 

y(1)2  r»  27«  85'  6"787 
f/(2)2  «  45  16  35.089 
1/(3)2  =  64  53  37.087 
y(4)2  =  342  17 '11.616 
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(1,1),  =  (1.38917),     (3,3,2)j  =s  (1.20993) 
(2,2,1)2  =  (0.80918)  ,     (4.4,3)^  =  (1.40472) 

/?,'"  =1  —  (9.42690)  ,     yj"  =  +  (9.30129) 

Station  Inselsberg  a=  (3) 
y(1)3  s  179«  43'  9''171 
j/(2)3  =  243  45  34.851 
y{3)3  =   268  36  50.069 

(1,1)3  =  (1.27159) 
(2,2,1  )j  —  (1.44185) 
(3,3,2)s  =  (1.12378) 

Station  Wachsenburg  =:  (4) 
y(1)4  s=     88«37'44"330 
y(2)4  =  128  57  59.165 
y{3)t  =  170  26  41.009 

(1.1)4  ZB  (1.05073) 
(2,2,1)4  =  (1.18201) 
(3,3,2)4  =  (0.95006) 

Station  Hörselsberg  s  (5) 
y(1)5  =  252«59' 37''544 
j^(2)5  =  276  32  46.016 
j^(3)s  »  359  40  38.325 

(1,1)5  =  (0.95641) 
(2,2,1  )s  =  (1.29889) 
(3,3,2)5  =  (1.04356) 

Zur  Berechnung  des  mittleren  Fehlers  wird  ausserdem  noch  die  Summe 
der  («,n)  gebraucht ,  die  ich  hier  mit  Wg  bezeichnen  will.  In  unserm 
Beispiel  haben  wir  oben  erhalten. 


(«,6), 

= 

132.861 

(«,4), 

-= 

13.713 

(«.3)3 

r= 

2.120 

(«.3)4 

s=s 

14.686 

(«.3)5 

II   II 

6.632 

Wo 

170.032 

Hiemit  ist  der  erste  Theil  der  Auflösung  unserer  Aufgabe  vollständig 
beendigt. 
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90. 

Mit  dem  Yorbergehenden  ist  zwar  unser  Beispiel  in  Bezug  auf  den 
ersten  Theil  der  Auflösung  unserer  Aufgabe  vollständig  ausgeführt ,  da 
auch  die  Berechnung  der  mit  ihren  Gewichten  multiplicirten  Summe  der 
der  Quadrate  der  übrigbleibenden  Fehler  hinzugefügt  worden  ist.  Ehe 
ich  aber  zum  zweiten  Theil  der  Auflösung  übergehe  will  ich  noch  zeigen, 
wie  man  die  im  Art.  65  eingeführten,  und  mit  ti,  tf  ,  etc.  bezeichneten 
Grössen  berechnen  kann.  Im  Aligemeinen  braucht  man  die  Werthe  die- 
ser nicht  zu  kennen ,  allein  es  können  Falle  eintreten ,  wo  man  sie  ken- 
nen zu  lernen  wünscht,  z.  B.  wenn  man  die  von  der  Ausgleichung  auf 
den  Stationen  herrührenden  Theile  der  Summen  der  Fehlerquadrate, 
nicht  nur  durch  das  im  Vorhergehenden  dafür  gegebene  Verfahren,  son- 
dern auch  direct  berechnen  will.  Zur  Bezeichnung  der  u  werde  ich  jetzt 
tf(iii}.  wählen,  wo  m  die  laufende  Summe  der  Gruppe  von  Gyris,  und  % 
wieder  die  Stationsnnmmer  bezeichnet.  Nehmen  wir  nun  wie  früher  an, 

dass 

p   =  p'   =  p"  =  etc. 

V.  =  V]  =  Ps   =  etc. 
etc. 

so  geben  die  Gleichungen  (65)  zur  Berechnung  der  ti(m).  den  folgenden 
allgemeinen  Ausdruck 

wo  v){r),  wieder  die  Verbesserung  der  Riebt  uogen  auf  den  Stationen  be- 
zeichnet, und  unter  dem  Summenzeichen  nur  die  in  der  betr.  Gruppe 
von  Gyris  vorhandenen  Richtungen  aufgenommen  werden  dürfen,  z.  B. 

«(1),  =  -  i(ip(a),  -|.  ip(6),)  s=  +  {fhl\ 

«(9),  =  —  ^{»(a),  -1-  »(4)i)  =  +  0.024 

u{\K)i  =  —  i-(tp{3),  +  »(4),  -1-  »(o),)  =  -I-  0.406 

«{21),  =  —  i(u»(1),  +  u<2),  +  «(4),  +  »(a),)  s=  +  0.220 

u(1),  ^  —  ^w{\)i  +  »(2),)  =  +  0.062 

tt(4)i  =  —  ^u){Z)i  +  ip(4),)  »  —  0.352 

»(8),  =  —  \{w[\)i  +  ip(2),  -I-  »(3),  -|.»(4),)  =  ^  0.U5 

ti{4),  =  -  i(ii;(i)3  -I-  »(2),)  =  -  0.0 n 

tf(4),  =s  —  ^(»(i),  +  ip(2)3  -I-  »(3),)  Ä  —  0.030 

n.  8.  w.   Wenn  die  oben  unter  den  Gewichten  p  angenommenen  Rela- 
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tiooeD  nicht  stattfinden ,  so  erkennt  man  aus  den  Ausdrücken  (65)  leicht 
wie  verfahren  werden  muss. 


91. 

Die  Abänderungen ,  die  der  zweite  Theil  der  Auflösung  der  allge- 
meinen Aufgabe  in  der  Anwendung  auf  die  Geodäsie  erfährt,  sind  von 
der  Beschaffenheit ,  dass  sie  am  Einfachsten  durch  ein  Beispiel  eingese- 
hen werden;  es  soll  daher  das  im  Vorhergehenden  angefangene  Bei- 
spiel sogleich  fortgesetzt,  und  die  anzuwendenden  Ausdrucke  sollen  an 
den  betreffenden  Stellen  erläutert  werden. 

Vor  Allem  sind  nun  die  Bedingungsgieichungen ,  die  das  Dreiecks-* 
netz  liefert ,  aufzusuchen  und  aufzustellen ,  und  dazu  ist  eine  Figur  des- 
selben sehr  dienlich ,  die  jedoch  auf  keine  sonderliche  Genauigkeit  in 
Betreff  ihrer  Verhältnisse  Anspruch  zu  machen  braucht.  Es  ist  ausrei- 
chend, wenn  sie  alle  Dreiecke  ihrer  ohngeftihren  Lage  nach ,  so  wie  die 
Angaben  aller  beobachteten  Richtungen  oder  Winkel  enthält.  Fttr  unser 
Beispiel  ist  die  folgende  Figur  eine  solche. 


WirM 


ffy.  m  fjt 


Wkrh^fy.»»' 


Um  die  Zahl  der  vorhandenen  Bedingungsgleichungen  zu  erhalten 
muss  man  das  Dreiecksnetz  als  ein  Polygon  von  eben  so  vielen  Seiten 
betrachten ,  als  Dreieckspunkte  vorhanden  sind ,  und  von  dem  Grund- 
satz ausgehen ,  dass  ein  Polygon  von  n  Seiten  völlig  bestimmt  ist,  wenn 
man  in  demselben  ausser  Einer  Seite  2(n — 2)  von  einander  unabhängige 
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Winkel  kennt.  Sei  nun  die  Anzahl  aller  beobachteten  Richtungen  m,  die 
vor  Allem  so  beschaffen  sein  müssen ,  dass  das  Dreiecksnelz  in  keinem 
seiner  Punkte  unbestimmt  wird,  und  darunter  q  Iheils  willkuhrliche  Rich- 
tungen ,  theils  solche ,  die  nicht  nach  Dreieckspunkten  hinzielen ,  dann 
wird  die  Anzahl  der  vorhandenen  Bedingungsgleichungen 

In  unserm  Beispiel  ist  m  =  19,  und  da  auf  jeder  Station  Eine 
Richtung  willkührlich  ist ,  und  ausserdem  die  zwei  Richtungen  (a)i  und 
(6)i  vorkommen,  die  nach  keinem  Dreieckspunkte  hinzielen,  so  ist  9  =  ?• 
ferner  ist  hier  n  ss  5,  und  folglich  sind  6  von  einander  unabhängige 
Bedingungsgleichungen  vorhanden. 

Die  Bedingungsgleichungen,  die  ein  Dreiecksnetz  darbietet,  zep- 
fallen  in  zwei  Gattungen,  erstens  in  die,  welche  die  Summen  der  Winkel 
der  Drei-  oder  Mehrecke  geben,  und  die  man  die  Winkelgleicbun-f 
gen  nennt,  und  zweitens  in  die,  welche  die  Proportionalität  der  Sinusse 
der  Winkel  und  der  gegenüber  liegenden  Seilen  darbietet,  nachdem  dar- 
aus die  Seiten  eliminirt  worden  sind;  diese  nennt  man  die  Seitenglei- 
chungen, Man  hat  bei  der  Aufstellung  derselben  darauf  zu  sehen,  dass 
keine  in  den  übrigen  enthalten  sei,  und  dieses  ist  leicht  zu  erreichen,  wenn 
man  das  Dreiecksnetz  nach  und  nach  aus  einem  einzigen  seiner  Dreiecke 
zusammen  setzt.  Das  Dreieck,  welches  man  hiebei  als  Grundlage  wählt, 
kann  man  aus  allen  vorhandenen  beliebig  auswählen.  Dieses  Dreieck 
kann  höchstens  Eine  Winkelgleichung  geben.  Knüpft  man  nun  erst  einen 
vierten  Punkt  daran,  und  findet  in  den  vorhandenen  Beobachtungen, 
dass  zur  Bestimmung  desselben  k  Winkel  nach  demselben,  und  /  Winkel 
von  demselben  beobachtet  worden  sind ,  so  bietet  er  fc  -1-  /  —  2  Bedin- 
gungsgleichungen dar,  unter  welchen  sich  höchstens  /  Winkelgleichungen 
befinden,  während  die  übrigen  k  —  2  Seitengleichungen  sind.  Es  kann 
sich  jedoch  auch  ereignen ,  dass  die  Anzahl  der  Winkelgleichungen  klei- 
ner wie  /,  und  die  Zahl  der  Seitengleichungen  dem  entsprechend  grös- 
ser wie  k — 2  wird.  Die  Anknüpfung  eines  fünften,  sechsten,  u.  s.  w. 
Punktes  wird  eben  so  behandelt,  bis  das  ganze  Dreiecksnetz  erschöpft 
ist.  Die  oben  angegebene  Anzahl  aller  Bedingungsgleichungen,  die  man 
auch  auf  beliebige  Theile  des  Netzes  anwenden  kann,  gewährt  eine  Gon- 
trole  daftlr,  dass  man  nicht  zu  viele  oder  zu  wenige  Bedingungsgleichun-* 
gen  angesetzt  bat. 
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Wenden  wir  diese  Sätze  auf  die  obige  Figur  an ,  indem  wir  vom 
Dreiecke  (1),  (3),  (4)  ausgehen.  Da  in  diesem  alle  drei  Winkel  beobach- 
tet worden  sind ,  so  giebt  es  die  einzig  mögliche  Bedingungsgleichung 

(1)i  -  (3)i  +  (3)3  -  (2)3  +  (2)4  -  (1)4  -  180«  0'  0''634  =  0 

indem  0''634  der  sphärische  Excess  dieses  Dreiecks  ist.  Knüpfen  wir 
hieran  den  Dreieckspunkt  (5),  so  zeigt  die  Figur,  dass  nach  demselben 
2,  und  von  demselben  1  Winkel  beobachtet  worden  sind.  Dieser  Punkt 
giebt  daher  nur  Eine  Winkelgleichung,  nemlich 

(2)i  -  (1),  +  (2)3  -  (1)3  +  (3)5  -  (2)5  -  180«  0'  0"528  =  0 

Wird  hierauf  der  Dreieckspunkt  (2)  angeknüpft,  so  zeigt  die  Figur,  dass 
nach  demselben  3 ,  und  von  demselben  3  Winkel  beobachtet  worden 
sind.  Hierauf  giebt  die  Figur  ferner  zu  erkennen,  dass  statt  der  3  Win- 
kelgleichungen, und  der  einen  Seitengleichung,  die  vermöge  der  allge- 
meinen Regel  vorhanden  sein  sollten,  in  der  That  2  Winkel-  und  2  Sei- 
tengleichungen vorhanden  sind.   Diese  sind 

(4),  -  (2)i  -h  (3)2  -  (1)2  +  (2)5  -  (1)5  -  180«  0'  0^510  =  0 
(3)i  —  (4)t  +  (1)2  -  (4)2  +  (3)4  -  (2)4  -  180    0   0.420  =  0 

log  .  sin  [(2)i  ~  (1)i]  sin  [(2)2  -  (1)2]  sin  [(3)5  -  (1)5] 

-  log  .  sin  [(4)i  -  (1)i]  sin  [(3)2  -  (2)2]  sin  [(3)5  -  (2)5]  =  0 

log  .  sin  [(1)i  -  (3)0  sin  [(2)2  -  (1)2]  sin  [(3)4  -  (1)4] 

-  log  .  sin  [(4)i  -  (1)0  sin  [(2)2  -  (4)2]  sin  [(2)4  -  (1)4]  =  0 

Diese  beiden  Seitengleichungen  entstehen  aus  den  Dreiecken  (1)(2)(3), 
(2)(3j(5).  (1)(3)(5).  und  (1)(2)(3).  (2)(3)(4).  (1)(3)(4).  und  ich  habe  sie  so- 
gleich  in  logaritbmischer  Form  angesetzt,  weil  sie  in  dieser  am  Einfach- 
sten behandelt  werden  können.  Mit  den  vorstehenden  Gleichungen  ist 
die  Zahl  6  erfUllt,  die  vorher  bestimmt  wurde. 

92. 

Dem  Vorhergehenden  zufolge  muss  nun  zuerst  jede  Bedingungs- 
gleichung auf  die  Form 

0  =  F  -f.  2-q{r).  .  d{r). 
gebracht  werden,  wenn  d{r\  irgend  welche  Aenderungen  der  Richtun- 
gen, und  F  so  wie  q{r)^  bestimmte  numerische  Grössen.bezeichnen;  letz- 
tere sind  identisch  mit  den  im  Art.  31  n.  f.  q,  q\  etc.  r,  r,  etc.  etc.  be- 
nannten Goefßcienten ,  und  die  F  sind  im  Art.  51  erklärt.   Wir  bekom- 
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men  demzufolge  die  vorsteheDde  Form  durch  die  Substitution  des  all- 
gemeinen Ausdrucks 

fUr  die  Richtungen,  die  im  vor.  Art.  schlechtweg  mit  (r)^  bezeichnet 
worden  sind,  und  dabei  nur  die  ersten  Potenzen  der  d{r),  berücksich- 
tigen. Die  Substitution  der  im  Art.  89  zusammen  gestellten  Werthe  der 
y{r),  in  die  strengen  Ausdrücke  der  Bedingungsgleichungen  des  vor. 
Art.  giebt  die  Werthe  der  F,  wobei  in  grösseren  Dreiecken  erforderlich 
werden  kann ,  noch  folgende  Reductionen  anzubringen :  die  Berücksich- 
tigung der  Unterschiede  zwischen  den  astronomischen  und  dem  geodä- 
tischen Azimuthen ,  und  die  des  sphäroidischen  Ueberschusses  in  Bezug 
auf  die  Kugel  ^).  Man  hat  früher  vorgeschrieben  in  den  Seitengleichun- 
gen von  jedem  Winkel  den  dritten  Theil  des  sphärischen  Ueberschusses 
abzuziehen,  allein  dieses  ist  überflüssig,  da  sie  sowohl  für  die  Kugel  wie 
für  die  Ebene  gelten. 

Die  GoefGcienten  q{r),  bekommt  man  durch  die  Differentiation  der 
Bedingungsgleichungen,  und  in  den  Winkelgleichungen  haben  sie  immer 
theils  die  Werthe  +  1 ,  theils  —  1 .  Dieselben  Goefficienlen  der  Seiten- 
gleichungen kann  man  auf  zwei  verschiedene  Arten  berechnen.  Sie  sind 
einestheils  die  Differenz  des  betr.  log  sin  für  Eine  Secunde  des  Bogens, 
und  anderentheils  sind  sie  der  Gotangente  des  Winkels,  mit  einer  Con- 
staute  muitiplicirt  gleich.  Damit  in  den  F  die  siebente  Stelle  des  Briggi- 
schen Logarithmus,  und  in  d{r\  die  Secunde  zur  Einheit  werden,  müs- 
sen die  Cotangenten  der  Winkel  mit  der  Constante  muitiplicirt  werden, 
deren  log  as  1.32335  ist. 

Es  ist  gänzlich  einerlei,  welches  dieser  beiden  Ver- 
fahren man  zur  Berechnung  dieser  Coefficienten  anwen- 
det, wenn  man  diese  nur  in  einer  hinreichenden  Anzahl 
von  Stellen  richtig  berechnet. 

Gleichwie  im  Vorhergehenden  die  Richtungen  und  die  Stationen 
mit  fortlaufenden  arabischen  Ziffern  bezeichnet  worden ,  eben  so  sollen 
von  nun  an  die  Bedingungsgleichungen ,  in  der  Reihenfolge  in  der  man 
sie  aufgestellt  hat,  mit  fortlaufenden  römischen  Ziffern  bezeichnet  wer^ 
den,  und  diese  Bezeichnung  sowohl  wie  jene  soll«  in  allen  HülfsgrOssen, 
die  noch  in  Betracht  kommen ,  statt  der  bei  der  Ent Wickelung  des  Ver- 
fahrens eingeführten,  angewandt  werden. 

*)  S.  GreodStische  Untersuchungen. 
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Es  sind  daher  zunächst  die  Resultate  der  Substitution  der  Werthe 
der  y{r),  in  die  obigen  Bedingungsgleichungen  mit  F(/),  F(//),  bis  F{VI) 
zu  bezeichnen ,  und  demselben  Grundsatze  folgend,  wird  den  Differen- 
tialquotienten,  die  oben  allgemein  mit  q{r)^  benannt  worden,  für  die 
erste  Bedingungsgleichung  die  Bezeichnung  q{rj)g,  für  die  zweite  q{rjl)g 
u.  s.  w.  gegeben  werden.   Die  Substitution  der  y{r),  gab 

F{I)     =  +  r936  F(/V)  =  —    ^788 

F(//)    =  +1.010  F{V)    =  —99.3 

F(///)  =  +  1.579  F(V/)  =  —  53.5 

und  die  beschriebene  Differentiation  gab  zuerst  die  Ausdrücke 

cJ(i),_(j(3),+(J(3)3-(J(2)3+<)r(2)4-d(1)4  für  / 
,j(2)i_()X1)i+(J(2)3— (J(1)3+(^(3)5— d(2)5  für  // 
(J(4)i-*(2)i+(J(3)2— (J(1)2+(J(2)5— *(1)6  für  /// 
c^(3)i-d(4)i+d(1)2— d(4)2+d(3)4— d(2)4  für  IV 
+32.634d[(2)i--(1)i]+67.360d[(2)2— (1)2j—  6.310d[(3)5— (1)5] 
+40J06(J[(4)i— (1)1]— 59.073(J[(3)2— (2)2]—  2.536d[(3)5— (2)5]  für  V 

—  9.733d[(1)i— (3)i]+67,360d[(2)2— (1)2]+  3.028d[(3)4— (1)4] 
+40J06d[(4)i— (1)i]-10.733d[(2)2— (4)2]-24.794dK^^^^  für  VI 

Zuerst  ist  hiebei  zu  bemerken,  dass  die  Goefficienten  der  Seitengleichan- 
gen  im  Allgemeinen  viel  grösser  sind  wie  die  der  WinkelgleicbungeD, 
und  dieses  wird  immer  der  Fall  sein.  Obgleich  dieser  Umstand  für  die 
Erlangung  des  Endresultats  durchaus  von  keiner  Bedeutung  ist,  so  trttgt 
er  doch  dazu  bei ,  um  die  Rechnungen  etwas  unbequem  zu  machen. 
Nun  ist  aber  leicht  durch  das  Vorhergehende  sich  davon  zu  überzeugen, 
dass  man  jede  Bedingungsgleichung  vor  ihrer  Anwendung  mit  einem 
beliebigen  Factor  multipliciren  darf,  und  diese  Eigenschaft  kann  man 
dazu  benutzen,  um  die  Goefficienten  der  Seitengleichungen  denen  der 
Winkelgleichungen  beiläufig  gleich  zu  machen. 

Es  sollen  in  Folge  dieser  Bemerkung  die  vorstehenden  Ausdrücke 
für  die  beiden  hier  vorhandenen  Seitengleichungen  vor  Allem  mit  der 
Zahl  60  dividirt  werden,  wodurch  sie  in  die  folgenden  ül^ergeh^i, 

+0.65268(J[(2)i-(1)i]+ 1.3472  (J[(2)2-(1)2]-0.12620(J[(3)5-(1)5] 
+0.8021 2(J[(4)i-(1)i]-1 .1 81 46(J[(3)2-(2)2]-0.05072<y[(3)5-(2)5]  für  f 
-0.1 9466d[(1)i-(3)i]+1. 3472  (J[(2)2-(1)2]+0.06056*[(3)4-(1)4] 
+0.80212*[(4)i-(1)i]-0.21 466d[(2)2-(4)2]-^0.49588iJ [(2)4-(4)4}  für  VI 
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Id  Folge  dessen  müssen  die  vorstehenden  Werthe  von  F{Y)  und  F(¥I) 

mit  derselben  Zahl  dividirt  werden,  und  die  weiter  unten  anzuwendenden 

Werlhe  derselben  sind  also  nicht  die  vorstehenden,  sondern  die  folgenden 

F{V)  =  —1.986  F{VI)  Ä  —1.070 


93. 

Fur  die  Berechnung  eines  so  kleinen  Dreiecksnetzes  wie  das  un- 
sers  Beispiels  könnte  man  sich  immerhin  begnügen  die  im  vor.  Art.  er- 
haltenen Ausdrücke  der  CoefGcienten  der  Bedingnitgsgteicfaungen  blos 
zu  ordnen,  allein  bei  grossen  Netzen  wird  man  auf  diese  Art  leicht  die 
Uebersicbt  verlieren  kOnnen.  Es  ist  daher  stets  angemessen  diese  Coef- 
ficienten,  und  nicht  minder  die  folgenden  Hiilfsgrössen  tabutarisch  zu- 
sammen zu  stellen,  wodurch  man  bewirkt,  dass  die  klare  Uebersicbt  Über 
das  Ganze  nie  verloren  gehen  kann.  Fuhren  wir  nun  die  im  vor.  Art.  an- 
gekündigte neue  Bezeichnung  dieser  Goefficienten  ein ,  und  setzen  auch 
die  Logarithmen  statt  der  Zahlen  an,  so  bekommen  wir  die  folgende  Tafel 
der  Goefficienten  der  obigen  Bedingungsgleichungen. 


r 

. 

logjlr.i). 

tog?(r,"l. 

logfllr.rai. 

log?!*-."'), 

log9(r,»1. 
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1 

0. 
O.n 

o.n 
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0. 

0.» 
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E 
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E 
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i 
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- 

- 

o.n 
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E 

9.63885 
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^ 

3 

s 

— 

o.n 
0. 

O.B 

0. 

- 
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8.70523 
924778» 
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Aus  dem  Art.  40  erhalten  wir  femer  für  unser  Beispiel  die  folgen- 
den Ausdrucke, 

Station  (1) 


/(1 ,/),  =  0(1 ,/). 

f[%I\  =              0(2,/),            -l-/?,"'.0(i,/)i-l-/?."'.0(aJ).-l-,^.' 

.0(i./). 

fßj)i  =                      0(S,/)i+y."'.0(4./). +/.'".  0(aJ)i-i-y.' 

.  0(i,/). 

/(i,/).  =                                             0{4./)i-l-*.".0(aJ)i-l-<J." 

.  0(6./). 

f[aj),  =                                                                    0(a,/)i-|.*." 

•  0(6,/). 

M.^)t  = 

0(ft-/). 

Station  (2) 

ß ,/),  =  0(1 ,/). 

i\%i),  =        o(2--/)2        -1-  /^r.  o(4,/)i 

/(3,/),  =                         0(3./)2  -1-  yf.  Q{U)2 

/(4,/),  =                                               0(4,/). 

Stationen  (3).  (4),   (5) 

f[\ ,/),  =  0(1 ,/), 

/(2,/),  =  0(2,/), 

/(a,/),  =  0(3,/), 

t  welchen  zur  Abkürzung  allgemein 

nfi  I^  —  •'l'-'/.U      n(9i\  —  -V^*-'^*      n<xi)  —  ''.»ili 

ofn 

gesetzt  worden  ist.  Die  oben  in  Bezug  auf  die  verschiedenen  Bedin- 
gungsgleichungen aufgestellten  Bemerkungen  haben  hier  auch  volle  Gel- 
tung. Für  unser  Beispiel  sind  die  Resultate  der  vorstehenden  Ausdrücke 
in  den  folgenden  Tafeln  zusammen  gestellt.  Die  Divisoren  (1,4)^,  (2,2.1)^, 
(3,3,2),,  etc.  findet  man  im  Art.  89. 
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ä 

3 
i 

a 
(. 

T 
i 
3 
i 
1 

3 

T 
i 
3 
t' 

3 

, 

log  Ql'.ll,^ 

logW'.'li.j 

log  Qir.Wi.  1  log  Q'J,IVI,     log  Qr.rj, 

1«!  Qlr.vi), 

1 

8.8973t 

8.e5i30n 
7.863Un 
8.02145» 
8.60204« 

8.89734» 
8.72125 

7.90133» 
3.10949» 

8.72)23» 

8.89781 
8.35451 
8.77019 

8.65430 
8.85674» 
7.61775» 
7.78126» 

9.06014» 
8.63595 

8.80205 
7.81647 
8.45834 

8.89894» 
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8.81148 
8.13985 
8.65047 

- 

- 

8.61083» 

8.79007 
7.89657 

S.61083 
8.69528» 

8.74026« 
9.59.371 
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8.86337» 

8.74026» 
9.24488 

7.53981» 
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T 
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8.87022 

8.72841» 
8.55815 

- 

- 

- 

- 

8.94927» 
8.81799 

- 

- 

8.81799» 
9.04994» 

- 

8.88812 
8.51337« 
7.83214 

5 

- 

8,70111» 
8.98044 

9.04351» 
8.70111 

z 

8.14468 
7.40634 
8.20422» 

- 

r 

. 

log^{r./],        log^(r,//|. 

loR  fir.m. 

Innr.lVI.      logfr.!-!.  1  logflr.Hl,  | 

1 

2 
3 

4 
a 
t 

1 

8.89734 

8.03664 

8.87386» 

8.61713» 

8.48224» 

8.60ä04n 

8.89734» 
S.758U 
8.03663» 
8.11976» 
8.15695» 
8.10949» 

8.84805» 

8.71840 

9.12342 

8.71481 

8.77019 

7.36078 

8,8*349 

8.89364» 

7.85408» 

7.78126» 

9,06014« 
8.4ä862 
8.41694 
8.94136 
8.31624 
8.466.34 

8,89594» 
8.10332» 
8.67923 
9.01732 
8.35619 
8,68047 

1 
S 
3 
4 
( 
2 
3 

2 

- 

- 

8.61083« 
7.32347» 
8.80101 
7.89087 

8.61083 
8.02218 
7.89657» 
8.59528» 

8.74026» 
9.60421 
8.90333» 
8.55537« 

8.7M26» 
9.24717 
6.84110» 
7.5.3981» 

8.55815» 
8.87622 

8.72841» 
8.53815 

- 

- 

- 

- 

1 

2 
3 

i 

8.94927» 
8.81799 

- 

- 

8.81799» 
9.04994 

- 

8.58812 
8.51 337» 
7.83214 

< 

ä 
3 

5 

E 

8.70111» 
8.93644 

9.04369» 
8.701  H 

z 

8.14466 
7.40634 
8.20422» 

- 
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95. 

Es  sind  nun  die  Endgleichungen  zu  bilden  und  aufzulösen,  deren 
allgemeine  Ausdrücke  man  in  den  Artt.  36  und  46  findet.  Die  Coeffi- 
cienten  dieser  die  a.  a.  0.  mit  (lyiy),  (r/x),  etc.  bezeichnet  wurden ,  sollen 
von  nun  an,  den  übrigen  Bezeichnungen  analog,  mit  (/,/),  (/,//),  etc., 
und  die  Unbekannten  derselben ,  die  oben  a^ ,  /?, ,  etc.  genannt  wurden, 
mit  (/),  (//},  etc.  bezeichnet  werden.  Die  eben  angezogenen  Ausdrücke 
bieten  zwei  verschiedene  Arten  dar,  um  die  Coefficienten  der  Endglei- 
chungen zu  berechnen,  die,  wenn  sie  beide  angewandt  werden,  nicht 
nur  diese  Coefficienten  selbst ,  sondern  auch  die  vorhergehenden  Rech- 
nungen, mit  Ausnahme  der  q,  vollständig  controliren.  Jede  dieser  bei- 
den Arten  zerfällt  überdiess  in  zwei  Nebenarten.  Durch  die  Ausdrücke 
des  Art.  bekommt  man 

(/,/)       =   ^10(1,/),   .i?(1A  +0(2./),    .fji^J),   +0(3,/),    .fii^Jl    +...{ 

{IM)     =    ^{0(1,//),  -vi^Jh  +0(2,//),  .i?(2./),   +0(3,//),  ..?(3,/),    + 

(/.///)    =    ^{0(1 ,///),. .?(1,/),  +0(2.///),.. /(2,/),    +0(3,///),.i?(3,/),    -H 

etc.  etc. 

(//,//)    =    ^{0(i,//),.i?(<,//),  +0(2.//),  ..y(2.//), +0(3,//),  .1,(3,//),+ 

(//.///)   =    ^|0(i ,///),.  »?(i,//),  +0(2,///),. 1/(2.//), +0(3,///),. i?(3,i/),  + 

etc.  etc. 

(///,///)  :»    ^|0(/,///),.i?(1,///),+0(2,///),.>?(2,///),+0(3,///),.,(3,///),+ 

etc.  etc. 

etc.  etc. 

Die  erwähnte  Nebenart  ergiebt  sich  daraus ,  dass  man  in  diesen  Aus- 
drücken die  Q  und  rj  mit  einander  verwechseln  darf. 

Die  zweite  Berechnungsart,  die  sich  aus  den  Ausdrücken  des  Art. 
35  ergiebt,  fiihrt  auf  die  folgenden, 

(/,/)        =    2'\f{i,I),    .9(1./),  ,+A2./),    .9(2./),    +A3,/),    .?(3./),    + 

(/,//)      =    2-\f{\,Il    .q{^M),+f{■^,I)s   .g(2,//),  +/(3./),    .9(3.//),+ 

(/,///)    =    2{f{\,I)s    . 9(1  ,///),+/-(2,/),    .9(2,/i/),+A3./),    .#,///),+  ...! 

etc.  etc. 

(//,//)     =    ^-j/-(1,//),  .9(1,//), +/-(2.//),. 9(2.//), +/-(3.//),  .9(3,1/), + 

(//,///)   =    21A<,//),    .9(i,///),+/'(2.//),.9(2,///),+A3,//),   .9(3.///),+ 

etc.  etc. 

(///.///)  =   2'  \rH  JII), .  9(1  ,ni)s+mMIl .  9(2,///),+A3,///), .  9(3.///),+  ■ 

etc.  etc. 

etc.  etc. 
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Auch  hier  dürfen  die  f  und  q  mit  einander  verwechselt  werden.  Wie 
man  sieht  werden  diese  CoefScienten  auch  stationsweise  berechnet,  Bur 
werden  die  Resultate  die  jede  Station  Tür  jeden  Coefficienten  giebt, 
schliesslich  zu  einander  addirt,  wie  das  Summenzeichen  ^  anzeigt.  Die 
Endgleichungen  selbst  nehmen  nun  die  folgende  Form  an. 


(/,/)(/)  +(/.//)(//)  +  {1,111)  m  +.... 

=  ni) 

(/.//)(/)  +  (//,//)(//)   +  {Hill)  Uli)  ^ .... 

=  nii) 

{liii){i)  -1-  (//,///)(//)  +  {ni,iii){ni)  +  . . . 

.  =  F{lll) 

etc. 

etc. 

bis  alle  Bedingungsgleichungen  erschöpft  sind.   Für  unser  Beispiel  er- 
gaben sich  die  folgenden  Werthe  dieser  Coefficienten, 


1 

(•",/) 

«.//) 

«,///) 

ii.lV) 

[i.V] 

{i.vr) 

/ 

0.41983 

—0.10422 

—0.05229 

—0.09915 

—0.14097 

—0.19782 

// 

0.36661 

—  0.12072 

-1-0.00229 

+0.12313 

+0.06601 

/// 

0.46820 

—  0.12927 

•4-0.02411 

+0.17105 

IV 

0.36981 

—0.08036 

—0.06841 

V 

1.44452 

+0.71132 

VI 

0.478084 

Die  Auflösung  der  Endgleichungen  geschieht  durch  die  Ausdrücke, 
die  in  den  Artt.  46  und  49  aufgestellt  worden  sind,  nur  ist  in  Bezug  auf 
die  Bezeichnung  zu  bemerken,  dass  man 

(//,//,1)  ,  (//,///,1),  etc.  (///,///,2).  etc.  etc.  statt 

(xx,1),       (xA,1),  etc.       (W,2) ,  etc.  etc. 


ferner 


ßo  wie 


F(//,1),  F(///,2),  etc.  statt  G\  H\  etc. 

(2)i  ,     (3)i  ,     (4),  ,  etc.     (3)2 ,     (4)2  ,  etc.  etc.  statt 
a'  ,       b'  ,       c  ,     etc.     b" ,       c"  ,    etc.  etc. 

schreiben  muss,  da  man  diese  Bezeichnung  unbeschriSnkt  fortsetzen 
kann,  während  die  Anwendung  von  Buchstaben  durch  die  Ausdehnung 
des  Alphabets  beschränkt  ist. 

Für  unser  Beispiel  ergaben  sich  die  folgenden  Werthe,  die  auch 
weiter  unten  bei  der  Berechnung  der  Gewichte  Anwendung  finden. 
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{fl),=+(9.3948i8),  (3),-+(9.09535).  (4)t=+(9.37322),  (5)i- +(9.52606) 

(3)2-+(9.59374),  (4)j-+(8.81627),  (5)j— (9.4<270) 

(4),= +(9.56522),  (5)s=-(9.002<9) 

(5)4- +(9.60551) 
(6),  =  +(9.67320) 
(6)2  =  -(8.69547) 
(6)3  =r  —(9.57284) 
(6)4  =  +(9.29988) 
(6)5  =  —(9.65565).  Rt  =  42.604 

(/./)  =  (9.62307)  .         (/V,/V,3)  =  (9.46190) 

(//,//,1)     =  (9.53242)  ,        (r,F,4)     =  (0.12728) 
(///,///,2)  =  (9.61 1 97)  ,         ( VI,  F/,5)  =  (8.61 01 3) 

and  die  Unbekannten 

(/)     =  +(0.41932) 

(//)   =:  +(0.81322) 

(///)  =  +(0.81 482) 

{IV)  =  -(0.75236) 

(V)    =  +(0.23697) 

{VI)  =  —(0.88997) 

Da  die  vollständige  Summe  der  mit  ihren  Gewichten   multiplicirten 
Fehlerqaadrate 

W=:  Wo  +  Rq 

zum  Ausdruck  hat,  wenn  hier  q  die  Anzahl  der  Bedingungsgleichungen 
bezeichnet,  so  ergiebt  sich 

W  =  212.636 

indem  der  Werth  von  Wo  schon  im  Art.  89  gegeben  ist. 

96. 

Nennen  wir  nan  den  wahrscheinlichsten  Werth  einer  Richtung 
x{r), ,  und  setzen  dem  Vorhergehenden  analog 

<^ir)s  =  y{r),  —  z(r), 

so  erhalt  man  die  Werlhe  der  z{r)^  durch  den  folgenden  allgemeinen 
Ausdruck 

Kr)s  =  f(r,I), .  (/)  +  firjl), .  (//)  +  f[r,III), .  (///)  +  . . . . 
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die  den  letzten  des  Art.  49  entspricht.   Die  Substitution  der  fUr  unser 

t 

Beispiel  im  Vorhergehenden  erhaltenen  numerischen  Werthe  giebt 


.(1>  = 

+0'107. 

z[\)^  ^  — 0"165. 

z(1)3  =  — 0'348 

z{%  = 

+0.073  , 

z(2)2  =  —0.751  . 

z(2)j  =  +0.140 

z(3).  = 

—0.440  , 

2(3)2  =  +0.326  , 

2(3)3  —  +0.198 

z(4).  = 

+0.4Ö9  . 

2(4)2  =  +0.239 

2(0)1  = 

—0.038 

z(6).   = 

—0.068 

2(1),  =  —  0'534 
2(2)4  =  +0.798 


2(1)5  =  — 0"698 
2(2)&  =  +0.006 
2(3)&  =  +0.561 


2(3)«  Ä  —0.687  . 
und  dorch  Zuziehung  der  im  Art.  89  gegebenen  Werthe  der  y{r)f. 


a;(1),  =  63»  40'  O'IOS 
42),  ==  96  29  52.748 
x(3),  =  308  51  37.195 
x{i)i  =  215  58  15.679 
xia)i  =  106  5  28.927 
x{b)t  —  219  57  22.038 

a;(1)3  =  179«  43'  9"519 
x{i}i  =  243  45  34.711 
a;(3)3  =  268  36  49.871 


x(1)2  =  27«  55'    6*952 

a;(2)2  SS  45  16  35.840 

j;(3)2  =  64  53  36.762 

:c(4)2  =  342  n  11.377 


x(1)4  =  88«37'44"864 
x(2)4  =  128  57  58.367 
43)4  =  170  26  41.696 


4;(1)5  =  252»  59' 38*242 
a;(2)5  =  276  32  46.010 
a;(3),  =  359  40  37.764 


97. 

Die  Ermittelung  der  Gewichte  einer  Anzahl  der  Winkel  ütid  Seiten 
eines  Dreiecksnetzes  ist  von  grosser  Wichtigkeit,  v\reil  sich  durch  die  nu- 
merische Grösse  dieser  mit  Sicherheit  auf  zweckmassige  Anlage  deä 
Netzes  schliessen  ISsst.  Es  soll  daher  die  Anwendung  dei',  auf  die  im 
Vorhergehenden  allgemein  mit  Jl  bezeichneten  Function ,  bezüglichen 
Ausdrücke  durch  eine  Anzahl  von  Beispielen  erläutert  werden. 

Zuerst  soll  der  Winkel  (3)(1)(5)  der  Figur  des  Art.  91  nebst  dem 
Gewicht  dieser  Bestimmung  berechnet  werden.   Da 

(3)(1)(5)  =  x(2).  -  x{\), 
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ist,  und  man  den  wahrscheinlichsten  Werth  ii^end  einer  Fonction  be- 
kommt, wenn  man  die  wahrscheinlichsten  Werlhe  der  Elemente ,  aus 
welchen  sie  besteht,  darin  substituirt ;  so  bekommt  man  in  diesem  Falle 
sogleich  den  wahrscheinlichsten  Werth  dieses  Winkels 

(3)(1)(5)  =  32«  49'  43"583 

Zur  Berechnung  des  Gewichts  dieser  Bestimmung  wird  mit  Weglassung 
des  Constanten  Gliedes ,  worauf  es  hier  nicht  ankommt »  die  allgemeine 

Function 

II  =  Ar(2)i  —  Ar{i)i 

wenn  das  den  Grössen  vorgesetzte  d  beliebige  Aenderungen  derselben 
bezeichnet.  Wenn  nun  die  im  Art.  31  u.  f.  mit  fc,  U,  etc.  bezeichneten 
Coefficienten  des  Ausdrucks  von  Jl  mit  den  Richtungs-  und  den  Sta- 
tionsnummem,  statt  der  Striche  versehen  werden,  so  ergeben  sich 

k{\\  =  -1  ,     fe(2)i  =  +1 

und  alle  übrigen  k  sind  Null.  Zufolge  der  Gleichungen  (46)  werden 
ferner,  wenn  man  die  M  auf  ähnliche  Art  bezeichnet, 

(Jlf.l)i  =  fe(1)i  =  -\ 

(3/.2)i  =  Ä(2)i  =  +1 

(M,3)i  ==  0 

(M,4)i  =  0 

(M.a)i  =  ß\k[i)  =  —(9.40560) 

(lf,6)i  =  ß\k{^)   =  -(9.31217) 

Setzt  man  hierauf  zur  Abkürzung 

so  giebt  die  Gleichung  (47),  wenn  wir  sie  für  unser  Beispiel  vollständig 
ausschreiben, 

R  =  Q[MA),  .  (Jtf,1)i  +  0(i»f,2)i  .  (i»f,2)i 

Durch  Hülfe  der  vorstehenden  Werthe  und  der  aus  dem  Art.  89  zu  ent- 
nehmenden Werthe  der  Divisoren  (1,1)i,  (2,2, 1)i,  etc.  fand  sich 

R  =  0.13625 

Die  Ausdrücke  (48)  werden  nun  für  unser  Beispiel,  wenn  wir  wie- 
der die  Bezeichnungen  den  im  Vorhergehenden  eingeführten  analog 
einrichten ,  und  wieder  die  Glieder  weglassen ,  die  im  gegenwärtigen 
Falle  Null  sind. 


133]  VON  DES  Methode  der  kleinsten  Quadrate  etc.  723 

{IM)    =  Q{M.]\ .  ,f  1,/),     +  Q{M.a\  .  ti{a,I),    +  Q{M,h\  .  rj{bj), 
{II,M)    =  (?(lf,1),.,(1,//).  +  0(3f,2),.,(2,//),  +  Q[M,a\ .  ri{a,n), 

+  Q{M,h\ .  fjibJI), 
{IHM)  =  (?(M,2)j.  ,(2,///).  +  QiM,a\  .  //(«,///),  +  Q{M,b\  .  ,(6.///)i 
{IV,M)  =  O(M.a). .  ,(a,/F),  +  0(ilf,fr),  •  i?(6,/V), 
(V,M)    =  (?(M,1),..?(1,F),   +0(Af,2),.i?(2,F),    +  0(M,aX  .  ,y(a.  V), 

+  0(Af.6)i.#,F)i 
(V/,M)  =  0(Äf,i)..  i?(1,V/),  +  0(M,a). .  f]{a,VI),  +  0(A/,fe), .  ,(6,F/), 

Die  Ausdrücke  (49)  werden  in  die  hier  eingeführte  Bezeichnung  über- 
setzt, 

(//,Af.1)    =  iII,M)     +  (/,lf)(2), 
(///,lf,1)  =  {IHM)    +  {IM){3), 
{IV,M.i)  =  (/F,M)     +  (/,M)(4), 
etc.  etc. 


(///,M,2)  =  {IIIM,\)  +  (//,lf,1)(3)2 
(/F,Jtf.2)  =  (/V.Af,1)  -I-  (//,3f,1)(4)j 
etc.  etc. 


{IV,M,S)  =  (/V.lf,2)  +  {///,3f,2)(4). 
etc. 


etc. 


Der  Ausdruck  (50)  wird  hierauf 

^  —      (/./)     "*•    (//,//,<)    "*"   (///,///,») 

(/r,Jf,8)'  (F,Jf,<)*  (F/.¥,8)' 

"^    '(/V./F.S)     "*■       (V.V.i)      "^    (K/,K/,8) 

und  das  gesuchte  Gewicht 

P  = 


Ä-S 

Die  Werthe  der  CoefBcienten  (2)i ,  (3)i ,  etc.  etc.,  so  wie  die  der  Divi- 
soren sind  aus  dem  Art.  95  zu  entnehmen.   Die  Rechnung  gab 

{IM)     =  —0.06807 

{UM)    =-1-0.13625,  (//,J»f,1)     =  -I-0.H935 

{IHM)  =  —0.07048  ,  {IIlM,i)  =  —0.03216 

{IV,M)  =  -1-0.00230  ,  {IV,M,3)  =  —0.01778 

{V,M)    =  -1-0.14168,  (F,M,4)     =  -1-0.08552 

{YI,M)  —  -1-0.06601  ,  (F/,M,5)   =s  —0.00222 
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S  ^  0.06197 
und  aus  diesen  Werthen  von  R  und  5  folgt 

P  =  13.46 
welches  das  gesuchte  Gewicht  ist. 

98. 

Als  zweites  Beispiel  soll  der  Winkel  (6)(1)(a)  derFjgur  nebst  dessen 
Gewicht  berechnet  werden.  Der  wahrscheinlichste  Werth  desselben 
wird  sogleich  nach  Art.  96 

(6)(1)(a)  s=   163*61'  53"111 
und  für  das  Gewicht  wird  zunächst 

Jl  SB  dx{b)  —  dx{ä} 


folglich 


k{a)  =  —1  ,     ft(6)  =  +1 

{M,a\  =  fc(a)  =  -  1 

{M,b)t  =  f;A(a)  -1-  k{b)  =  +(9.7022) 

R  —  0.04723 
{I,M)     =  —0.00693 

{UM)  =  +0.001485,  (//,itf,1)  =s  —0.000235 
{IHM)  =  +0.00705  ,  (///,M,2)  =  +0.006095 
{IV,M)  =  +0.001105,  (/y,3f,3)  =  +0.001692 
{V,M)  =+0.007817,  (F,Jf,4)  =+0.006481 
{VI,M)  =  +0.008728,     (V/,M,5)  =  +0.001053 

5  =     0.00026 
P  =  21.29 


99. 

Als  drittes  Beispiel  soll  der  Werth  und  das  Gewicht  des  Winkels 
(5)(2)(3)  berechnet  werden.   Jenen  bekommt  man  sogleich 

(5)(2)(3)  =  x{3)i  —  x{2}i  =  19«  37'  0"922 

und  da  hier 

Ä(2)j  =  -1  ,     fc(3),  «  +1 

sind,  so  werden 
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(itf.2),  =  k{2). 

^  —  1 

■■V,3)2  =  A(3)2 

»  +1 

'•V    =    /9"'2.fc(2)2  + 

./'2.*(3)2  =  -l-(9.6697) 

R  = 

0.2255 

0 
-       0 

{II,M,1)    =       0 

.'/     =  -1-0.06536  , 

(///,Af.2)  —  +0.06536 

jy,M)  =  —0.01841  . 

(/V,3f.3)  =  +0.00561 

i^VM)    =  —0.4821     , 

(V,3f,4)     =  —0.4869 

iVI,M)  =  -0.1774    , 

(F/,M,5)   =  +0.0197 

S  = 

0.1968 

P  = 

34.8 

100. 

Als  viertes  Beispiel  soll  der  Werth  und  das  Gewicht  des  Winkels 
(5)(3)(2),  welcher  zu  den  nicht  beobachteten  gehört,  berechnet  werden. 
Dieser  wird  aus  den  beiden  andern  Winkeln  des  Dreiecks ,  dem  er  an- 
gehört, durch  den  folgenden  Ausdruck  gefunden 

(5)(3)(2)  =  180«  0'  0"737  —  x(3)2  +  ar(2)2  —  a<3)i  +  «(1)., 

indem  der  sphärische  Exces  dieses  Dreiecks  =  0"737  ist.   Die  Angaben 
des  Art.  96  geben 

(5)(3)(2)  =  53»  41'  0"293 

welches  der  wahrscheinlichste  Werth  dieses  Winkels  ist.   Es  wird  nun 

Jl  SS  dx{2)i  —  <to(3)2  +  Ar(1)s  —  <te(3)8 
also 

A(2)2  =  +1  ,     Ä(3)2  =  -1  ,     Ä(1)&  =  +1  ,     ft(3)5  =  -1 
(lf.2),  =s  ft(2)2  s  +  1 

(lf,3)2    =    Ä(3)2  =    -  1 

(M,4)2  =  /9"2 .  k{I)i  +  r"'i .  fc(3)j  =  —(9.66965) 

(M,1)s   =    ft(1)5  =    +1 

(lf.3)5    =    ft(3)5  =    -  1 

R  ^  0.42647 
ferner 
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(IM)    = 

0 

' 

{II,M)    = 

—0.090456  , 

[IIMA)    =  —0.090456 

{IHM)  = 

—0.17595    , 

(///,3f,2)  =  —0.21144 

(/F,M)  = 

•4.0.018405  , 

(/F,3f,3)  =  —0.65216 

(V,itf)    = 

+  0.5H98    , 

(F,M,4)    =  +0.53574 

{yiM)  = 

+0.17736    , 

(V/,3f,5)  =  +0.00323 

5   ^ 

0.36228 

P  = 

15.58 

Das  Gewicht  des  beobachtetea  Winkels  (3)(1)(5}  wurde  oben  im  Art.  97 
=  13.44  gefunden,  man  sieht  also  hieraus,  dass  unter  Umständen  das 
Gewicht  eines  berechneten  Winkels  grösse;r  werden  kann  wie  das  eines 
beobachteten. 

101. 

Da  die  Richtungen  an  sich  unbestimmte  Grössen  sind,  so  kann 
eine  Bestimmung  der  Gewichte  derselben  auch  nicht  stattfinden,  die 
Formeln  werden  Zahlen  geben,  die  als  Gewichte  plus  einer  unbestimmten 
Grösse  gelten  müssen,  und  ebenso  verhält  es  sich  mit  den  Anfangs- 
punkten der  Gyri,  oder  der  Gruppen  derselben.  Aber  die  Aggregate 
uijtfi)^  -f-  x{ir\  sind  bestimmte  Grössen ,  und  die  Gewichte  dieser  lassen 
sich  daher  bestimmen.  Es  soll  daher  als  erstes  Beispiel  dieser  Gattung 
zunächst  das  Gewicht  des  Aggregats  11(1)3  +  x[\)%  berechnet  werden. 
Da  wir  hier  a?(1  )^  statt  tt;(1  )3  schreiben  können,  so  geben  die  Gleichungen  (65) 

u(1)3  +  x{\)^  =  ia;(1)3  —  1^(2)3 

und  es  wird  daher  die  Function 

Jl  =  idx{i)z  —  idx{2)z 
folglich 

fe(1)3  =  +4-,     fc(2)3  =  -i 

Hiemit  ergeben  sich 

(3f,1)3    =  i 

(Af,2)3  =  -i 

(Af,3)3  =       0 

woraus 

R  ss=  0.02242 

hervorgeht.   Ferner 
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ilM)     = 

+0.01808 

{UM)    = 

—0.04484 

,     {II.M,\)    =  —0.04035 

(///,M)  = 

0 

(///,lf,2)  =  —0.01358 

{IV,M)  = 

0 

(/V,M,3)   =  —0.00336 

{YM)    = 

0 

(F,lf.4)    =  +0.01680 

(V/.M)  = 

0 

(V/,M,5)   =r  +0.00733 

S  = 

0.00758 

P  = 

67.37 

102. 

Als  zweites  Beispiel  soll  das  Gewicht  des  Aggregats  «(8)2  +  x{^)^i 
berechnet  werden.   Da  hier 

t,(8)j  =  -  i(a!(1  )2  +  x(2)2  +  a!(3)a  +  x(4)j) 

ist,  so  wird 

J2  =  —  idx{\)2  —  -täx{i)2  —  idx{S}2  +  f(te(4)j 

also 

*(1),  =  -  i  ,     ft(2)2  =  -  i  ,     Ä(3)j  =  -  i  ,     /.•(4),  =  +  f 

{M,\)2    =    -i 

(M,2),  =  -i 
(lf.3),  =  -i 
(Af.4)2  »  +0.7668 
R  =  0.03926 
{IM)     =       0 

(//,Äf)    =       0  {II,M,i)    =       0 

{///,lf)  =  +0.00082  ,  (///,Af,2)  =  +0.00082 
{IV,M)  =  —0.04040  ,  (/F,M,3)  =  —0.04010 
(F.lf)  =  —0.09367  ,  (F,M,4)  =  —0.10645 
{VI,M)  =  —0.03285  .     (F/.M,6)   =  +0.00702 

S  a=     0.01521 
P  ^  41.58 

103. 

Als  letztes  Beispiel  soll  die  Dreiecksseite  Warte  -  Wachsenburg 
aas  der  als  gegeben  betrachteten  Seite  Seeberg  -  Inselsberg,  nebst 
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dem  Gewicht  dieser  BestimmuDg  berecbn^  werden,  wobei  in  Metern 

ausgedrückt 

log(i)(3)  =  4.31367ft5 

angenommen  werden  soll.  Aas  der  Figur  des  Art.  91  findet  man  leicht 
auf  dem  einfachsten  Wege 

(9\(k\    _      stn  [g(t)i-a?(4)i->rue]  sin  [x{BU^x{%)z^^^\¥]     /.wov 
\^l\*)  «in  [ir(1)2-a;(4)2-0"440]  sin[a;(J)4-a;(4)4-0"tH]     V^JW 

Die  Zahlen  0"140  und  0^211  sind  der  dritte  Theil  der  sphärischen 
Ueberschüsse  der  beiden  in  Betracht  kommenden  Dreiecke.  Man  hätte 
hier ,  gleichwie  oben  in  den  beiden  letzten  Bedingungsgleichungen  ge- 
schehen ist,  diesen  weglassen  können,  wenn  man  statt  der  Seiten  selbst 
ihre  Sinusse  angesetzt  hätte,  ich  finde  aber  hier  die  Anwendung  der 
Seiten  selbst  für  einfacher.  Die  Substitution  der  obigen  wabvsebeiAtiGh^ 
sten  Werthe  der  Richtungen  giebt  nun  zuerst 

log  (2)(4)  =  4.2713762.5 
Warte -Wachsenburg  =  18679*^972 

Die  Function  Jl  ist  hier  nicht  unmittelbar  gegeben  ,  sondern  wird  durch 
die  Differentiation  des  vorstehenden  Ausdrucks  für  (2)(4)  in  Bezug  anf 
die  darin  vorkommenden  Richtungen  erhalten.  Zu  dem<  Ende*  brancftt 
man  nur  den  numerischen  Werth  der  rechten  Seite  derselben  mit  den 
Cotangenten  der  darin  vorkommenden  Winkel  zu  multipliciren ,  und  um 
die  Aenderungen  in  Bezug  auf  die  Secunde  zu  erhalten ,  diese  Produkte 
mit  206265''  zu  dividiren;  für  die  im  Nenner  vorkommenden  Winkel 
müssen  überdies  die  Zeichen  umgekehrt  werden.  Auf  diese  Art  ergab 
sich  mit  Weglassung  des  constanten  Gliedes 

Jl  =  — 0*^004571  (^[j?(3)i—a?(4)i]+0'"1955UK3)3—a?(2)3] 
—0 .08559  d [x{i  )i—x{i)2]—0 . 1 0665(^K2)4— x(1  )4] 
Dieser  Ausdruck  giebt 


A(3)i  Ä  —0.004571 

A(2)3  =  —0.19551 

ik(4),  =  +0.004571 

fc(3)3  =r  +0.19551 

jt(1)2  =  —0.08859 

fc(1)4  =  +0.10665 

fc(4)2  =  +0.08859 

fe(2)4  =  —0.10665 

Es  werden  ferner 

{M,3\  =  fc{3). 

=  —0.004671 

{M,i\  =  r"\  .  k{Z\  + 

Ä(4), 

,          =  +0.004119 

(*,«),  «  ;,"-,  .  k{S),  + 

d*  1  , 

Ji;(4i)  =  +0.000605 

{M,b\  =  /,  .  ft(3),  + 

d  1"  . 

.  k{i)  ^  +0.000i4i 

1&9J 
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{M,\)2  =  i(1)2  =  —0.088  SO 

(M,4)2  a:  k{i)i  =  +0.08859 

(Jlf,2)3  —  Jk(2)3  =  —0.19551 

(lf,3)3  =  fe(3)j  =  +0.19551 

(lf,1)4  =  ik(1)4  =  +0.10665 

(3f.2)4  =  fc(2)4  =  —0.10665 

hiemil 

R  =  0.0066477 

er 

{I,M) 

=  +0.005420 

{n,M) 

=  —0.007079     (//,3f,1)    =  —0.005733 

{IHM) 

=  +0.004679     (///,Ar,2)  =  +0.003104 

{IV,M) 

=  —0.000596     (/f,3f,3)   =  +0.001449 

{y,M) 

=  +0.001966     (V,lf.4)     =  +0.005421 

{yi,M) 

=  +0.012427     (F/,Jtf.5)   =r  +O.0H94O 

S  =  0.0037176 

und  das  gesuchte  Gewicht 


P  =  341.2 


104. 


Wenn  in  einem  Dreiecksnetze  mehr  Winkel  beobachtet  worden 
sind,  als  hinreichend  und  nothwendrg  um  nebst  Einer  Seite  dieses  Netz 
vollständig  berechnen  zu  können ,  so  können  die  verschiedenen  Stücke 
desselben  auf  mehr  wie  Eine  Art  berechnet  werden.  Wenn  aber  die 
Winkel  dem  hier  entwickelten  Verfahren  gemäss  ausgeglichen  worden 
sind,  so  muss  jede  mögliche  Berechnungsart  irgend'  eines  Stückes  dieses 
Dreiecksnetzes  nicht  nur  auf  den  nemlichen  Werlh  desselben  hiafuhreB, 
sondern  auch  das  Gewicht  der  Bestimmung  desselben  muss  bei  jedev 
Berechnungsart  denselben  Werth  bekommen.  Um  zu  zeigen,  dass  dieses 
in  der  Tbat  der  Fall  ist ,  werde  ich  das  erste  und  das  letzte  der  vorher»« 
gehenden  Beispiele  auf  andere  Weise  berechnen  wie  im  Vorhergehenden 
geschehen  ist. 

Man  findet  leicht,  dass  man  dem  Ausdruck  des  Winkels  (3)(1)(5) 
auch  die  folgende  Form  geben  kann, 

(3){1)(5)  =  180«  0'  0"628  +  x{\)^  —  a<2)a  +  a?{2)5  —  x{3)s 


730  P.  A.  Hansen,  [<60 

und  es  ist  an  sich  klar,  dass  hieraus  derselbe  wahrscheinlichste  Wertb 
dieses  Winkels  hervorgehen  muss  wie  oben.  Wir  brauchen  uns  daher 
nur  mit  der  Berechnung  des  Gewichts  dieser  Bestimmung  zu  beschäf- 
tigen.  Es  werden  hier 

(Jtf,2)3  =  A(2)3  =  -1 

(^,2)6    =    fc(2)5    =    +1 
(Jtf,3)5    =    ft(3)5    =     -1 

und  hieraus  findet  sich  zuerst 

R  SS  0.23035 
Ferner  werden 

{IM)  =  +0.03615 

(//,Jf)  =       0  {II,M,\)  =  +0.00854 

{in,M)  =  +0.05025  (///,iir,2)  =  +0.05824 

{IV,M)  =  —0.23035  (/F,Jlf,3)  =  —0,20023 

{V,M)  =  +0.9275  (V.JIif,4)  =  +4.274 

{VLM)  =       0  {VI,M,5)  =  — 0.H2 

S  —     0.15613 
P  =  1 3.47 

mit  dem  im  Art.  97  erhaltenen  Werthe  ttbereinstimmend. 

105. 

Die  Dreiecke  unserer  Figur  geben  die  folgenden  Gleichungen 

x{S)s  —  x(2}3  =  180«  0'  0"634  —  x(1)i  +  x{3)i  —  x{2)i  +  x{i)t 
a;(l)j  —  a;(4)2  =  180«  0'  0"420  +  x{i)i  —  x{3)i  —  x{3)i  +  x{i)^ 

und  es  ist  klar,  dass  nach  der  Substitution  dieser  Ausdrücke  in  den  Aus- 
druck für  die  Seite  (2)(4)  des  Art.  103  genau  derselbe  Werth  dieser 
Dreiecksseite  wieder  hervor  gehen  muss.  Substituirt  man  aber  diese  Aus- 
drücke in  den  Ausdruck  für  Jl  desselben  Art.,  so  bekommt  man 

Jl  =  — 0'"00457(J[a;(3),  —  x(4),] 

—0.1 9551  d[a;(1),  —  x{3)i  —  x{i\  +  x(2)J 
+0.08859«)f[a;(3)i  —  a;(4)i  -  a;(2)«  +  x{3)t] 
+0.10665(J[x(1)4  —  a;(2)4] 

und  es  werden  jetzt 
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ferner 


fc(1)i  s=  —0.19551 

m* 

= 

+0.30216 

fe(3),  =  +0.27953 

fc(2)4 

^ 

—  0.39075 

/1;(4),  =  —0.08402 

fe(3), 

^ 

+0.08859 

rgaben  sich 

(itf,1).  =  k{i\ 

s= 

—0.19551 

(Jtf,3)i  =  fe(3)i 

!= 

+0.27953 

(Jtf.4),  =  /",  .  A(3).  + 

fc(4)i 

^ 

—0.05880 

(Jf.a)i  =  r'\  •  fc(3),  + 

«J".  .  fe(4)i 

^ 

+0.05446 

(itf,6),    =  /,  .  Ä(3),  + 

()-\  .  Ä(4), 

s= 

+0.11661 

{MJ),  =  ft(1), 

= 

+0.30216 

(Jlf.2),  =  k{%), 

^ 

—0.39075 

(M,3),  =  A(3), 

^ 

+0.08859 

Ä  =  ( 

9.026806 

{I,M)      —  —0.085444 

[UM]    —  +0.013500 

iHMJ) 

^ 

—0.007711 

[IHM)  =  +0.003455 

{niM,t) 

= 

—0.010213 

{lYM)   =  +0.051544 

(/F,Jtf,3) 

^ 

+0.027108 

[Y,M)     =  +0.022413 

(F,Jtf,4) 

^ 

+0.005424 

iyiM)   =  +0.045048 

(V/.itf.5) 

^ 

+0.011941 

S  = 

0.023877 

P  =  341.3 

mit  dem  Art.  1 03  bis  auf  0.1  Übereinstimmend. 


106. 

Ein  ganz  anderer  Ausdruck  für  dieselbe  Dreiecksseite  ist  der  fol* 
gende, 

/QWix  _  8in[a;(l)2-a?(4)24-a;(8)4-ag(4)4-0^^904]8iD[ag{4)i-a?(^)t-0^M00]    ..w^v 
WV*;  —  sin  [a;(3)4-a;(4)4-0"45«]  sin  [aj(«)2-aj(<)2-0'M00]  V^IV^) 

der  auch  aus  der  Figur  leicht  zu  erhalten  ist.    Substituirt  man  hierin 
die  wahrscheinlichsten  Werthe  der  Richtungen,  so  bekommt  man 

log(2)(4)  =  4.2713762.8 
(2)(4)  =  18679'"973 


bis  auf  Unbedeutendes  wie  oben.    Es  wird  aber  jetzt 


Abbandi.  d.  K.  8.  GetelUeb.  d.  WiiMBMh.  XfU. 


53 


732  P.  A.  Hanser,  [<62 

Sl  z=  ISöTö-'eTS  -  ^'^\%UMs\x{%  -  «(4)2  +  «(3)4  —  x{K),\ 

—  0.1725Ufa:(4),  —  x(1),J 

—  0.01303d[a;(3)4  ^«(1)4} 

—  0.28973d[x(2)2  — j:(1)2] 


und  folglich 

Ä(1),  »  +0.17251 

fc(4)2 

=  +0.12841 

fc(4)i  «  —0.17251 

*(i)4 

=  +0.14144 

A(1),  =  +0.28973 

&(3)4 

=  —0.14144 

jk(2)j  =  —0.41814 

Hieraus  bekommt  man 

(Jtf.1),  =  ft(1), 

^= 

+  0.17251 

(Jlf.4),  =  *(4). 

^ 

—  0.17251 

(Jlf.a),   =  «y'-i  .  Ulk), 

«I 

—(8.90693) 

{M,b),   =  d\  .  fc(4), 

SS 

—(9.10265) 

(Jtf,1)3    =    fe(1)2 

sr 

+  0.28973 

(Jf,2),  =  A(2)2 

=s 

—  0.41814 

(lf,4),  =  ^"',A(2),  + 

■  *(4)a  - 

+(9.38049) 

(lf,1)4    =    fc(1)4 

= 

-1-0.14144 

(Af,3)4  =  fe(3)4 

= 

—  0.14144 

R  ^  { 

).042766 

• 

{IM)      =  +0.008179 

(//,M)    =  —0.011346 

(//,M,1) 

=   —0.009316 

{III,M)  =  —0.032856 

(///,M,2) 

=  —0.035492 

(IV,M)   =  +0.000005 

(/V,Af,3) 

=  —0.011716 

(V,M)     =  —0.223322 

(V,M,4) 

=  —0.218549 

(V7,M)   =  —0.117261 

(F/,^,5) 

=  —0.003109 

S  » 

0.039833 

P=  341.2 

mit  den  vorhergehendeD  Bestimmungen  dieses  Gewichts  übereinstim- 
mend. Ich  mache  darauf  aufmerksam ,  dass  in  allen  diesen  Gewichten 
eine  einzelne  Beobachtung  irgend  einer  Richtung  die  Einheit  bildet. 

107. 

Um  auch  den  Inhalt  des  Art.  81  durch  ein  Beispiel  zu  erläutern 
soll  die  Maupertuis'scbe  Gradmessung  diesen ,  die  ich  bekanntlich  kurx 
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nach  dem  Erscheinen  der  Gaussischen,  oben  mehrmals  angezogenen 
Abhandlung  theils  nach  dem  in  dieser  gegebenen  Verfahren ,  theils  nach 
einem  eigenthümlichen ,  welches  mit  dem  hier  im  Art.  28  u.  f.  erklärten 
identisch  ist,  berechnet  habe.  Bei  dieser  Gradmessung  sind  im  Ganzen 
1 8  Bedingungsgleichungen  vorhanden ,  und  ich  habe  daher,  den  Gaussi- 
schen Vorschriften  folgend,  ein  System  von  18  Gleichungen  auflösen 
müssen.  Unter  diesen  Gleichungen  befinden  sich  aber  vier  locale,  und 
zwar  die,  welche  ich  mit  /,  L,  Jtf,  0  bezeichnet  habe*),  und  die  dem 
Art.  81  zufolge  von  den  übrigen  getrennt  werden  können.  Wenn  ich 
damals  diesen  Satz  angewandt  hatte ,  so  hätte  ich  ein  System  von  nur 
14  Gleichungen  aufzulösen,  und  daher  eine  weit  kürzere  Rechnung 
gehabt. 

Es  gnügt  für  den  hier  zu  verfolgenden  Zweck  blos  Eine  Station  die- 
ser Gradmessung  zu  behandeln ,  und  hieftlr  wähle  ich  diejenige  aus ,  die 
Rosenberger  mit  n  bezeichnet  hat  **).  Die  auf  dieser  Station  gemessenen 
Winkel  lassen  sich  durch  die  folgende  Figur  anschaulich  machen, 


und  haben  nach  der  Reduction  derselben  auf  den  Horizont  die  folgenden 
Werthe, 


*)   S.  Schum.  Astr.  Nachr.   B.  IX.  p.  215. 
♦*)   S.  Schum.  Astr.  Nachr.  B.  VI.   Nr.  M\  ii.  <22. 
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CnH 
AtiH 
AnK 
HnK 
KtiT 


31  «57'  3  "63 
21  32  16.30 
95  29  54.43 
73  58  5.64 
87  44  19.40 


Man  sieht,   dass  zwischen   diesen  Winkeln  eine  Bedingungsgleich un^ 
vorkommt ,  zufolge  welcher 

AnK  =  AnB  +  HnK 

sein  muss,  und  es  ist  diese  die  ich  a.  a.  Orte  mit  J  bezeichnet  habe. 
Ich  bezeichne  nun  die  fünf  Richtungen  nC,  nA,  nU,  nK,  nT,  bez.  mit 

(1),  (2),  (3),  (4),  (5),  nehme  dafür  die  vorlaufigen  Werthe 


0) 

= 

0«  0' 

0" 

(2) 

= 

10  24  47.33 

(3) 

=: 

31  57 

3.63 

(4) 

= 

105  55 

9.27 

(S) 

^ 

193  39  28.67 

an,  und  bilde,  indem  ich  die  daraus  folgenden  Winkel  von  den  beobach- 
teten abziehe ,  wie  oben  erklärt  worden  ist ,  die  folgenden  Werthe  der 
/,  und  zugleich  lege  ich  jeder  Richtung  das  Gewicht  =  1  bei.  Hiemit 
entsteht  die  folgende  Tafel ,  die  den  bez.  zweiten  Tafeln  des  vorher- 
gehenden Beispiels  ähnlich  ist. 


Nr. 

(») 

(«) 

(*) 

(») 

'  («) 

p 

p 

1 

0"00 

O'OO 

2 

2 

0"00 

0.00 

2 

3 

0.00 

O'OO 

2 

4 

0.00 

0"00 

2 

5 

(Ix) 

+  13.755 

O'OO 

—13.755 
—13"?  55 

2 
10 

+  13''755 

O'OO 

0"00 

Q 

2 

3 

3 

1 

1 

Der  Richtung  (1)  ist  deshalb  der  letzte  Platz  gegeben  worden,  weil 
sonst  nicht  die  im  Art.  76  bezeichneten  Coefßcienten  hätten  Null  ge- 
macht werden  können.  Durch  die  Ausdrücke  des  gen.  Art.  findet  sich 
nun 
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{pp)=i,    {pp)=i,     {pp")=^i,     {PP"')  =  Q<      (M>'0  =  O 

(;>>')  =  ■!.  {p'p")  =  i.    (pp")  =  o,    (pp")  =  i 

{p"p")  =  h    {?>'")  =  i.    (?>'")  =  0 

(p'y")  =  i.  (pV)»© 

(pV)  =  i 
iv  =  iv'  =  iv"  =  vT.   iV"  =  iv""  =  0 

(fla)=1.5,  (a6)=0.  (ot)=0,  (orf)=     0,      {ae)=     0,  (o/)=+13"755 

(66)=2,  {bc)=0,  {bd)=     0.      (6e)=— 0.5,  (6/)=     0 

(cc)=2,  (cd)=— 0.5,   (cc)=     0,  (c/)=— 13.755 

[dd)^     0.5.   ((ie)=     0,  {dl)=     0 

(ee)=     0.5,  (e/)=     0 

(/Q=     378.4 
und  hiemit 

(66,1)  =  2         ,     (6/,1)  =        0 

(rc,2)  =  5         ,     (c/,2)  =  —  13"75ö 

(«W,3)  =  0.375  ,    (d/,3)  =  —    3.438 

(ee,4)  =  0.375,     (e/,4)  =        0 

(tf,5)  =        126.4 

log  X  =  0.9622n  ,     log  r  =  0.8373  ,     log  r  =  0,9623 
log  d"  =  9.3980  ,       log  r"  =  9.3980  ,     log  /?"  =  9.3980 

und  alle  übrigen  Grössen  dieser  Gattung  sind  Null.   Hieraus  folgen  nun 

die  Verbesserungen 

«>(1)  =        0 

tt»(2)  =  +  9"17 

«>(3)  =        0 

w{i)  =  —  9.17 

»(5)  =  —  9.17 

Addirt  man  diese  zu  den  angenommenen  Werlhen  der  Richtungen,  so 
erhält  man  diese  wie  folgt 

y(1)  =       0»  0'   0" 

y(2)  =  10  24  56.50 

y{3)  =  31  57    3.63 

y(4)  =s  105  5-'>    0.10 

y(5)  =  193  39  19.50 

die  nebst  den  obigen  Werthen  von  {aa),  (66,1),  (cc,2),  etc    und  /?",  y"\ 
a\  in  dem  zweiten  Theil  der  Auflösung  anzuwenden  sind.    Aus  den 
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vorstehenden  Werthen  der  y  erkennt  man  leicht,  wie  vorher  gesehen 
werden  konnte ,  dass  die  Winkel  CnH=  (3)  —  (1)  und  KnT=  (5)  —  (4) 
unverändert  geblieben  sind,  und  die  Verbesserungen  sich  zu  gleichen 
Theilen,  aber  mit  verschiedenen  Zeichen,  auf  die  übrigen  drei  Winkel 
erstrecken.  Wenn  auf  einer  Station  mehr  wie  Eine  locale  Bedingungs- 
gleichung vorbanden  ist,  dann  Gndet  der  letzt  genannte  Umstand  nicht 
mehr  statt. 

In  unserem  Beispiel  kommen  ausserdem  noch  drei  Stationen  vor, 
die  auf  dieselbe  Weise  behandelt  werden  können ,  so  dass ,  wie  oben 
angeführt,  in  dem  zweiten  Theil  der  Auflösung  nur  ein  System  von  1i 
Gleichungen  aufzulösen  ist,  wodurch  die  Arbeit  wesentlich  abgekürzt 
wird.  Es  ist  noch  zu  bemerken,  dass  auf  den  Stationen,  aufweichen 
keine  locale  Bedingungsgleichungen  vorhanden  sind,  die  Winkel  als  Un- 
bekannte beibehalten  werden  können ,  und  nicht  in  die  Richtungen  auf- 
gelöst zu  werden  brauchen,  nur  muss  man,  wenn  übrigens  alle  Beob- 
achtungen für  gleich  gut  gehalten  werden  können,  das  Gewicht  der  Win- 
kel =  4-  setzen,  wenn  wie  oben  das  Gewicht  der  Richtungen  =  1  an- 
genommen worden  ist. 

b)  Zweites  Verfahren. 
108, 

Das  im  Vorhergehenden  gegebene  Verfahren  zur  Ausgleichung  der 
Winkel  eines  Dreiecksnetzes  ist  einer  Abänderung  fähig,  die  ich  nicht 
unterlassen  will  hinzuzufügen. 

Wenden  wir  uns  zu  den  Gleichungen  (61)  des  Art.  69,  und  entfer- 
nen in  den  Ausdrücken  der  Coefficienten  derselben  Alles ,  was  sich  auf 
die  Bedingungsgleichung  (56)  bezieht,  mit  anderen  Worten,  setzen 
wir  darin  N  =  N'  =  N"  =i  etc.  =  0 ,  hierauf  werden 

(aa)  =  Q  —  (pp) 
{ab)  =        —  [pp) 

{ac)  =        —  {pp") 
etc. 

(al)    =  [Ix) 

(bb)  =  Q'  -  {pp) 

{bc)  =        —  (pY) 
etc. 
{bt)    =  (Ix) 
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(cc)  =   0"  -  (//) 
etc. 

{et)   =  (te'1 


etc. 


,wo  {pp),  (pp'),  etc.  dieselben  sind  wie  vorher.    Aber  aus  dem  Art.  71 

folgt  jetzt 

(aa)  -H  {ab)  +  {ac)  +  ...  =  0 

{ab)  +  (bb)  -h  {bc)  +  ...  =  0 

(flc)    +  {bc)  +  (cc)   +  ...  =s  0 
elc.  etc. 

und  zufolge  des  Art.  68  ist 

{Ix)  +  {h)  +  {h")  +  ...  =  0 

Die  Summe  der  Gleichungen  (6t)  ist  also  identisch  Null,  woraus  folgt, 
dass  jede  derselben  in  den  übrigen  enthalten  ist.  Die  (61)  kann  man 
aber  auch  wie  folgt  schreiben, 

\{aa)  +  {ab)  -4-  {ac)  +  ...}a?-l-  {ab){x'^x)  -h  (ac)(a?"— a?)  -h  ...  ssr  [tx] 

I  {ab)  +  {bb)  -h  {bc)  +  ...\x  +  {bb){x—x)  +  {bc){x—x)  +  ...  =  {Ix') 

\{ac)  +  {bc)  -h  {cc)  +  ...ja;  +  {bc){x—x)  +  (cc)(a?' — a;)  +  ...  =  {Ix") 

etc.  etc. 

Zufolge  der  obigen  Bedingungsgleichungen  sind  hier  alle  Goeflicienten 
von  X  gleich  Null ,  x  verschwindet  daher  aus  diesen  Gleichungen ,  und 
bleibt  völlig  willkührlich ,  wie  auch  die  Natur  der  Sache  mit  sich  bringt. 
Es  entstehl  hiemit  ein  System  von  Gleichungen,  welches  nur  die  Unter- 
schiede X — X,  X — X,  etc.  enthält,  und  von  welchen  wieder  jede  in 
den  übrigen  enthalten  ist.  Denn  mit  Zuziehung  der  vorstehenden  Be- 
dingungsgleichungen erkennt  man,  dass  auch  nach  der  Entfernung  der 
mit  X  multiplicirten  Glieder  die  Summe  der  Gleichungen  identisch  Null 
ist.  Aber  jetzt  ist  die  Anzahl  der  Gleichungen  um  Eins  grösser  wie  die 
Anzahl  der  Unbekannten,  und  man  kann  also  Eine  Gleichung  weglas- 
sen. Lasst  man  die  erste  weg,  so  bekommt  man  das  System 

{bb){x—x)  -h  {bc){x—x)  H-  {bd){x'—x)  +  ...  =  {y) 
{bc){x — x)  +  {cc){x — x)  -h  {cd){x" — x)  -!-...  =  {Ix') 
{bd){x — x)  -H  {cd){x" — x)  +  {dd){x"—x)  +  ...  sas  {Ix") 
etc.  etc. 

aus  welchem  auf  dieselbe  Art  wie  vorher  die  Unbekannten  x — x,  x — a?, 
x'-^x.  etc.  bestimmt  werden  können. 


(67) 
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109. 

Bei  der  Anwendung  der  Gleichungen  (67)  sind  auf  jeder  Station 
wieder  dieselben  Täfelchen  zu  bilden,  wie  im  Art.  84  u.  d.  f.,  auch  sind 
die  Grössen  (pp),  {pp),  etc  nebst  {11)  ganz  eben  so  zu  bilden  wie  vor- 
her, nur  die  Coefficienten  (66),  (6c),  etc.  sind  nach  den  Ausdrücken  des. 
vor.  Art.  zu  berechnen,  und  man  kann  statt  dieser  Bezeichnung  sogleich 
(2,2,1),  (2,3,1),  (3,3,2),  etc.  etc.  einführen.  Es  wird  dadurch  eine  üeber- 
einstimmung  mit  dem  Vorhergehenden  zu  Wege  gebracht.  Die  Rech- 
nung giebt  wieder  die  Grössen  die  im  Vorhergehenden  mit  w{r\  und 
y{r\  bezeichnet  wurden  ,  wenn  man  auf  jeder  Station ,  in  Bezug  auf  die 
Richtungen,  deren  Verbesserung  eliminirt  worden  ist,  jene  Null  macht, 
oder  diese  Richtung  so  ISisst  wie  man  sie  vorläufig  angenommen  hat. 

Da  in  den  Bedingungsgleichungen,  die  das  Dreiecksnetz  liefert  nur 
Unterschiede  der  Richtungen  vorkommen ,  so  sind  jetzt  in  den  Differen- 
tialen derselben  die  Coefficienten  der  eben  bezeichneten  Richtungen 
gleich  Nall  zu  machen ,  und  die  Folge  davon  ist ,  dass  auch  die  betref- 
fenden zweiten,  mit  z{r),  bezeichneten ,  Verbesserungen  Null  werden. 


110. 

Es  scheint  mir  angemessen  das  im  Vorhergehenden  ausgeführte 
Beispiel  auch  durch  das  hier  gegebene  Verfahren  zu  behandeln ,  wobei 
es  aber  gnügen  wird,  die  einzelnen  Resultate  kurz  anzugeben. 

Resultate  der  Ausgleichung  auf  den  Stationen. 

Station  (1 ). 

y(1),  =  63»14'10"000 

«,(2),  =  +  1"549  ,     y(2),  =  96  29  53.549 

ii>(3),  =  +  0.4S3  ,     y(3),  =  308  51  37.483 

tt»(4)i  =  —  0.134  ,     y(4),  =  215  58  16.866 

tt»(a),  =  +  0.617,     y(o),  =  106    5  29.617 

w{b)i  =  —  0.302  ,     y{b)i  =  269  57  22.698 

(//,6)  =  132.862 
/jr-+ (9.17609) 

/?,'"=+ (8.1 4082),  y,"'=  +  (8.96i73) 

/?,'"=  + (9.51 809).  y,'"-*  (9  62332).  (J,"  =  + (9.6821 8) 

/?,"=+ (9.66883),  /,'=+ (9.924 10),    (},'  =  + (9.945Ü3),  *,'  =  +(9.89042j 
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(2,2.1),  Ä   10.0  (o.a,4),  =  (1.39590) 

(3,3,2),  =*  (1.33630),     (6,6,5),  =  (0.84881) 
(4.4,3),  »  (1.10206)  . 

Station  (2). 

y(1)j  =     27»55'  7"000 

w(2)j  =  -I-  0"302  ,     y(2)j  =     45  1 6  35.302 

ie(3)j  =   -I-  1.301  .     y(3)j  =     64  53  37.301 

a.(4)j  :=  —  0.-171  ,     y(4)j  =  34«  17  11.829 

(«,4)  =  14.077 

/J,"  «  + (9.43573)  ,     /9i"  =  + (9.57719)  .     yj'"  =  + (9.78336) 

(2,'2.1)2  =  (0.74036)  ,     (3,3,2)j  =  (1.12788) ,     (4,4.3)2  =  (1.09584) 

Station  (3). 

y(1)3'=   179" 43'   9"000 

«>(2)3  =  —  0"31 9  ,     y(2)3  =  243  45  34.681 

ip(3),  =B  —  0.102  ,     y(3)3  =  268  36  49.898 

(//,3)  =  2.121 

/Jj"  =  -I-  (9.61881) 

(2,2,1)3  =  (1.17124),     (3,3,2)3  =  (0.89040) 

Station  (4). 

y(\)i  =     88«37'44"000 

»(2)4  =  —  1"165,     y(2)i  =   128  57  58.835 

»(3)4  —   +  0.679,,     y(3)4  =    170  26  40.679 

(//,3)  =  14.685 

/?;'  =  (9.64573) 

(2,2,1)4  =  (0.93785)  .     (3,3,2)4  =  (0.69646) 

Station  (5). 

y(1)5  =  252«59'37''000 

H)(2)j  =  —  1"528  ,     y(2)5  =  276  32  45.472 

»(3)5  =  +  0.781  ,     y(3)5  =  359  40  37.781 

(U,3)  =  6.652 

ßi'  =  (9.74036) 

(2,2,1)5  =  (1.00000)  .     (3,3.2)5  =  (0.69680) 

Die  Werthe  der  Winkel ,  die  sich  aus  den  vorstehenden  Richtungen 

ergeben ,  so  wie  die  Summen  der  Fehlerquadrate  stimmen  mit  denen, 

die  die  vorhergehende  Methode  ergeben  hat ,  Uberein ,  wie  aus  der  Yer- 

gleichung  mit  dem  Art.  89  hervorgeht;   die  Werthe  der  Httl&grOssen 

sind  verschieden ,  wie  nicht  anders  sein  kann. 


740 


P.  A.  Hansen, 


[no 


Die  Berechnung  der  u{m),  geschieht  hier  dnrch  denselben  Ausdruck 
wie  im  vorhergehenden  Verfahren ,  nemlich  durch 

u{m),  =   -  |a=i-  ^tt)(r). 

wobei  hier  ausser  den  im  Art.  90  beigefügten  BemerkuDgeD  noch  ange- 
führt werden  kann,  dass  jetzt  in  diesem  Ausdruck  immer  ic;(1)^^  0  zu 
setzen  ist.  Dieselben  a.  a.  0.  angeführten  Beispiele  geben  hier 

m(1)i  =  —  0''158  ,  ti(1)2  =  —  0"151  ,     ti(1)8  =  -h  0"160 

ti(9),  =  _  0.708  .  ti(4)2  =  —  0.565  ,     «(4  =  +  O.UO 

tt(U)i  =  —  0.322  ,  ti(8)2  =  —  0.358  , 

ti(21)i  =  —  0  508  , 

die  gleichwie  die  w{r)g  und  j/(r),  von  denen  des  ersten  Verfahrens  ver- 
schieden sind.  Aber  aus  demselben  Grunde,  aus  welchem  in  beiden  Ver- 
fahren die  Unterschiede  der  y{r)g  einander  gleich  sein  müssen ,  müssen 
auch  die  Aggregate  u{m)g  +  w{r)g,  die  denselben  Gruppen  von  Gyris  an- 
gehören ,  in  beiden  Verfahren  einander  gleich  werden ,  die  Richtung  mag 
in  der  betr.  Gruppe  beobachtet  sein,  oder  nicht.  Z.  B. 


«(IV 

«(1)r 

«(1)r 
M(i),. 

«(21  )r 
«(1)r 

«(1)2' 


Erstes  Verfahren. 
«.(«),  =s+0"571  — O"'!  1 1  =+0"460 
.ip(6),3x+0.57i  —  i  .030=—  0.459 
.w(1),=+0.571  —0.728=—  0.1 57 
.w(2),  =+0.571  +0.821  =+ 1 .392 
.«>(3),=+0.571— 0.245=+ 0  326 
w(4),=+0.571  — 0.H62=—  0.291 
.w(1),=+0.220— 0.728=— 0.508 
■w{\  )2=+0.062— 0.21 3=—  0.1 51 
.w(.3)2=+ 0.0  62+1 .087=+  1 .149 


Zweites  Verfahren. 
— 0"158+0"617=+0''459 
—0.1 58—0.302=—  0.460 
—0.158  0  =—0.158 
—0.158+1.549=+ 1.391 
—0.158+0.483=+ 0.323 
—0.1 58—0.1 34=—  0.292 
—0.508  0  =—0.508 
—  0.151  0  =—0.151 
—0.151+1.301=+ 1,150 


Nicht  nur  die  Aggregate  u(m), +  ar(r),,  sondern  auch  die  u{m),  selbst  sind 
bei  dem  gegenwärtigen  Verfahren  eben  so  wie  die  Winkel ,  oder  die 
Unterschiede  der  Richtungen,  bestimmte  Grössen. 

112. 

Die  Bedingungsgleichungen  bleiben  nun  eben  so  wie  sie  im  Art. 
91  aufgestellt  worden  sind,  und  nach  der  Substitution  der  vorstehenden 
Werthe  der  y{r),,  ergeben  sich  dieselben  Werthe  der  F(/),  F{II),  etc. 
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Die  Differentiale  der  Bedingungsgleichungen ,  die  im  Art.  93  eatbalten 
sind ,  erleiden  daher  keine  weiteren  Verandernngen  als  dass  die  Glieder, 
die  mit  d(1}i.  d{i)i,  d{i)i,  ^1)4,  d{i)i  multiplicirt  sind,  wegfallen.  In 
der  im  Art.  93  gegebenen  Zusammen siellung  der  CoefGcienten  dieser 
Gleichungen  muss  niun  jetzt  die  erste  Zeile  jeder  Ablheilang  der  Tafel 
sich  hinweg  denken.  Zur  Berechnung  der  tf>.rj],  ergeben  sich  jetzt 
die  folgenden  Ausdrücke,  die  mehr  oder  minder  abgekürzt,  auf  allen 
Stationen  Geltung  haben,  und  durch  die  Verlauäcbung  der  Zahl  /  mit 
//,  ///,  etc.  auf  alle  Bedingungsgleichungen  anzuwenden  sind. 

,(«,/),  =         ,(2,/). 

,(3,/),  =  A-.,(ä./),+        ,(3,/). 

,(*,/),  =  Ä".<)(2,/).  +  r.~-ll3J).  +       ilU), 

vM,  =  ß:-lW.  +  r'iM.  +  C- !(♦./). 

,(i,/).  =  A' .  ,(2,7),  +  ,:  .  ,(3,/).  +  d.- .  ,(4.7). 
Die  beideo  letztes  kUrzeo  sich  ab ,  weil  9(a,7)  und  9(6,/]  Null  sind.   Die 
Rechnung  gab 


. 

. 

loKl!'-.1. 

los  lirM, 

li-B  i'r.m. 

log -)'',»■],  1  (ogi:r,r). 

logllr.l''). 

2 
3 
i 

a 
b 

i 
3 
i 

2 
3 

2 
3 

1 

0.     n 
8.96417« 
9.62338» 
9.9241011 

0. 

9.17609 
8.1 4082 
9.51809 
9.66883 

0.     0 
9.17609» 
9.9939.H 
9.18002 
9  61894 

0. 

9,9.5799« 
8.78.509« 
8.63010» 

0.     n 

9.81470 
8,99079 
9,90910 
9.77880 
0.00327 

0.40289 

9.6918111 

9.37606 

9,28926 
9,91385 
9.66989 
9  94010 

0.03406 
9.48979 
9.80784 

i 

- 

- 

0. 
9.78336 

3 

0.     • 
9.76662 

0. 
9.618S1 

_ 

— 

— 

4 

0. 
9.64573 

_ 

— 

0.     n 
9.74639 

— 

9.69538« 
9.20078« 

2 
3 

5 

— 

0.    n 
9.66322 

0. 
9.74036 

— 

9.70623 
9.17328» 

' 

Zur  Berechnung  der  f(r,I),.  etc.  dienen  jetzt  die  folgenden  allge- 
meinen  Ausdrücke, 


742 

P.  A.  H 

ANSEi, 

[" 

A2^f).  = 

0!S./),+  A 

■.0(3,/),+ A' 

'.0(«,/),+  A 

•0(0,/).+  /». 

.0(»,/), 

mi).  = 

0(3,/).+  ,. 

■0(4,/).+ )■, 

'0(0,/).+  ?. 

•0'*,/). 

f{U).  = 

0(4,/),+ <s; 

•  0(0,/).+ 4 

0(6./). 

fi'j).  = 

0(0,/).+  .. 

•Q(*,/). 

rm.  = 

0(i,/). 

in  welchen  die  0(8,/).. 

elc.  dieselbe 

Bedeutung 

laben  wie  in 

dem  er 

sten  Verfahren,  und  die  auch  auf  alle  Bediogungsgleichungeo  aaszu- 
dehneo  sind.  Für  das  Beispiel  ergab  sich 


ri. 

loa  Qir,r}, 

108  eir,«l. 

loB  eir.rai. 

(OK  Qir.lV). 

loB  oi'.n. 

7.95296 
8.81179 
8.27399 
9.09129 
9.31370 
8.36191 
9.71200 

2 
3 
i 
a 
b 
i 
3 
4 

2 

8,66370« 
7.862Hn 
S.Ji7i2» 
9.07.529« 

9.00000 
7.83979 
7.0.1876 
8,12219 
8.82002 

9.00000» 

7.83979» 

8.89189 

7.784(2 

8.77013 

8.66370 
8.8559:1» 
7.38919» 
7.78129« 

8.81470 
7,65449 
8.80704 
8.38299 
9.15646 

- 

- 

9.25964 
8.68752 

8.90416» 

9.66253 

8.56393» 

8.28022 

3 

i 

3 
i 
3 

3 
i 

"8 

8.82876» 
8.87622 

8.82876 
8.72841 

— 





— 

9.06215 
8.94927 

— 

— 

9.062(6» 
9.04993 

— 

8.73753» 
8.50432» 

9.00000« 
8.95042 

9.00000 
9.04366 

— 

6.70523 
8.47645» 



2 
3 
4 

b 
2 
3 
4 
2 
3 

¥ 
3 

1 

2 

3 
i 

Ion /■('../). 

log^r,//),    1  logflr.Hfl. 

'-eflrm. 

l0Kf(r,n, 

\OKf[r-Vr!, 

8.83288» 
9.18673» 
9.08039» 
9.03858» 
9.07329« 

9.13431 
8.83288 
8.81798 
8.81015 
8.82002 

8.84806» 

8.71839 

9.12339 

8.71475 

8.77013 

7.315078 

8.Ö2349 

8.89363» 

7.85406« 

7.78129» 

8.48rSn 

8.68752» 

8.90416» 

9.15129 
9.14907 
9.30Ö88 
9.13210 
9.15046 

8.81953 
9.10192 
9.26185 
9.05945 
9.09129 

- 

- 

8.68784 
9.01731 
8.68752 

9,6,'3988 

8.39901« 

8.28022 

9.36485 
8.73477 
8.71200 

8.55814« 
8.8768« 

8.95260 
8.72841 

— 

—        1       — 

— 

9.1 8960 
8.94927 

— 

— 

8.81799»        — 
9.04993  j       — 

8.85336» 
8.50432» 

2 
3 

6 

— 

8.70116» 
8.95642 

9.20629 
9.04356 

8.06697» 
—       :  8.47645» 
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in. 

Die  Berechnung  der  Coefficienten  der  Endgleichungen  wird  hier 
eben  so  ausgeführt  wie  in  dem  ersten  Verfahren.  Es  ergab  sich 


t 

«,/) 

ii.ll) 

(••,///) 

{i,lV) 

«.n 

H.VI) 

/  0.41981 

—0.10421 

—0.05229 

—0.09915 

—0.14096 

—0.19780 

II 

0.36660 

—0.12073 

+0.00229 

+0.12312 

+0.06600 

III 

0.46821 

—0.12928 

+0.02412 

+0.17104 

IV 

0.36980 

—0.08036 

—0.06841 

Y 

1.44453 

+0.71131 

VI 

1 

0.47808 

Vergleicht  man  diese  Coefficienten  mit  denen  des  Art.  95,  die  das 
erste  Verfahren  gegeben  hat,  so  wird  man  finden,  dass  sie,  abgesehen 
von  den  kleinen  Unterschieden  der  letzten  Stelle ,  die  von  den  Fehlem 
der  letzten  Stelle  der  angewandten  Logarithmen  herrühren ,  mit  diesen 
identisch  sind,  obgleich  die  Httifsgrössen,  die  zu  ihrer  Berechnung  ge- 
dient haben ,  in  beiden  Verfahren  sehr  von  einander  verschieden  sind. 
Es  ist  dieses  kein  Zufall ,  sondern  es  lässt  sich  leicht  zeigen ,  dass  die 
Endgleichungen  identisch  dieselben  werden  müssen ,  wie  man  auch  das 
vorhergehende  Verfahren  eingericiuet  haben  mag. 

Wir  brauchen  also  die  Endgleichungen  nicht  von  Neuem  aufzulö- 
sen ,  sondern  die  Werthe  der  Unbekannten  (/),  (//),  etc.,  die  im  Art.  95 
gefunden  wurden ,  haben  auch  hier  Geltung. 

Auch  die  Summe  der  mit  ihren  Gewichten  multiplicirten  Fehler- 
quadrate wird  dieselbe,  die  durch  das  erste  Verfahren  gefunden  wurde. 


115. 

Um  die  Werthe  der  letzten  Verbesserungen  z{r)^  zu  finden ,  dient 
nun  wieder  die  allgemeine  Gleichung 

Kr),  =  f{r,I)AI)  +  f{r,II)A")  +  RrJ^A"')  +     - 

in  welcher  aber  die  Werthe  der  f{rj)^ ,  etc.  angewandt  werden  müssen« 
die  das  gegenwärtige  Verfahren  gegeben  hat.  Es  folgt  von  selbst  dar- 
aus ,  dass  alle  z{i  ),^0  sind.  Wir  bekommen  nun 
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«(2)j  =  —  0"033 
2(3),  =  —  0.547 
z(4),  =  +  0.3Ö2 
z{a)x  =  —  0.1 44 


z(2)j  =  —  0"585  .  z(2)3  =  +  0"488 
z(3)2  =  +  0.490  ,  z(3)j  =  -I-  0.546 
2{l)2  =  +  0.404 


z{b)i  =  —  0.174 

2(2)4  =  +  1"332  ,     «(2)5  =  +  0"703 
2(3)4  =  —  0.153  ,     2(3)5  =  +  1.258 

und  zieht  man  diese  von  den  im  Art.  110  enthaltenen  Werthen  der  y{r\ 
ab,  so  ergeben  sich  die  folgenden  wahrscheinlichsten  Werthe  der  Rich- 
tongen, 


<r(1),  =  eSMVlO'OOO 
x(2)i  —  96  29  53.582 
^(3)i  =  308  51  38.030 
x{i!)i  =  215  58  1G.514 
i^a)t  ^  106  5  29.761 
x{b)t  =  269  Ö7  22.872 

a!(1)3  s  179»43'  9"000 
a<2),  =s  243  45  34.193 
x(3)i  s  268  36  49.352 


a!(1)j  =  27«  55'  7"000 

x{2)i  =  45  16  35.887 

x{3)2  s  64  53  36.81 1 

ar(4)2  =  342  17  11.425 


41)4  »  88«37'44"000 
«(2)4  =  1 28  57  57.503 
a;(3)4  =  1 70  26  40.832 

a<1)5  =s  252«59'37"000 
«(2)5  =  276  32  44.769 
«(3)5  =  359  40  36.523 

Vergleicht  man  die  hieraus  folgenden  Winkel  mit  denen  des  Art. 
96,  die  durch  das  erste  Verfahren  erhalten  worden  sind,  so  wird  man 
eine  Uebereinstimmung  finden,  die  nichts  zu  wünschen  übrig  lässt. 

Will  man  auch  die  wahrscheinlichsten  Werthe  der  u{tn)^  kennen  ler- 
nen ,  so  dient  dazu  wieder  der  Ausdruck 

für  welchen  die  Bemerkungen  des  Art.  1 1 1  wieder  gelten. 


116. 

Die  Berechnung  der  Gewichte  ist  bei  dem  gegenwärtigen  Verfah- 
ren im  Allgemeinen  dieselbe  wie  beim  ersten  Verfahren ,  nur  findet  in 
Bezug  auf  die  der  Winkel  x{r\  —  ^^(l),  eine  Ausnahme  statt  Da  diese 
Winkel  gegenwärtig  die  Unbekannten  selbst  sind,  so  ftillt  die  Bereefa- 
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nang  der  GröBsen  in  deren  Bezeichnung  M  vorkommt  weg,  and  es  ist 
nach  den  Ausdrücken  der  Artt.  44  u.  48  zu  verfahren. 
Als  Bei^iel  soll  hier  das  Gewicht  des  Winkels 

^(2),  —  x{i)i 

berechnet  werden,  welches  im  Art.  97  nach  dem  ersten  Verfahren  schon 
berechnet  wurde.  In  der  hier  eingeführten  Bezeichnung  giebt  der  Art. 
44  sogleich 

_/a\      ^  ■        PI         ,^  -?1 .4.     ft  ■        PI 

^V*;i    —    (2,t,<),  -^  (3,i,2),  "^  (4,M),  "^  (a,a,4)i  "^  {b,b,^h 

und  aus  dem  Art.  48  bekommt  man 

/•(2,//.i),  =  n%ii\  +  m>i\ .  (2), 

/•(2.///,1),  =  fiiJII),  +  f(%I),  .  (3X 

f{%IV,\\  =  /■(2,/y).  +  f{2,I),  .  (4), 
etc.  etc. 


f{%IV,%  =  /■(2,/K,1),  +  fi^MJ),  .  (4), 
etc.  etc. 


woraus 


/(2,/F,3),  =  A^^^^y^2),  +  A27//,2)t  .  (4). 
etc.  etc. 

etc.  etc. 


{1,1)        '       (U,IH)       •      (111,111,%) 

folgt.  Das  Gewicht  P  wird  hierauf 

P  = ! 

;r(8),-ju{«), 

Fttr  unser  Beispiel  bekommt  man 

jr(2),  =  0.13625 

/•(2,/)^  =  _  0.06807  ,  A2,/F,3)j  =  ~  0.01777 

/(2,//,1),  =  +  0.11934  ,  /•(2.y.4)i  =  +  0.08540 

/•(2.///,2)i  =  —  0.03215  ,  A2,y/.5)i  =  —  0.00217 

^(2)i  =  0.06200 

und  hiemit 

P  =  13,47 

wie  im  Art.  97. 

117. 
Es  soll  als  eweites  Beis(nel  hier  noch  das  Gewicht  von 

«(1)3 
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berechnet  werdea,  welcher  Bogen  mit  dem  Aggregat  u{i)z  +  x{i}z  des 
ersten  Verfahrens  identisch  ist.  Das  Verfahren  des  vor.  Art.  ist  hier  nicht 
zulässig,  sondern  es  muss  statt  dessen  das  allgemeine  Verfahren  ange- 
wandt werden.  Da  hier 

ist ,  so  wird  Jl=—  ^a:(2)3  und  folglich 

Ä(2)3  =  -  i  ,      Ä(3)3  =  0 

und  ferner  wird 

(lf,2)3  =  fc(2)3  =-i 

(lf,3)3  = /?3".  Ä(2)3  =  -(9.3178) 

Hiemit  wird  zuerst 

R  =  0.02242 

mit  dem  Art.  101  übereinstimmend,  obgleich  die  Httifsgrössen  hier  ganz 
andere  Werlhe  haben  wie  dort.  Man  erhält  ferner 

(/,M)  =  -h  0.01809  ,     {UM)  =  —  0.04484 
(IHM)  =  (/V,M)  =  {V.M)  =  {VIM)  =  0 

wie  im  Art.  101 ,  und  hieraus  folgt  schon  ohne  weitere  Fortsetzung  der 
Rechnung ,  dass  dasselbe  Gewicht  wie  dort ,  nemlich 

P  =  67,37 

erhalten  wird.  Man  siehl  hieraus,  dass  beide  Verfahren,  ungeachtet 
ihrer  Verschiedenheit ,  Air  die  Winkel ,  die  übrigen  bestimmten  Bögen, 
und  fUr  die  Gewichte  dieselben  Resultate  geben ,  wie  auch  nicht  anders 
sein  kann. 

118. 

Vergleicht  man  diese  beiden  Verfahrungsarten  in  Bezug  auf  die 
Arbeit,  die  sie  verursachen  mit  einander,  so  scheint  dasUrtheil  darüber 
sich  zu  Gunsten  des  ersten  Verfahrens  zu  neigen.  Das  letzte  Verfahren 
führt  freilich  in  seinem  letzten  Theil  auf  eine  geringere  Anzahl  von  Aus- 
drücken wie  jenes,  indem  in  den  fUr  die  tj  und  z  auf  jeder  Station  Ein  Aus- 
druck weniger  vorhanden  ist,  dagegen  sind  aber  die  zu  berechnenden 
Hülfsgrössen  in  diesem  Verfahren  zusammengesetzter  wie  in  dem  Vor- 
hergehenden, da  sie  aus  einer  grösseren  Anzahl  von  Gliedern  bestehen. 
Mir  scheint,  dass  die  Gesammtwirkung  dieser  beiden,  einander  entge- 
gengesetzten, Umstände  zu  Gunsten  des  ersten  Verfahrens  ausfallt.  Es 
kann  übrigens  Jeder  bei  der  Ausgleichung  eines  Üreiecksuetzes  sich  ohne 
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vergebliche  Mühe  ein  Urtheil  über  die  relative  Kürze  dieser  beiden  Ver- 
fahrungsarten  bilden ,  denn  Nichts  hindert  sie  untermischt  anzuwenden. 
Man  kann  ohne  Nachtheil  Air  das  Resultat  auf  einigen  Stationen  die  eine, 
und  auf  anderen  Stationen  die  andere  dieser  beiden  Yerfahrungsarten 
anwenden. 


§.5.  Audehnnng  des  im  Vorhergehenden  entwickelten  Verfahrens  anf 

den  Fall  5  in  welchem  mehr  wie  Eine  Grundlinie  gemessen  worden  ist, 

oder  man  das  Dreiecksnetz  an  ein  benachbartes  anscUiessen  wilh 

119. 

Im  Vorhergehenden  ist  immer  angenommen  worden ,  dass  in  dem 
Dreiecksnetz  nur  Eine  Seile  gegeben ,  oder  mit  anderen  Worten  nur 
Eine  Grundlinie  gemessen  worden  sei,  wir  wollen  aber  jetzt  zur  Be- 
trachtung des  Falles ,  wo  zwei  oder  mehr  Grundlinien  gemessen  wor- 
den sind,  übergeben.  Nehmen  wir  zuerst  zwei  gemessene  Grundlinien 
an,  dann  ist  klar,  dass  ausser  den  im  Vorhergehenden  erklärten  Bedin- 
gungsgleichungen noch  Eine  vorhanden  ist.  Diese  kann  immer  auf  die- 
selbe Form  gebracht  werden  wie  die  zweite  Gattung  der  tlbrigen  Bedin- 
gungsgleichungen ,  nur  statt  des  Gliedes  =  1  tritt  das  Verhältniss  der  beiden 
Grundlinien  ein.    Die  neue  Bedingungsgleichung  ist  daher  immer 

sin  {x{a)  —  xjb)]  sin  [x{c)  —  a?fd)]  .  . .    ^_     -^    a 

8iQ  [aj{a')-a?(6'J]  sin  [x(c')—x{d')]  ...  B 

wenn  B  und  B'  die  beiden  gemessenen  Grundlinien,  und  x{a),  x{b),  x{c), 
x{d),  etc.  x{a),  x{b'),  x[c),  x[d),  etc.  gewisse  gemessene  oder  beobach- 
tete Richtungen  sind.  Wenn  mehr  wie  zwei  Grundlinien  gemessen  wor- 
den sind,  so  kommen  noch  mehrere  Bedingungsgleicbungen  wie  die 
vorstehende  hinzu,  und  zwar  ist  die  Anzahl  dieser  dritten  Gattung  im- 
mer :=^{m — 1),  wenn  m  Grundlinien  gemessen  worden  sind. 

Wenn  z.  B.  in  dem  oben  behandelten  Beispiel  die  Linien  Seeberg- 
Inselsberg  und  Warte -Wachsenburg  unmittelbar  gemessen  wären,  so 
würde  ausser  den  angeführten  sechs  Bedingungsgleichungen ,  noch  die 
folgende  siebente  vorhanden  sein, 

sin  [aj(8)i-a;{<)i-0"l40]  sin  [«(8)3-aj(i)8-0"2H]  V 


—  ^   =  0 


sin  [a;(i)2-a;i4)2-0.l40]  sin  [aj(aj4-a?(<)4-0.«H]  fl 

WO 

B'  =  Seite  (Warte- Wachsen  bürg) 
B  =  Seite  (Seeberg-Inselsberg) 

Abhandl.  d.  K    S.  GeteUtcb.  d.  Wifseotcb.    XIII.  54 
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sind,  und  diese  Bedingungsgleichung  btttte  sofort  den  übrigen  sechs  des 
Art.  91  hinzugefilgt,  und  eben  so  behandelt  werden  müssen. 


120. 

Bleiben  wir  bei  der  Annahme  von  zwei  gemessenen  Grundlinien 
stehen ,  da  das  Hinzukommen  von  mehreren  nur  die  Wiederholung  des- 
selben Verfahrens  verlangt.  Nachdem  die  Ausgleichungen  auf  den  Sta- 
tionen ausgeführt  worden  sind,  sind  in  die  Bedingungsgleichung  des 
vor.  Art.  nicht  nur  die  Werthe  der  Richtungen,  die  im  Vorhergehenden 
mit y(r),  bezeichnet  worden  sind,  sondern  auch  die  durch  die  Messun- 
gen gefundenen  W^erthe  der  Grundlinien  B  und  ff  zu  substituiren.  Diese 
Gleichung  wird  nun  im  Allgemeinen  so  wenig  wie  die  übrigen  Bedin- 
gungsgldchungen  den  Werth  Null  geben ,  sondern  statt  dessen  einen  an- 
deren ,  den  ich  den  früheren  Bezeichnungen  analog  F{B)  nennen  werde. 
Die  Einheit  von  F{B)  sei ,  wie  oben  bei  den  Sihnlichen  Grössen,  die  sie- 
bente Stelle  des  Briggischen  Logarithmus. 

Durch  die  DiOerentiation  unserer  Gleichung,  nachdem  sie  auf  die 
logarithmisohe  Form  gebracht  worden  ist,  erhalten  wir 

y  cotg  [ic{a)— x(b)]d[x(a)  —x{b)']  +  y  cotg  [a?(c)— x{d)]ö  [x{c)—x{d}]  -I-  ... 

— ~  cotg[a:(a ) —x(b')]  d[x{a) —x{b)] —yCOtg[x{c)  -^x{(t)]S[x{c) — x{d)] — ... 

+  J^äB  —  ^dB'  +  F{B)  =  0 

und  in  dieser  Form  ist  diese  Gleichung  als  eine  der  Gleichungen  (30)  der 
allgemeinen  Aufgabe  zu  betrachten«  und  demgemäss  eben  so  zu  behau* 
dein  wie  im  Vorhergehenden  von  den  übrigen  Bedingungsgleic[iungen 
gezeigt  worden  ist.  Damit  in  den  Verbesserungen  der  Richtungen  wie- 
der die  Secunde ,  und  in  den  Verbesserungen  dB  und  öB  der  Grund* 
linien  dieselbe  Einheit,  in  welcher  diese  ausgedrückt  sind  zur  Einheit 
werde ,  ist  mit  Rücksicht  auf  die  schon  festgesetzte  Einheit  von  F(B),  M 
dem  Zehnmillionfachen  des  Moduls  der  Briggischen  Logarithmen,  und 
r  =  206265'  zu  setzen.  Es  wird  daher 

log  M  »=  6.63778 
logr  =  5.31443 

Die  Coefßcienten  der  Verbesserungen  der  Richtungen  werden  also  eben 
so  berechnet  wie  oben  in  den  Bedingungsgleichungen  zweiter  Gattung. 
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121. 

Man  würde  nun  die  Auflösung  der  vorliegenden  Aufgabe,  blos  mit 
dem  Unterschiede,  dass  zu  den  Unbekannten  der  vorhergehenden  Auf- 
gabe, in  welcher  nur  Kino  Grundlinie  vorausgesetzt  ist,  die  beiden 
neuen  Unbekannten  dB  und  f)B'  hinzugekommen  sind,  nach  den  im  Vor- 
hergehenden abgeleiteten  Erklärungen  und  Vorschriften  rationel  zu  Ende 
fuhren  können,  wenn  nicht  noch  eine  Bedingung  zu  erfüllen  wäre,  die 
so  beschafTen  ist,  dass  sie,  gegenwärtig  wenigstens,  gar  nicht  erfüllt 
werden  kann. 

Das  Messen  eines  Winkels  (oder  einer  Richtung)  und  das  Messen 
einer  Grundlinie  sind  zwei  gänzlich  von  einander  verschiedene  Opera- 
tionen, die  eine  directe  Vergleichung  ihrer  relativen  Genauigkeit  gar 
nicht  zulassen ,  aber  dennoch  muss  man ,  um  die  im  vor.  Art.  erhaltene 
Gleichung  in  Verbindung  mit  den  tibrigen  Bedingungsgleichungen  der 
Aufgabe  weiter  behandeln  zu  können,  ein  Maass  der  relativen  Genauig- 
keit zwischen  Winkel-  oder  Richtungsmessungen  und  Grundlinienmes- 
sungen kennen ,  indem  in  derselben  sowohl  die  wahrscheinlichsten  Ver- 
besserungen  dieser  wie  die  jener  die  Unbekannten  sind.  Man  muss,  mit 
anderen  Worten,  den  Fehler  der  Grundlinienmessungen  kennen,  der 
dieselbe  Wahrscheinlichkeit  besitzt ,  wie  der  Fehler  von  einer  Secunde 
in  den  Winkel-  oder  Richtungsmessungen,  und  hieraus  die  Gewichte  be- 
stimmen, welche  dB  und  dB'  beizulegen  sind,  während  die  Gewichte  der 
Winkel-  oder  Richtungsmessungen  gleich  Eins  gesetzt  werden. 

Von  den  mittleren  Fehlern,  womit  die  Messungen  verschiedener 
Grundlinien  behaftet  sind,  lässt  sich  im  Voraus  nur  wenig  sagen.  Von 
zwei  Grundlinien ,  die  unter  völlig  gleichen  Umständen  gemessen  sind, 
lässt  sich  mit  Gewissheit  behaupten ,  dass  der  mittlere  Fehler  der  län- 
geren grösser  sein  muss,  wie  der  der  ktlrzeren,  denn  die  Fehlerquellen 
wiederholen  sich  bei  jener  öfterer  wie  bei  dieser,  aber  dass  die  mittle- 
ren Fehler  solcher  Grundlinien  ihren  Längen  pjoportional  sein  sollten, 
wie  zuweilen  behauptet  worden  ist,  muss  bestritten  werden.  Wenn  an- 
genommen werden  dürfte,  dass  bei  allen  möglichen  Fehlerquellen  gleiche 
positive  und  negative  Fehler  gleiche  Wahrscheinlichkeit  hätten,  so  würde 
man  die  mittleren  Fehler  mehrerer  unter  völlig  gleichen  Umständen  ge- 
messenen Grundlinien  den  Quadratwurzeln  aus  ihren  Längen  proportio- 
nal setzen  können ,  aber  diese  Annahme  ist  auch  nicht  in  aller  Strenge 
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richtig,  da  es  Fehlerquellen  giebt,  die  stets  in  demselben  Sinne  wirken, 
z.  B.  die  Fehler  der  Etalonirung  der  Messstangen. 

Um  die  Wahrscheinlichkeit  irgend  eines  gegebenen  Fehlers  in  der 
Messung  einer  Grundlinie  mit  annehmbarer  Annäherung  bestimmen  zu 
können,  mttsste  man  diese  Grundlinie  zu  vielen  wiederholten  Malen  ge- 
messen haben,  aber  solche  Wiederholungen  dieser  Messungen  liegen 
gegenwärtig,  wenigstens  öffentlich,  gar  nicht  vor,  und  die  Schwierig- 
keit derselben,  so  wie  der  Zeit-  und  Kostenaufwand,  den  sie  erfordern, 
veranlassen  die  Annahme ,  dass  sie  so  bald  noch  nicht  in  der  im  Allge- 
meinen erforderlichen  Ausdehnung  vorhanden  sein  werden"^).  Man  kann 
daher  auch  nicht  die  zur  rationellen  Anwendung  der  Gleichungen  des 
vor.  Art.  erforderliche  Bestimmung  der  Gewichte  der  Messungen  der 
Grundlinien  in  Bezug  auf  die  der  Winkel-  oder  Richtungsmessungen  aus- 
führen ,  und  muss  daher  vor  der  Hand  von  der  strengen  Benutzung  der- 
selben absehen. 

122. 

Der  Fehler  in  den  Messungen  der  Grundlinien,  die  mit  den  besten 
Apparaten  und  der  grössten  Sorgfalt  ausgeführt  sind,  dessen  Wahr- 
scheinlichkeit der  Wahrscheinlichkeit  eines  Fehlers  von  Einer  Seconde 
in  den  Winkel-  oder  Richtungsmessungen  gleichkommt,  ist  gewiss  ein 
sehr  kleiner  Theil  eines  Meters ,  und  bezeichnet  man  ihn  für  die  ver- 
schiedenen Grundlinien  mit  — ,  — -,  etc.  Meter,  so  werden  p,/)',  etc. 

grosse  Zahlen  sein.  Dem  Vorhergehenden  zufolge  müssen  nun  den  Be- 
stimmungen der  Grundlinien  die  Gewichte p^y  p\  etc.  beigelegt  werden 
wenn  man  den  Bestimmungen  der  Richtungen  das  Gewicht  =  1  beilegt. 
Aber  im  Laufe  der  Auflösung  unserer  Aufgabe  treten  diese  Gewichte  in 
die  Nenner  der  Coefficienten  der  Gleichungen  ein ,  und  es  wird  dadurch 
bewirkt,  dass  in  den  Endgleichungen  die  Coefßcienten  der  Verbesserun- 
gen der  Grundlinien  mit  weit  kleineren  Coefficienten  behaftet  sind,  wie 
die  der  Richtungen  oder  Winkel.  Die  Verbesserungen  der  Grundlinien 
werden  daher  selbst  sehr  klein ,  und  äussern  eine  geringe  Rückwirkung 


*)  Dem  Vernehmen  nach  besitzt  die  Sternwarte  Pulkowa^  als  Lehrmittel  für 
die  angehenden  Geodäten ,  eine  Probebasis  nebst  den  dazu  gehörigen  Messapparaten. 
Es  würde  gewiss  von  Nutzen  sein ,  wenn  die  damit  gewonnenen  Erfahrungen  ver- 
öffentlicht würden. 
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auf  die  der  Richtungen  oder  Winkel,  und  können  daher  ohne  erhebliche 
Fehler  in  den  letzteren  zu  veranlassen,  übergangen  werden;  man  kann, 
mathematisch  zu  reden ,  die  Gewichte  der  Grundlinien  in  Bezug  auf  die 
der  Winkel  oder  Richtungen  unendlich  gross  setzen,  wodurch  die  Ver- 
besserungen jener  Null  werden.  Die  Gleichung  des  Art.  119  nimmt 
hierauf  die  folgende  Form  an, 

^coig[x{a)  -x{b)]d{x{a)  -a?(6)]+Jcolg[a?(c)-a?(d)]rf[x(c)-iF(d)]+... 

und  wird  den  Bedingungsgleichungen  zweiter  Gattung  völlig  ähnlich. 
Die  Auflösung  unserer  Aufgabe  besitzt  nun  die  Eigenschaft ,  dass  nicht 
nur  den  Bedingungen  zwischen  den  Winkeln  desselben  vollständig  Gnüge 
geleistet  wird,  sondern  auch  alle  gemessenen  Grundlinien  genau  darge- 
stellt werden. 

123. 

Es  wird  nicht  undienlich  sein  das  Vorhergehende  mit  einigen  Bei- 
spielen der  einfachsten  Art  zu  erläutern.  Es  soll  zuerst  das  Dreiecksnetz 
aus  einem  einzigen  Dreieck  bestehen ,  in  welchem  alle  drei  Winkel  und 
zwei  Seiten  gemessen  worden  sind.  Ich  nehme  an,  dass  man  erhalten 
habe 

a  =  40»  0'  0"00 

/?  =  65    0    0.00 

y  ^  15    0    3.00 

a  =  1000.000  )  ^,  , 

}  Meter 
6  =  1409.978  ) 

und  dass  die  Seite  a  dem  Winkel  a,  die  Seite  b  dem  Winkel  ß  gegen- 
über liege.  Hier  finden  zwei  Bedingungsgleichungen  statt,  nemlich, 
wenn  der  sphärische  Ueberschuss  übergangen  wird, 

a  +  ß  +  y  —  180»  =    0 
sin «  a     ___    /x 


sin  ß  b 

Die  Substitution  der  vorstehenden  Werthe  hierin  giebt 

F{I)  =  -h3"00  ,     F{II)  =  +41 

und  durch  die  Differentiation  erhält  man,  mit  Weglassung  der  Aende- 
rungen  von  a  und  6, 
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da  +  dß  -t-  3"00  «=  0 
+  35.092dR  —  9.%iSdß  +  41   si  0 
und  hieraus  entsteht  die  folgende  Zusammenstellung 


r 

q{r,I) 

q{r,U) 

a 
Y 

+  1 

+  1 
+  1 

+(1.39951) 
—(0.99202) 
0 

Setzt  man  nun  das  Gewicht  der  Winkel  =  I .  so  werden  q{rj)  s=  frj), 
u.  s.  w.  und  folglich 

(/,/)  =  3  ,     (/,//)  =  +15.27i  ,     (//,//)  =  7-2G.02 

woraus  man 

(/)  =  +0"7979  ,     [II)  =  +(8.59862)  ,     W  =  4.021 

und  hiemit 

z[a)  =  +'r'79i 

z[ß)  =   +0.408 

x(y)   =   +0.798 

bekommt.    Die  wahrscheinlichsten  Werthe  der  Winkel  werden  also 

a  =  39»  59'  58'206 
/?  =  64  59  59.592 
y  =  75  ü  2.202 

während  die  Seiten  oder  Grundlinien  unverändert  bleiben. 


124. 

Es  soll  jetzt  dasselbe  Beispiel  mit  der  Abänderung  vorgenommen 
werden,  dass  für  die  relative  Genauigkeit  der  Messungen  der  Winkel 
und  der  Grundlinien  eine  Hypothese  aufgestellt  wird.  Indem  ich  an- 
nehme, dass  Eine  Secunde  Fehler  in  den  Winkelmessungen  dieselbe 
Wahrscheinlichkeit  habe  wie  der  Fehler  von  einem  halben  Millimeter  in 
der  Messung  einer  Grundlinie  von  Tausend  Metern  Länge,  meine  ich 
eine  Hypothese  aufgestellt  zu  haben,  die  wohl  zuweilen  mit  dem  wahren 
Sachverhalt  übereinstimmen  kann .  lasse  übrigens  Jedem  unbenommen, 
dafür  eine  andere  einzuführen ,  wenn  grössere  Erfahrungen  im  Messen 
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von  Grundlinien  dafUr  sprechen  sollten.  Da  möine  Annahme  hypothetisch 
ist,  so  soll  sie  für  beide  Grundlinien  unverändert  gelten.  Die  erste  Zu^ 
samraenstellung  wird  jetzt 


r 

Q{r.I) 

qir.ll) 

a 

ß 

Y 
a 

b 

+  1 

+4 
+1 

0 
0 

+(4.39954) 
—(0.99202) 
0 

—(3.63778) 
+(3.48857) 

WO  die  a  und  b  gegenüberstehenden  Zahlen ,  dem  Art.  1 20  gemäss ,  die 


M 


Werthe  von und 


M 


^   sind.    Da  der  obigen  Hypothese  zufolge 

das  Gewicht  der  Grundlinien  s=  (2000)^  gesetzt  werden  muss,  während 
das  der  Winkel  ^  1  ist,  so  ergiebt  sich  die  folgende  Zusammenstellung 


r 

fir.l) 

nr.ll) 

a 

ß 

Y 
a 

b 

+4 

+  1 

+  4 

0 

0 

+(4.39954) 
—(0.99202) 

0 
—(7.03572—10) 
+(6.88654—10) 

Hiemit  werden  nach  und  nach 

(/,/)  =  3  .     (/,//)  = 


15.274,     (//,//)  =  733.1 1 


ß)  = 

+  0"8001 

(//)  = 

+(8.59390) 

w   = 

4.010 

z{a) 

SS 

+1"785  , 

z{a)  =  — O'"000044 

m 

= 

+0.415, 

2(6)  =  +0, 

,000030 

<y) 

= 

+0.800  , 

a  =  39*59'  58"215  ,  o  =  1OOO*'0OOO44 
/?  =  64  59  59.585,  b  =  1409.977970 
y  =  75     0     2.200 

Diese  Werlbe  der  Winkel  sind  keine  volle  Hundertstelsecunde  von  den 
vorher  erhaltenen  verschieden ,  und  die  Aenderungen  der  Grundlinien 
höchst  unbedeutend.   Auch  die  Summe  der  Feblerquadrate  hat  sich  un- 
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bedeutend  verkleinert,  indem  sie  nur  0.011  kleiner  geworden  ist,  wie 
bei  der  vorhergegangenen  Behandlung  dieser  Aufgabe. 

125. 

Um  einen  zusammengesetzteren  Fall  vorzuführen  nehme  ich  an, 
dass  im  Dreiecksnetze ,  welches  die  folgende  Figur  darstellt ,  die  einge- 
schriebenen Winkel  und  Seiten  gemessen  seien,  die  ich  so  gewählt  habe, 
dass  nur  drei  Bedingungsgleicbungen  vorhanden  sind. 


Die  erhaltenen  Werthe  seien  die  folgenden, 

«  =  40»  0'  0"00 


ß  = 

r  = 

d  = 


65  0  0.00 
75  0  3.00 
29  45  0.00 
e  =  66  30  0.00 
C  =  111  40  0.00 
d  =  31  0  0.00 
a  =  lOOO^OOO 
b  =  1409.978 
d   =  1353.567 


A^. 
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Die  beiden  ersten  Bedingungsgleichungen  sind  nun  dieselben  wie  im 
vorhergehenden  Beispiel,  und  die  dritte  wird 


sin  y  sin  9  sin  i 

sin  a  sin  (<f-l-e)  sin  B 


=  0 


Ferner  wird 

F(/)  =  +3"00  ,     F(//)  =  +41  ,     F(///)  =  —27 

—  (i.39954)da  -I-  {0.75U2)<)y  +  (1.59267)dd  +  (0.36283)d« 

—  (0.92244)(rf  —  (1 .54458)dö  —  27  =  0 

und  man   bekommt,   wenn   die  Seiten   unveränderlich   angenommen 
werden, 


r 

9{r,I) 

9{r.ll) 

9(r,///) 

a 

• 

+  1 

+(1.39954) 

—(1.39954) 

ß 

-hl 

—(0.99202) 

0 

Y 

+^ 

0 

+(0.75142) 

d 

0 

0 

+(1 .59267) 

e 

0 

0 

+(0.36283) 

s 

0 

0 

—(0.92244) 

e 

0 

0 

—(1.54458) 

(/./)  =  3  , 


(/,//)  =  +15.274 
(//.//)  =     726.02 


(//)  = 
(///)  « 
W    = 


(/,///) 

{IIJII) 
{IIIJII) 

0"9045 

(8.88837) 
(8.66273) 
4.642 


—  19.450 

—  629.63 
3496.9 


z{ß)   = 


1"691  , 
0.145  , 
1.164  , 


z(d) 

z(«) 

<?) 

<0) 


+1"801 
+0.106 
—0.385 
—  1.612 


und  die  wahrscheinlichsten  Werthe 

a  =  39»  59'  58"309  , 
/?  =  64  59  59.855  , 
y  =  75  0  1.836  , 


d 
e 

e 


29«  44'  58  "199 

66  29  59.894 

111  40  0.385 

31   0  1.612 
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126. 

Nimmt  man  auch  auf  die  Aenderungen  der  Seiten  oder  Grundlinien 
dieses  Beispiels  Rücksicht ,  und  nimmt  das  Gewicht  derselben  eben  so 
an  wie  oben,  so  ergeben  .sich  die  folgenden  Zusammenstellungen 


r       q{r,I)             q{rjl)                   q{r,III) 

1 

nr,I) 

nr,U) 

fir.iin 

a 

+  1 

+(1.39954) 

—(1.39954) 

+1 

+(1.39954) 

—(1.39954) 

ß 

+1 

(0.99202) 

0 

+  1 

—(0.99202) 

0 

r 

+  t 

0 

+(0.751  42) 

+1 

0 

+(0.764  42) 

> 

0 

0 

+(1.59267) 

0 

0 

+(1 .59267) 

f 

0 

0 

+(0.36283) 

0 

0 

+(0.36283) 

f 

0 

0 

—(0.92244) 

0 

1 

0 

—(0.92244) 

tt 

0 

0 

—(1.54458)!       0 

0  * 

—(1.54458; 

a 

0 

—(3  63778) 

+(3.63778) 

'       0 

—(7.03572) 

+(7.0357  2j 

b 

0 

+(3.48857) 

0 

!       0 

+(6.88651) 

0 

d 

0 

0 

—(3.50630) 

0 

0 

—(6.90424),, 

(/./)  »  3  ,     (/,//)  =  +15.274  ,     (/.///)  = 

—  19.450 

(//,//)=     733.11     .    (//,///)  = 

—634.35 

{111,111)  = 

3504.2 

(/)      =  +0'9065 

(//)    =  +(8.88453) 

(///)  =  +(8.66071) 

W     =        4.626 

z'tt)  =  +l"681  ,     2(d)  =  +r792  ,     z{a)  = 

— 0'"0000335 

z{(i)  =  +0.154.     z[()    =  +0.106,     2(6)  = 

+0.0000590 

z(y)   =   +1.165  .     z(f)   =  —0.383  ,     z{d)  = 

—0.0000367 

z{e)  =  —1.604 

1  die  wahrscheinlichsten  Werthe 

«  =  39*59'  58"319  ,         d  —     29»  44' 

58"208 

/?  =  64  59  59.846  ,         e  =     66  29 

59.894 

y  =  75     0     1.835  ,          f  =   111    40 

0.383 

d  =     31      0 

1.604 

a  —  1000'"0000335 

b  =  1409.9779410 

(/  =   1353.5670367 
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Diese  Werthe  der  Winkel  sind  von  denen  des  vor.  Art.  höchstens  0"01 
verschieden ,  und  die  V'erbesserungen  der  Seiten  oder  Grundlinien  sind 
wieder  sehr  klein.  Auch  die  Summe  der  Fehlerquadrate  ist  durch  die 
Zuziehung  der  Aenderungen  der  Grundlinien  nur  0.016  kleiner  ge- 
worden. 

127. 

Das  Messen  von  mehr  wie  Einer  Grundlinie  in  einem  Dreiecksnetze 
trägt  wesentlich  zur  genaueren  Bestimmung  der  einzelnen  Stücke  des- 
selben bei ,  und  darf  daher  nie  in  einem  Netze  von  bedeutender  Aus- 
dehnung unterlassen  werden.  In  der  Ausgleichung  des  Dreiecksnetzes 
spricht  sich  diese  grössere  Genauigkeit  dadurch  aus,  dass  die  Gewichte 
der  Unbekannten  grösser  werden,  und  die  Vergrösserung  dieser  kann  in 
einzelnen  Fallen  bedeutend  werden.  Um  hievon  oin  Beispiel  zu  geben, 
will  ich  annehmen,  dass  in  dem  Dreiecksnetze,  welches  im  Vorher- 
gehenden zum  Hauptbeispiel  gedient  hat,  und  im  Art.  91  abgebildet  ist, 
die  beiden  Seiten  (1  )(3)  und  (2)(4)  direct  gemessen  worden  seien.  Aus- 
ser den  bisherigen  sechs  Bedingungsgleichungen  erhalten  wir  jetzt  eine 
siebente,  und  diese  ist  die  im  Art.  1 03  erhaltene  Relation  zwischen  den 
beiden  eben  genannten  Seiten ,  die  aber  jetzt  wie  folgt  gestellt  werden 
muss*, 

sin  [a7(1}2-;r(4.o-0"<40]  sin  [a;{2)4-a;(4)4-0"24  4^  (^  (3)     ^* 

Um  diese  Sache  möglichst  kurz  behandeln  zu  können  will  ich  anneh- 
men, dass  die  Tür  diese  beiden  Seiten  oder  Grundlinien  erhaltenen 
Werthe  dieselben  seien  die  a.  a.  0.  erhallen  wurden,  woraus  die  Folge 
ist,  dass  die  oben  für  die  Winkel  dieses  Dreiecksnetzes  erhaltenen, 
wahrscheinlichsten  Werthe  sowohl  wie  die  Summe  der  übrig  bleibenden 
Fehlerquadrate  dieselben  bleiben  müssen. 

128. 

Das  DitTerential  der  eben  aufgestellten  neuen  Bedingungsgleichung 
ist  nun 

+   1  0627()j;(4)i— 1.0627()43)i— 20.596()ir(1)2+20.596()44)2 
—  45.454  to(2)3+45.454()a(3)a+24.794(5a;(1)4— 24.79 W^^^^ 

indem  die  Substitution  der  Werthe  der  y[i')^  des  Art.  89  in  diese  Bedin- 
gungsgleicbung 
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F{VII)    :=    —21.1 

giebt.   Die  Tafeia  der  Artt.  93  u.  94  bekommeo  jetzt  in  Bezog  auf  die 
neu  eingeführte  Bedingungsgleichung  die  folgenden  Zusätze, 


r 

5 

\ogqlr,VH), 

log  vlr.VlI). 

log  Qir.Vll], 

\otf(r.VU), 

1 

2 
3 
4 

a 
b 

1 
2 
3 
4 

1 

2 
3 

1 
2 
3 

1 
2 
3 

1 

2 
3 

0.02641» 
0.02641 

0.02641» 
9.98535 
9.14832 
9.01038 

8.68071» 
8.88316 
7.64415 
7.80770 

7.38719» 

8.54988» 

8.92007 

7.88050 

7.80770 

1.31378» 

■ 

1.31378 

1.31378» 
1.31378 

9.92461» 
9.90906 

9.92461n 
9.33596» 
9.21035 
9.90906 

1.65757» 
1.65757 

1.65757» 
1.65757 

0.21572» 
0.53379 

0.21572» 
0.53379 

4 
5 

1.39436 
1.39436» 

1.39436 
1 .39436» 

0.34363 
0.21235» 

0.34363 
0.21235» 

— 

— 

und  hieraus  ergeben  sich  die  folgenden  Werthe  der  GoefBcienten  der 
Endgleichungen,  die  denen  des  Art.  95  hinzuzufllgen  sind, 


(V.y//)  =  +0.4577 
{VI,VII)  =  +2.8900 
{Vir, VII)  =  359.35 


(IVII)  =  +1.2603  , 

(IIJII)  =  —1.6457  , 

{III,VII)  =  +1.0885  , 

{IV,VII)  =  -0.1398 

Die  Ergänzung  der  Auflösung  der  Endgleichungen  giebt  nun 

(7),  =  —(0.47740)  ,       .  (7)4  =  —(0.06444) 
(7)2  =  +(0.59234)  , 
(7)3  =  -(0.24687)  , 
(V//,y//,6)  =  (2.19962), 


(7)5  =  —(9.97330) 
(7)«  =  —(1.83334) 
i?7  —  Ä«  =  0.000001    =   0 


{VII)  =  +0.00024  =  0 
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die  sich  den ,  auf  ähnliche  Weise  bezeichneten  Grössen  des  Art.  95  an* 
schliessen.  Aus  diesen  Werthen  von  (V//)  und  Ri  —  Äe,  welche  =  0 
zu  erachten  sind,  zeigt  sich  die  obige  Behauptung  bestätigt,  dass  sowohl 
die  Werlhe  der  Unbekannten ,  wie  die  Summe  der  Fehlerquadrate  un- 
verändert bleiben. 

129. 

Im  Art.  103  fanden  wir  das  Gewicht  der  Seite  Warte  -  Wachsen- 
burg, oder  (2)(4),  in  sofern  dieselbe  aus  der  Seite  Seeberg- Inselsberg, 
oder  (1)(3),  bestimmt  wird,  =  341.2,  es  folgt  aber  aus  dem  Art.  52, 
dass  dieses  Gewicht  jetzt  unendlich  gross  gefunden  werden  muss.  Um 
zu  zeigen ,  dass  die  Rechnung  es  jetzt  in  der  That  so  giebt ,  ist  zu  be- 
merken, dass  dem  im  Art.  1 03  erhaltenen  Werthe  von  S  der  Werlh  des 
Gliedes 

{VII,  VII) 

hinzugefügt  werden  muss,  und  die  Rechnung  weiter  keine  Aenderung 
erleidet.  Nun  findet  man  aber  leicht  aus  den  vorhergehenden  Zahlen- 
angaben 

{VIIM)  =  +1.54558,     (y//.M,6)  =  +0.68116 

hieraus 

i^^  =  0.0029301 

und  wenn  man  diesen  Werth  dem  a.  a.  0.  fUr  S  erhaltenen  hinzufügt 

S  =  0.0066477  =  R 
folglich 

wie  es  sein  muss. 

130. 

Um  an  einem  Beispiel  zu  zeigen  wie  gross  die  Yergrösserung  des 
Gewichts  unter  Umständen  werden  kann,  soll  das  Gewicht  der  Seite 
Seeberg  -  Warte,  oder  (1)(2),  in  Bezug  auf  die  Seite  Seeberg -Inselsberg, 
oder  (1)(3),  berechnet  werden.  Der  Ausdruck  ist,  mit  Weglassung  der 
sphärischen  Ueberschtlsse ,  die  hier  nicht  in  Betracht  kommen ,  da  die 
genaue  Berechnung  der  Seite  selbst  für  unsern  Zweck  überflüssig  ist,^ 

(M\(Q\    sin  [x{%)^^x(i)z]  sin  [a;(t)5~a?(<)&]    (A\(^\ 

\  I A«;   —   g|n  [a.(i),— a?{4)  J  sin  [x{S)^-x{%)ä    ^   A*^/ 
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Da  hieraus  mit  ausreichender  Genauigkeit 

log  (1)(2)  =   4.09301 

folgt,  so  giebt  die  Differentialion 

Jl  =  const.  +  0'"029241(J[(2);,  —  (i),]  +  O"!  37781  ()[(2)5  —  (1)5] 

—  0.079774()1(3)2  -  (1)2]  -  0.007235(J{(3).-,  —  (2)5] 
folglich 

(Jtf.1)2  =  +0.079974  ,  (Af.2):,  =  +0.029241 
(M,3)2  =  —0.079974,  {M,\)-,  =  —0.137781 
(J»f.4)2  =  —(8.20315)  ,  (M,2)5  =  +0.145016 
{M,1)3  =  —0.29241    .         (Af,3)5  =  —0.007235 

R  =z  0.0038990 

{IM)  =  —0.001507 

{ILM)  =—0.005319,  (//,Af,1) 0.005582 

{ULM)  =  +0.014220.  {///,Af,2)  =  +0.011898 

{IV,M)  =  +0.003884  ,  (/V',M,3)   =  +0.007640 

{V,M)  =  +0.000564  ,  (V,M,4)     =  +0.002903 

{Vr,M)  =  —0.004330  ,  (F7,Af,5)  =  —0.008790 

S  =  0.0025438 
P  —  738.0 

Dieses  ist  das  Gewicht  der  Seite  Seeberg-Warte,  wenn  man  anninamt, 
dass  nur  die  Grundlinie  Seebei^  -  Inselsberg  vorhanden  ist,  nimmt  man 
hingegen  an,  dass  auch  die  Grundlinie  Warte  -  Wachsenburg  gemessen 
worden  ist,  so  kommen  zu  den  vorstehenden  Grössen  noch 

{VIIM)  =   —0.12806.     {V1I,M6)  =   +0.41955 

hinzu,  und  es  werden 

S  =  0.0036554 
P  =   4105 

also  das  Gewicht  beinahe  sechs  Mal  grösser. 

Im  Allgemeinen  verheilt  sich  diese  Sache  so.  Denkt  man  sich  ein 
aus  einer  grossen  Anzahl  von  Dreiecken  bestehendes  Netz  und  nur  Eine 
gemessene  Grundlinie,  so  werden,  unter  sonst  gleichen  Umstän- 
den, die  Dreiecksseiten,  die  in  der  Nabe  der  Grundlinie  liegen,  die 
grösslen  Gewichte  bekommen,  je  weiter  aber  eine  Dreiecksseite  von  der 
Grundlinie  entfernt  ist .  desto  kleiner  wird  ihr  Gewicht  ausfallen.  Stellt 
man  sich  nun  vor,  dass  möglichst  weit  von  jener  entfernt  eine  zweite 
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Grundlinie  gemessen  werde ,  so  werden  zwar  die  Gewichte  aller 
Dreiecksseiten  vergrössert  werden,  aber  die  bedeutendste  Vergrössening 
der  Gewichte  wird  die  Dreiecksseiten  treflFen,  die  in  der  Nähe  der  zwei- 
ten Grundlinie  liegen,  und  vorher  die  kleinsten  Gewichte  bekamen; 
eben  so  verhält  es  sich  wenn  mehr  wie  zwei  Grundlinien  gemessen 
worden  sind. 

131. 

Mit  dem  Vorhergehenden  steht  der  Fall  in  der  engsten  Beziehung, 
dass  man  ein  auszugleichendes  Dreiecksnetz  an  ein  benachbartes,  schon 
ausgeglichenes,  anschliessen  will.  Man  kann  nemlich  immer  zwischen 
der  Anschlussseile  des  benachbarten  Netzes  und  der  nächsten  Grund- 
linie des  auszugleichenden  eine  Bedingungsgleichung  von  derselben 
Form,  wie  die  des  Art.  119,  aufstellen,  in  welcher  im  letzten  Gliede 
statt  der  einen  Grundlinie  die  Anschlusslinie  eintritt.  Diese  Bedingungs- 
gleichung ist  den  übrigen«  die  das  auszugleichende  Dreiecksnetz  dar- 
bietet, hinzuzufügen ,  und  eben  so  wie  diese  zu  behandeln.  Da  die  An* 
Schlussseite  genau  dargestellt  werden  muss ,  so  ist  im  Differential  dieser 
BedinguBgsgleichuDg  das  Differential  der  Anschlussseite  gleich  Null  zu 
setzen. 

132. 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  führen  uns  auf  einen  Fall  hin,  der 
einer  gleichen  Behandlung  unterworfen  werden  kann. 

Wenn  das  auszugleichende  Dreiecksnetz  sehr  gross  ist,  so  kann  es 
sich  ereignen ,  dass  die  Zahl  der  Bedingungsgieichungen  so  gross  wird, 
dass  eine  völlig  rationelle  Berechnung  derselben  nach  dem  im  Vorbei^ 
gehenden  entwickelten  Verfahren  ihres  grossen  Umfanges  wegen  prak- 
tisch unausführbar  wird ,  und  an  die  Grenze  des  Unmöglichen  streift. 
In  diesem  Falle  kann  man  das  ganze  Netz  in  so  viele  Abtheilungen  thei- 
len ,  dass  für  jede  derselben  die  Ausgleichung  gewiss  praktisch  ausführ- 
bar wird.  Die  erste  Abtheilung  wird  nun  ohne  Abänderung  so  ausge- 
glichen,  wie  im  Vorhergehenden  erklärt  ist,  für  alle  übrigen  Abtheilungen 
führe  man  aber  die  oben  erklärte  Bedingungsgleichung  ein,  wodurch  be- 
wirkt wird,  dass  die  Anschlussseite  denselben  Werth  bekonuiit,  wie  in 
der  vorhergehenden  Abtheilung,  und  da  man  annehmen  muss,  dass  in 
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einem  so  grossen  Dreiecksnetze  mehrere  Grundlinien  gemessen  worden 
seien,  so  wird  die  Bedingungsgleicbung  zwischen  der  Anschlussseite 
und  einer  in  den  vorhergehenden  Abtheilungen  noch  nicht  benutzten 
Grundlinie  aufzustellen  sein. 

Durch  dieses  Verfahren  wird  nun  zwar  nicht  in  aller  Strenge  die 
Summe  der  mit  ihren  Gewichten  muUiplicirten  Fehlerquadrate  zu  einem 
Minimum  gemacht,  aber  der  sich  für  diese  Summe  ergebende  Werth 
wird  sehr  wenig  grösser  sein,  wie  das  Minimum. 

Es  liegt  hier  der  Satz  zu  Grunde,  der  so  häußg  in  der  angewandten 
Mathematik  benutzt  wird,  nemlich  in  den  Fällen,  wo  sich  der  strengen 
Behandlung  einer  Aufgabe  unübersteigliche  Hindernisse  entgegen  stellen, 
eine  genäherte  Auflösung  Platz  greifen  zu  lassen. 

Uebrigens  werden  bei  dem  hier  erklärten  Verfahren  alle  vorhan- 
denen trigonometrischen  Bedingungsgleichungen  vollständig  erfüllt,  und 
man  kann  daher  das  mit  den  obigen  ModificatioQen  ausgeglichene  Drei- 
ecksnetz fernerhin  eben  so  wie  jedes  andere,  völlig  strenge  ausgeglichene, 
benutzen. 


§.  6.    RecapitalatioB  der  zur  Avsgleichniig  eines  Dreieckmeties 
erforderlichen  Vorschriften  and  Formeln. 

133.      ^ 

Es  sind  zwar  im  Vorhergehenden  alle  Vorschriften  und  Formeln 
zum  angeführten  Zwecke  ausführlich  abgeleitet  und  erklärt  worden ,  al- 
lein es  ist  nicht  zu  vermeiden  gewesen ,  dass  sie  abgesondert  von  ein- 
ander an  verschiedenen  Stellen  sich  befinden ,  da  die  Erklärungen  und 
Beweise  zwischen  denselben  eingeschaltet  werden  mussten.  Es  scheint 
daher  von  Nutzen  zu  sein ,  diese  Vorschriften  und  Formeln  hier  neben 
einander  geslelll  nochmals  anzuführen.  Der  grösseren  Einfachheit  wegen, 
und  weil  es  am  häufigsten  so  angenommen  werden  darf,  werde  ich  hier 
annehmen,  dass  auf  jeder  Station  allen  Einstellungen  oder  Beobachtungen 
dasselbe  Gewicht,  welches  =  1  zu  setzen  ist,  beigelegt  werden  darf, 
aber  den  Fall  nicht  ausschliessen ,  dass  auf  verschiedenen  Stationen  den 
einzelnen  Beobachtungen  ein  anderes  Gewicht  beigelegt  werden  muss. 
Sollte  auf  einer  und  derselben  Station  der  Fall  eintreten ,  dass  verschie- 
denen Beobachtungen  verschiedene  Gewichte  beigelegt  werden  müssten, 
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so  bietet  diese  Abhandlung  in  ihrem  vorhergegangenen  Inhalt  das  Ver- 
fahren dar,  welches  anzuwenden  ist. 

134. 
Allgemeine  Vorbereitung  der  Beobachtungen. 

Die  einzuführenden  Bezeichnungen  sollen  im  Allgemeinen  dieselben 
sein,  die  im  Vorhergehenden  bei  der  Berechnung  des  Beispiels  ange- 
wandt worden  sind.  Es  sollen  also,  um  das  wiederholte  Hinschreiben 
oft  langer  Namen  zu  vermeiden,  oder  der  Unbestimmtheit  vorzubeugen, 
die  durch  eine  Abkürzung  dieser  Namen  entstehen  könnte,  sowohl  die 
Stationen,  wie  die  auf  jeder  dieser  beobachleten  Richtungen  mit  in 
Klammem  eingeschlossenen  arabischen  Zahlen  bezeichnet  werden ; 
letztere  sollen  auf  jeder  Station  mit  der  Eins  anfangen ,  und  es  sollen 
denselben,  wo  eine  Unterscheidung  nothwendig  wird,  rechts  unten  als 
Index  die  Stationsnummern  in  kleinerer  Schrift  angehängt  werden.  Bei 
ausgedehnten  Triangulationen  kann  man  sich  ein  für  alle  Mal  ein  Ver- 
zeichniss  anlegen,  welches  neben  den  Namen  aller  Dreieckspunkte ,  und 
den  auf  jeder  derselben  beobachteten  Richtungen ,  die  Stations  -  und 
Richtungsnummern  enthält ,  wodurch  jedem  Irrthum  vorgebeugt  wird. 
Man  kann  auch  diese  Nummern  in  die  Karte  des  Dreiecksnetzes  ein- 
tragen. 

Es  sollen  nun  namentlich,  wenn  r  die  Richtungs-  und  s  die  Stations- 
nummern bezeichnen,  gleichwie  im  obigen  Beispiel, 

(r)^  der  vorläufig  angenommene  Werth  irgend  einer  Richtung, 
w{r)^  die  durch  die  Ausgleichung  auf  der  Station  erhaltene  Verbes- 
serung von  (r)^,  und 
y{r)^  das  Resultat  dieser  Ausgleichung 

bedeuten,  so  dass 

yi^l  =  W,  +  «^W, 

wird.  Im  ganzen  ersten  Theile  der  Auflösung  kann  man  die  Stations- 
nummer weglassen,  und  sich  begnügen  (r),  w{r),  y(r)  zu  schreiben,  wenn 
nur  die  Stationsnummer  ein  für  alle  Mal  angegeben  wird. 

135. 

Nachdem  auf  irgend  einer  Station  die  Messungen  (oder  die  Beob- 
achtungen der  Richtungen)  vollendet  sind,  kann  man  in  Bezug  auf  diese 
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schon  den  ersten  Theü  der  Auflösung  unserer  Au%abe,  nemlich  die 
Ausgleichung  auf  dieser  Station ,  ausführen,  ohne  dass  man  die  Vollen- 
dung der  Messungen  auf  den  andern  Stationen  abzuwarten  braucht. 

Da  die  Beobachtungen  selbst,  von  Gyrus  zu  Gyrus,  immer  so  aus- 
geführt werden  mttssen,  dass  verschiedene  Punkte  des  Kreises  des 
Theodoliten  in  Anspruch  genommen  werden,  so  besteht  die  erste  Arbeit 
darin ,  dass  man  zu  den  OriginalbeobachtuDgen  eines  jeden  Gyrus  eine 
solche  constante  Zahl  addirt,  dass  die  Richtungen  nach  jedem  Gegen- 
stande, der  eingeschnitten  worden  ist,  einander  nahe  gleich  werden ;  es 
ist  zweckmässig  diese  Constanten  ausserdem  so  zu  wählen,  dass  die 
Richtungen  nahe  die  Azimuthe  der  Gegenstände  darstellen.  Die  Azi- 
muthe  muss  man  immer  vom  Südpunkt  des  Horizonts  nach  Westen  durch 
den  ganzen  Umkreis  zählen. 

Man  theile  nun  alle  beobachteten  Gyn  je  nach  den  in  denselben 
eingeschnittenen  Richtungen  derart  in  Gruppen,  dass  in  jeder  die- 
ser dieselben  Richtungen  ohne  Lücken  enthalten  sind.  Die  Beobach- 
tungen einer  jeden  Richtung  jeder  Gruppe  für  sich  addire  man ,  nehme 
hierauf  eine  dem  Mittel  dieser  Summe  beiläufig  entsprechende  Zahl  als 
vorläufigen  Werth  der  Richtung  an ,  und  ziehe  das  entsprechende  Yiel- 
Cache  derselben  von  der  Summe  der  Richtungen  ab.  Die  erhaltenen 
Unterschiede  stelle  man  für  die  verschiedenen  Gruppen  von  Gyris  tabu* 
larisch  so  zusammen ,  dass  jede  Columne  die  Resultate  Einer  Gruppe 
enthält ,  und  die  Beobachtungen  jeder  Richtung ,  neben  dem  vorläufig 
angenommenen  Werthe  dieser  letzteren,  eine  Zeile  bilden. 

Unter  der  Bezeichnung  p,  p^ ,  p^,  etc.  stelle  man  jeder  Columne 
die  Zahl  der  Gyri,  aus  welcher  die  in  derselben  enthaltenen  Summen 
bestehen,  voran,  die  nachher  die  denselben  beizulegenden  Gewichte 
sind;  auch  füge  man  die  arithmetischen  Mittel  aus  den  Zahlen  jeder 
Columne  hinzu. 

Seien  a,  a ,  a\  etc.  die  Summen  der  einzelnen  Beobachtungen  der 
Richtungen  der  erst  in  Betracht  gezogenen  Gruppe  von  Gyris;  o^,  a',  o'^ 
etc.,  a  ,  a\  a\  etc.  etc.  die  Summen  der  weiter  in  Betracht  zu  ziehenden 


»        n 


Gruppen, 

a  —  p   .  (1)  =  «  , 

a'   -p   .  (2)  =  «' , 

a    —  p  .  (3)  SS  »"  ,  etc. 

o  —  P.  •(<)  =  «. 

<  -p,  .(2)  =  ,',. 

o",  —  P,  •  (3)  =  »',,  etc. 

o.  -  P„  •  (<)  =  ».. 

o'„  -  f„  •  (2)  =  *'„. 

ff'„  -  P»  •  (3)  —  «'..  etc. 

etc. 

etc. 
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S   =z  g 

S    ^   8 

I  I 

S    =   8 

II  n 

etc. 


8 


n 


II 


... 


8 


u 


und 


M 


s_ 


M'  =  4-  .    W "  =  -^  . 


♦»„ 


etc. 


wenn  m,  m^,  m^,  etc.  die  Zahl  der  Richtangen  bezeichnet!,  die  in  jeder 
Gruppe  eingeschnitten  worden  sind ,  dann  wird  die  Tafel  den  folgenden 
Inhalt  bekommen, 


r 

Vorl.  Werthe. 

Anzahl  d.  Beob.  u.  die  Summen  dieser. 

P 

Pl 

K 

etc. 

etc. 

etc. 

(2) 
(3) 
etc. 

... 
.       •       . 
... 
... 

8 

1 
8 

u 

8 

etc. 

8 

'i 

\ 
«, 

etc. 

8 

II 

8' 

$ 

II 

etc. 

etc. 
etc. 
etc. 
etc. 

S 

S 

s. 

etc. 

M 

M 

1 

K 

etc. 

WO  aber  in  den  verschiedenen  Columnen  die  Stellen  derjenigen  Summen 
leer  bleiben  werden ,  die  den  Richtungen  angehören ,  die  in  der  betr. 
Gruppe  von  Gyris  nicht  eingeschnitten  worden  sind.  Beispiele  dieser 
Tafel  findet  man  in  dem  Art.  84  u.  d.  f. 

Die  Summiruügen ,  die  hier  verlangt  vVerdeu,  müssen  sorgfältig 
ausgeführt  werden ,  aber  in  Folge  der  vorangegangenen  Vorbereitungen 
sind  sie  einfach ,  da  man  bei  jeder  Richtung  nur  auf  die  Secunden  und 
deren  Bruchtheile  Rücksicht  zu  nehmen  braucht,  und  am  häufigsten  auch 
die  Zehnersecunden  entweder  gar  nicht,  oder  höchstens  ihre  Unter- 
schiede zu  beachten  nöLhig  hat.  Bei  der  Bestimmung  der  vorläufigen 
Werthe  der  Richtungen  ist  nur  darauf  zu  sehen,  dass  sie  ohngefähr  dem 
Mittel  der  eben  genannten  Summen  entsprechen. 

Den  im  Vorhergehenden  enthaltenen  Entwickelungen  und  Erklä- 
rungen zufolge  sind  nun 


pl     =i    8    —  if  , 

pl'     =   s'    -  Jf   , 

pl"      ^s:    8"    —  Jtf    , 

etc. 

pl     SS    8     —  M  , 

Ml    i                          1                             /  ' 

pl'   =  s'  —  M  , 

Ml       i                            1                           /      ' 

pV'    =8*    —  M    , 

Mit                            ,                             1       » 

etc. 

pl    SS    8    —  M  , 

MO    U                          II                            11^ 

pl'  =  «'  —M, 

M  II     H                  a                  II   ^ 

p  l"    SS    8"    —  Jtf    , 

r  1,     II                  n                  II   ^ 

etc. 

etc. 

etc. 

• 

öö» 
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Diese  Unterschiede  trage  man  in  eine  zweite  Tafel  ein,  die  auf  ent- 
gegengesetzte Weise  anzuordnen  ist  wie  die  erste,  nemlich  so,  dass  jede 
beobachtete  Richtung  ihre  Columne  bekommt,  und  die  Resultate  einer 
jeden  Gruppe  von  Gyris  eine  Zeile  bilden.   Jeder  Gruppe  füge  man  die 

schon  oben  erklärten  Gewichte,  nebst  den  P  und  den  Quotienten  ^  bei, 

und  in  ihrem  unteren  Theile  setze  man  die  {Ix)  und  die  Q  an.  Auch 
versehe  man  jede  Gruppe  von  Gyris  mit  seiner  laufenden  Nummer.  Der 
Inhalt  dieser  Tafel  ist  also  der  folgende, 


Nr. 

M) 

(8) 

(8) 

etc. 

1 

Pl 

pV 

^i 

etc. 

P 

P 

p»:P 

2 

Pl. 

py. 

pr. 

etc. 

P. 

P 

1 

P^  :  p 

3 

pA 

pV 

pC 

r  II    11 

etc. 

P. 

p 

II 

P\--P. 

etc. 

etc. 

etc 

[Ix) 

etc. 

etc. 
etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

0 

Q 

etc. 

in  welcher ,  wie  in  der  ersten  Tafel ,  die  entsprechenden  Stellen  leer 
bleiben  werden.  Auch  von  dieser  Tafel  findet  man  in  dem  Art.  84  u. 
d.  f.  Beispiele. 

Dem  Vorhergehenden  zufolge  ist  nun 

{Ix)  =  p/   +  pl^  +pX  +  . . . 

{Ix)  =  pV  +  pi;  +  pr  +  . . . 

{ix")  =  pi"  -h  pV'  +  pi;;  +  . . . 

etc. 
zwischen  welchen  die  Bedingungsgleichung 

{Ix)  +  {U)  +  (te")  +  .  .  .  =  0 

stattfindet.  Die  P,  P ,  etc.  bestehen  aus  dem  Produkt  des  betreffenden 
p  in  die  Anzahl  der  in  derselben  Zeile  vorkommenden  beobachteten  Rich- 
tungen, und  die  (?,  Q\  etc.  sind  die  Summen  der  p,  für  welche  in  der 
betreffenden  Columne  beobachtete  Richtungen  vorhanden  sind.  Zur  Con- 
trole  kann  hier  die  Bedingungsgleichung 

/>  +  />+/>+  etc.   =   Q  +  Q  ^Q  ^  etc. 
benutzt  werden. 
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136. 

Es  sind  hierauf  die  folgendeD  CoefBcienten  zu  berechnen, 
(pp)  =s  der  Summe  der  Quotienten  ~-  aller  derjenigen  Gruppen  von 
Gyris,  in  welchen  die  Richtung  (1 )  eingeschnitten  worden  ist, 
{pp)  =5  der  Summe  der  Quotienten  ^  derjenigen  Gruppen ,  in  wel- 
chen die  Richtungen  (1 )  und  (2)  beide  eingeschnitten  worden 
sind, 
(pp")  =  der  Summe  u.  s.  w.  Richtungen  (1)  und  (3)  beide  u.  s.  w. 
etc. 


{pp')  =  der  Summe  u.  s  w.  Richtung  (2)  u.  s.  w. 
{pp*^   =  der  Summe  u.  s.  w.  Richtungen  (2)  und  (3)  beide  u.  s.  vv. 
etc. 


{pY)  =  der  Summe  u.  s.  w.  Richtung  (3)  u.  s.  w. 
etc. 

bis  alle  auf  der  Station  eingeschnittenen  Richtungen  erschöpft  sind.  Zur 
Controle  dieser  Rechnung  dienen  die  Gleichungen 

{pp)  +  {pp)  +  {pp")  -h  . . .  =  0 
{pp)  +  {pp)  +  {p'p")  +  .    .  =  Q' 

(pp)  +  ipY)  +  (pY)  +  . . .  =  0" 

etc  etc. 

Die  allgemeinen  Vorbereitungen  der  Beobachtungen ,  welche  beiden  im 
Vorhergehenden  entwickelten  Verfahrungsarten  gemeinschaftlich  sind, 
können  hiemil  als  beendigt  betrachtet  werden,  und  es  muss  nun  jedes 
Verfahren  besonders  vorgenommen  werden. 

137. 

Erstes  Verfahren. 

1)  Erster  Theil  der  Auflösung,  oder  die  Ausgleichung  auf  den  Stationen. 

tt)  Wenn  auf  der  Station  in  jedem  Gyrus  alle  Richtungen  eingeschnitten 

worden  sind. 

Die  allgemeinen,   im  Vorhergehenden    erklärten,   Vorbereitungen 

fallen  bis  auf  die  erste  derselben  weg,  die  sich  darauf  beschränkt ,  dass 

man  zu  den  Originalbeobachtungen  eines  jeden  Gyrus  eine  solche  con- 
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stante  Zahl  addirt ,  wodurch  die  Beobachtungen  einer  jeden  Richtung 
nahe  einander  gleich  werden ,  und  nahe  die  Azimuthe  darstellen.  Man 
nehme  hierauf  aus  den  Beobachtungen  einer  jeden  Richtung  das  arith- 
metische Mittel ;  diese  Mittel  sind  ohne  Weiteres  die  mit  y{r)  zu  bezeich- 
nenden Resultate  der  Ausgleichung  auf  solchen  Stationen.  Nennt  man 
ferner  die  Anzahl  der  einzelnen  Gyn  />,  so  ist  das  Gewicht 

p  :;^  (1,1)  5^  (2,2.1)  ^  (3,3.2)  »=  etc. 

welche  Grössen  im  zweiten  Theile  der  Auflösung  gebraucht  werden. 
Es  wird  hier  überdies 

Hin)  =  0 

Wenn  auf  einer  Station  nur  zwei  Richtungen  eingeschnitten  worden 
sind ,  so  tritt  immer  der  gegenwartige  Fall  ein ,  der  daher  im  Folgenden 
nicht  betrachtet  zu  werden  braucht. 

ß)  Wenn  auf  der  Station  nicht  in  jedem ,  oder  in  keinem ,  Gyrus  alle 
Richtungen  eingeschnitten  worden  sind,  so  sind  vor  Allem  alle,  in 
den  Artt.  134 — 136  erklärten,  Vorbereitungen  auszuführen,  und 
darauf  die  folgenden  Berechnungen  vorzunehmen. 

a)  Wenn  auf  der  Station  drei  Richtungen  eingeschnitten  worden 
sind, 
rechne  man 

M  =  V  {pp){pp){py) 

» 

~    (pV)  '  ~    (pp")  '  ~^    (pp') 

(1.1)  =  0  +iV^  -(pp) 

(2.2.1)  =  Ö'-i-iV'«  -(pp) 

(3.3.2)  =  Q"  «  ^"»  -  ipp') 

zu  deren  Gontroie  man  auch 

(1,1)  =  N^N 

(2.2.1)  *=  N'^N 

(3.3.2)  =  iV"^^ 

rechnen  kann,  wo  SN  =s  N  -¥■  N"  +  N'"  ist.   Hierauf  werden 

-(3)  =  ^ 
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zu  deren  Controle 

N .  w{i)  +  N'  .  w{i)  +  N"  .  tt;(3)  =  0  • 

dient.   Die  Grösse  (//)  wird  am  dienlichsten  nach  dem  folgenden  Aus- 
druck berechnet, 

p, 

Pm 

+  etc. 

dessen  Anordnung  seinen  Grund  in  dem  Inhalt  der  im  Art.  135  erklär- 
ten zweiten  Tafel  findet.   Endlich  wird 

(tt,3)  =  (//)  —  (te)  .  11,(1)  —  {U)  .  w{^)  —  {y)  .  11,(3) 

—    im  _      (to)'     _     (to^)'     _     (te^O' 

Ausser  den  y(1),  y(2),  j^(3)  werden  auch  die  CoefBcienten 

(1,1),     (2,2,1),     (3,3,2) 

im  zweiten  Theile  der  Auflösung  gebraucht  werden 

6)  Wenn  auf  der  Station  vier  Richtungen  eingeschnitten  wor- 
den sind. 
Die  drei  Grössen  Ny  N\  N"  werden  wie  unter  a)  berechnet ,  und 
ausserdem 


N'"  = 

lAranf 

N 

ivi  out 

.    0,1)  =  0  +  iV»-(pp). 

(2.2.1)  ^  Q'  +N'^-^  ipp) 

(2,4,1)  =  N'N'"  -  {pY) 

0./)  -^  (Ix)                     . 

(2./,1)  =  [y) 

(3.3.2)  =  Q'+N"^-{p"p")  , 

(4.4.1)  =  Q"  +  iV"*  -  (p'V) 

(3,4,2)  =  NW  -  {p'p")  , 

(3.i.2)  ^  {h') 

(4.M)  =  (te'") 

ar  Controle  dienen  hier 

{*^) 

=  iV^iV 

(2.2,1) 

-1-  (2,4,1)  =  N'SN 

(3.3,2) 

+  (3,4,2)  =  N":£N 

(2,4.1)  +  (3,4,2) 

+  (4,4,1)  =  N'"SN 
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wo  ^'N  =  N+  N'  -h  N"  +  N'"  ist.   {U}  wird  wie  uater  a)  berechoet. 
Ferner 


tf 


tit 


worauf 


% 

^^BB                •^^■^ 

(<,<) 

(«.1) 

=        («) 

+  (1 ,0z 

(4.4,2)  = 

(4.4,1) 

+  (2.4,1)/' 

(4,/.2)  = 

(4,M) 

+  (2.M)/ 

(«.2)  = 

(«.1) 

+  (2.M)/ 

_             (8,*,«)               '"    _              (*,l,*) 
—            (3,8.J)    '       *       —            (8,8.») 

(4.4,3)  = 

(4,4,2) 

+  (3,4.2)/" 

(4,/,3)  = 

(4.1,2) 

+  (3./,2)  f 

(K.3)  = 

(«,2) 

+  (3.^.2)  x" 

l¥ 

X 

=  — 

(».».8) 

[im  = 

(M.3)  +  (4.U)/ 

r  = 

r 

-  W[\)    : 

=  X 

-  W{%    : 

.    tt 

=        X 

-^  X  P 

-  W{3)    : 

^ 

X  +  xr 

-  «;(4)  : 

= 

IV 

X 

werden.    Zur  Controle  dient  hier 

N .  w[\)  +  iV'  .  ti;(2)  +  N"  .  tt;(3)  +  iV'"  .  w(4)  =  0 
Im  zweiten  Theile  der  Auflösung  werden  ausser  den  y(1),  etc.  nur 

.      (1.1),     (2,2,1),     (3,3,2),     (M,3),     f.     f 
gebraucht. 

c)    Wenn  auf  der  Station  fünf  Richtungen  eingeschnitten  wor- 
den sind. 

Die  drei  Grössen  iV,  iV',  iV"  werden  wieder  wie  unter  a)  berechnet, 
ausserdem 


^m     __       [yp'")  ^,v     __ 


M2 

AT       *       *'  JV 

und  hierauf 
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(1,1)  =  0  +  iV»  _  {pp)       ,     (2,2,1)  =  0'  +  N'^  -  ipp) 

(2,4,1)  =  iV'iV'"  -  (pp'") 


(2,5.1)  =  iV'^"'  -  ip'p") 
{i.l}  =  (te)  (2.^.1)    =  (Ix) 


(3,3.2)  =  0"  +  iV"2  -  (p"p")  .     (4,4.1)  =  Q"  +  N""^  -  {p"'p") 
(3,4,2)'  =  N"N"  -  {p"p-)        .     (4,5,1)  =  iV"'^"'  -  (p'p") 


(3.5.2)  =  N"N"  -  {p"p")        ,     (4,/.1)    =  [Ix"') 
(3.i,2)    =  (ir") 


(5,5,1)  =  0'^  +  ^'^»  -  (pV) 

(5./.1)    =  {b") 

zu  deren  Controle  die  Gleichangen 

(1.1) 

iV^iV 

(2,2.1)                   +  (2.4,1)  +  (2.5,1)  = 

iV'i'iV 

(3.3,2)  +  (3.4,2)  +  (3,5,2)  =* 

N"SN 

(2.4.1)  +  (3.4.2)  +  (4.4.1)  +  (4,6,1)  « 

N"'SN 

(2,5.1)  +  (3,5.2)  +  (4,5,1)  +  (5,5,1)  = 

N"':^N 

dienen ,  wo  i'iV  =  iV  +  iV'  -f.  N"  +  N'"  ■+-  N"  ist. 

{U)  wird  immer 

wie  unter  o)  berechnet.   Ferner  werden 

*    ~          «,i) 

(«.D  =  W  +  (i./)z' 

f      —            (».».4)     .       O       —             (»,,.<)    .        Z      — 

(«.*.<) 

(4.4,2)  =  (4.4.1) +(2,4,1)/ 

(4,5.2)  =  (4,5.1)  +  (2.5,1)/ 

(4./.2)    =  (4.U)  +(2,/.1)/ 

(5,5,2)  =  (5.5,1)  H-  (2,6.1)d" 

(5./,2)   =  (5,i.1)    H-(2,/.1)*" 

(M.2)     =  (W,1)      +  (2./.1);t" 

'"    _             (8,«,t)              ."'    _              (8.5,4)               m    _ 
f       —            (8,8,1)    '       "       —             (8,8,1)1'       *       ~ 

(8.J,«) 
(8.8,1) 

(4.4,3)  =  (4,4.2)  -1-  (3.4,2)/' 

(4,5.3)  =  (4,5,2)  +  (3,5.2)/' 

(4,/.3)    =  (4.i.2)  +(3./.2)/' 

(5.5,3)  =  (5,5.2)  H-  (3.5.2)*'" 

(5./,3)    =  (5.i,2)   +  (3,/,2)  r 

(/U)      =  (M.2)     +  (3.1.2)  /' 
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) 


»»■    _    _   («.5.«)  *   _    _  jU» 

(5.6,4)  »  (5.5,3)  +  (4,5.3)* 
(5./.  4)    =  (5,/,3)    +(4./,3)*"' 

(ff.4)      ^  (tf.3)     -I-  (4,1.3)  y" 

*     —  (5,5,4) 

(tt,5)      =  (Ä,4)     +  {5M)x 


•f  =  / ,   /?""  «  <r      +  (>y 


woraaf  man 


—  »0)   =  Z 

-  «(«)  ==     /      +  zT  +  xf 

—  tp(3)  =s  j^    +  ^Y    ^  ^Y 

—  »(*)  =•  /      +  /<*" 

—  »(5)  =s  / 

bekommt,  und  die  Gleichmig 

N.w{\)-^W  .  tt>(2)  +  N"  .  »(3)  +  N'" .  »(4)  +  N'"  w(5)  =  0 
zar  CoDtroIe  dient.   Ausser  den  ^(1 ),  etc.  werden  noch  die  Coefficienten 

(1,4),     (2,2,1)..   (3,3,2).     (4,4.3).     (5.5,4) 

r.  /'.  r.  y'\   ft" 

in  dem  zweiten  Tbeile  der  Auflösung  gebraucht. 

Ans  dem  Vorhergehenden  lässt  sich  schon  vollkommen  erkennen, 
wie  verfahren  werden  muss ,  wenn  auf  der  Station  mehr  wie  fünf  Rich- 
tungen eingeschnitten  worden  sind.  Zur  deutlicheren  Uebersicht  will 
ich  jedoch  noch  die  Ausdrücke  fUr  die  ß,  y,  etc.,  die  hinzukommen ,  für 
zwei  Fälle  anführen. 

(j)  Wenn  auf  der  Station  sechs  Richtungen  eingeschnitten  worden 
sind, 

so  kommen  zu  den  vorhergehenden  ähnlichen  Ausdrücken  noch  die  fol- 
genden hinzu 


y    'SSL       e    -^  €  y     +  ey 
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e)  Wenn  auf  der  Station  sieben  Richtungen  eingeschnitten  worden 
sind, 
so  kommen  zu  den  vorhergehenden  ähnlichen  Ausdrücken  noch  die  fol- 
genden hinzu 

/f' =  r    +fT+f^/s^*'+fy 

u.  s.  w.  wenn  mehr  Richtungen  eingeschnitten  worden  sind. 

In  Bezug  auf  die  N  ist  zu  bemerken ,  dass  ihre  Berechnung  unmög- 
lich wird ,  wenn  zufäillig  eine  oder  zwei  der  drei  Grössen  [pp),  (pp")» 
[pp)  Null  sind.  Aber  in  diesem  Falle  kann  man  durch  Aenderung  der 
zuerst  angenommenen  Reihenfolge  der  Richtungen  immer  bewirken, 
dass  die  N  bestimmbar  werden.  Auch  kann  man  oftmals  dieses  dadurch 
möglich  machen ,  dass  man  ohne  die  Reihenfolge  der  Richtungen  zu  än- 
dern ,  die  oben  mit  M  bezeichnete  WurzelgrOsse  aus  anderen  (pp)  bil- 
det*). 

Die  auf  den  verschiedenen  Stationen  erhaltenen  Werthe  der  (//,«), 
wo  n  die  Anzahl  der  auf  der  Station  eingeschnittenen  Richtungen  be- 
zeichnet ,  werden  addirt ,  und  ihre  Summe  mit  W^  bezeichnet.  Hiebei 
kann  indessen  eine  Modification  eintreten ,  die  im  nächsten  Artikel  er- 
klärt werden  wird. 

Will  man  ausserdem  noch  die  Werthe  der  u,  u ,  u  ,  etc.  kennen 
lernen ,  so  dienen  dazu  die  Gleichungen  (65) ,  die  unter  den  hier  statt- 
findenden Annahmen  allgemein  ausgedrückt  werden  können.  Bezeich- 
nen wir  mit  m  die  laufende  Nummer  irgend  einer  der  Gruppen  von  6y- 
ris ,  und  mit  u{m),  oder  schlechtweg  u(m)  den  derselben  zukommenden 
Werth  von  u ,  so  bekommen  wir  allgemein 

*)  So  bitte  man  a.  B.  im  Art.  S4  ohne  die  Richtungen  (3)  und  (4)  mit  einan- 
der zu  vertauschen 

und  demzufolge 

N  =      ^  N'  =2      ^ 

V"  _  0  N"'  =      ^ 


setzen  können,  wodurch  derselbe  Zweck  erreicht  worden  wSre. 
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ti(m)  =  —  -l^  2w(r) 

in  welchem  Ausdruck  aber  nur  diejenigen  w{f)  aufgenommen  werden 
dürfen ,  die  in  der  betr.  Gruppe  von  Gyris  wirklich  beobachteten  Rich- 
tungen zukommen.  Man  kann,  wenn 'man  es  für  nöthig  halten  sollte, 
sich  dieser  Grössen  zur  Controlirung  der,  wie  oben  gezeigt  wurde,  be- 
rechneten Werthe  der  (//,w)  bedienen ,  denn  man  findet  aus  dem  Vorher- 
gehenden leicht ,  dass  auch 

ist,  wo  das  eine  Summenzeichen  sich  auf  die  auf  der  Station  vorhande- 
nen Gruppen  von  Gyris ,  und  das  andere  sich  auf  die  vorhandenen  Rich- 
tungen bezieht. 

138. 

■ 

Im  Art.  133  ist  des  Falles  Erwähnung  geschehen,  in  welchem  den 
Beobachtungen  verschiedener  Stationen  verschiedene  Gewichte  beige- 
legt werden  mtüssen ;  dieser  soll  jetzt  in  Betracht  gezogen  werden. 

Wenn  auf  allen  Stationen  dasselbe  Instrument  und  dieselben  Beob- 
achter, oder  gleich  gute  Instrumente  und  Beobachter  von  gleicher  Qua- 
lität verwendet  worden  sind ,  so  liegt  in  der  Regel  kein  Grund  vor  die 
Beobachtungen  irgend  einer  Station  für  mehr  oder  minder  genau  zu  hal- 
ten als  die  der  andern  Stationen,  und  man  kann  allenthalben,  wie  im 
Vorhergehenden  angegeben  ist ,  das  Gewicht  jeder  einzelnen  Beobach- 
tung =s  1  setzen.  Sind  dagegen  auf  verschiedenen  Stationen  Instrumente 
oder  Beobachter  verschiedener  Qualität  verwendet  worden,  oder  ist 
beides  der  Fall  gewesen ,  so  sind  aus  diesem  Grunde  die  Gewichte  der 
Beobachtungen  dieser  Stationen  zu  modificiren,  und  überhaupt  die  Beob- 
achtungen der  verschiedenen  Stationen  in  Bezug  auf  das  ihnen  beizule- 
gende Gewicht  in  verschiedene  Gattungen  zu  theilen.  Man  kann  dem- 
ungeachtet  bei  der  Ausführung  der  im  Vorhergehenden  erklärten  Rech- 
nungen auf  allen  Stationen  den  einzelnen  Beobachtungen  das  Gewicht 
=  i  beilegen,  und  die  einfachen  Aenderungen,  die  vorzunehmen  sind. 
bis  zum  Beginn  des  zweiten  Theils  der  Auflösung  verschieben.  Um  diese 
Aenderungen  zu  ermitteln  kann  man  auf  die  folgende  Weise  verfahren. 

Man  muss  sich  eine  möglichst  grosse  Anzahl  von  unabhängigen 
Beobachtungen  verschiedener  Winkel  verschaffen,  und  diese  Beobach- 
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tungen  müssen  abtheilungs weise  mit  denselben  Instrumenten  und  den- 
selben Beobachtern,  die  zur  Triangulation  verwendet  worden  sind,  aus- 
geführt worden  sein.  Wenn  die  Triangulation  von  nicht  zu  kleiner  Aus- 
dehnung ist,  so  können  die  bei  derselben  beobachteten  Richtungen  zu 
diesem  Zwecke  dienen. 

Aus  den  Beobachtungen  einer  jeden  Gattung  und  eines  jeden  Win- 
kels nehme  man  das  arithmetische  Mittel ,  ziehe  dieses  von  einer  jeden 
einzelnen  Beobachtung  ab ,  und  berechne  daraus  auf  bekannte  Art  das 
Quadrat  des  mittleren,  zu  beftlrchlenden ,  Fehlers.  Man  nehme  nemlich 
die  Quadrate  der  eben  genannten  Unterschiede,  addire  diese,  und  divi- 
dire  deren  Summe  mit  der  Anzahl  der  Beobachtungen  weniger  der  An- 
zahl der  Unbekannten ,  welche  letztere  hier  für  jeden  Winkel  =  2  ist. 
Aus  den  so  für  jede  der  verschiedenen  Gattungen  von  Beobachtungen 
erhaltenen  Resultaten  nehme  man  wieder  die  arithmetischen  Mittel,  wor- 
auf die  umgekehrten  Verhältnisse  dieser  die  Verhaltnisse  der  den  ver- 
schiedenen Gattungen  von  Beobachtungen  beizulegenden  Gewichte 
geben. 

Man  habe  zum  Beispiel  bei  einer  der  vorhandenen  Gattungen  von 
Beobachtungen  für  die  verschiedenen  Winkel  die  Summen  «,  $,  $",  etc. 
der  Fehlerquadrate  erhalten ,  wobei  die  Anzahl  der  Beobachtungen  die-^ 
ser  Winkel  m,  m\  fn\  etc.  seien ,  dann  setze  man 

«^   =    IJ^Zr  '      ^    =    m^^  '      ^    =    S^TTF  .    etc. 

und 

u-hu'-hu''^-  etc. 

"""  n 

wenn  n  die  Anzahl  der  u  bedeutet. 

Für  eine  andere  Gattung  der  vorhandenen  Beobachtungen  habe 
man  ebenso  erhalten 

ii,+u/-i-ii/'+  etc. 

für  eine  dritte  Gattung  von  Beobachtungen 

^"  —     m^-2    '        **"  m/-2    '       **"  !»."-«   •    ^^' 

^.     u^-ti,/+ti^"+  etc. 


u.  s.  w.   wenn  eine  grössere  Anzahl  von  Beobachtungsgattungen  vor- 
handen ist.   Bezeichnet  man  nun  mit  t ,  n, ,  n.,,  etc.  das  jeder  einzelnen 
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Beobachtung  dieser  verschiedenen  Beobachtungsgattangen  beizulegende 
Gewicht,  so  werden 

7t,  ÄÄ  —  ,      7r„  =  —  ,  etc. 

Je  grösser  die  Anzahl  von  Beobachtungen  ist ,  die  man  auf  diese 
Art  untersucht  hat,  desto  sicherer  wird  das  vorstehende  Resultat. 

Ist  daher  vorläufig  bei  den  Ausgleichungen  auf  den  Stationen ,  auf 
jeder  derselben  das  Gewicht  der  einzelnen  Beobachtung  =  1  gesetzt 
worden ,  so  bleiben  zwar  für  diejenigen  Stationen ,  auf  welchen  die 
Beobachtungsgattung,  welcher  v  zugehört,  vorhanden  ist,  alle  nach  den 
vorangegangenen  Ausdrücken  berechneten  Grössen  unverändert,  aber 
auf  den  Stationen ,  auf  welchen  andere  Beobachtungsgattungen  vorhan- 
den sind,  mttssen  einige  der  nach  dem  Vorhergehenden  erhaltenen 
Grössen  mit  Zahlen  n, ,  n,,.,  etc.  mulliplicirt  werden. 

Die  Grössen,  die  dieser  Verbesserung  bedürfen,  sind  die  CoefB- 

cienten 

(1,1),,  (2,2,1).,  (3,3,2).,  etc.  und  (tt,n). 

statt  deren  man  in  den  folgenden  Rechnungen  die  Produkte 

(^1)..^,,  (2.2,1).. TT.,  (3,3,2),. ;r.,  etc.  %n\.n. 

anwend^Di  muss ,  wenn  n^ denjenigen  Werth  der  ft,,n^,  etc.  bezeichnet, 
welcher  den  Beobachtungen  der  Station  t  zukommt.  Weiter  ist  aus  die- 
sem Grunde  keine  Aenderung  vorzunehmen. 

139. 

2)  Zweiter  Tbeil  der  Auflösung. 

Dieser  fängt  damit  an ,  da$s  man  die  Bedingungsgleichungen ,  die 
das  Dreiecksnetz  darbietet  ermittelt  und  aufstellt;  ich  verweise  dafth*  auf 
den  Inhalt  des  Art.  91.  In  die  Bedingungsgleichungen  sind  die  Resul- 
tate der  Ausgleichungen  auf  den  Stationen ,  oder  mit  anderen  Vierten 
die  Bögen  y[r)f  zu  substituiren ,  und  die  Resultate  dieser  Substitutionen, 
nach  der  Reibenfolge ,  in  welcher  man  die  Bedingungsgleichnngen  auf- 
gestellt hat ,  mit 

F[I) ,  F(//) ,  F{ni) ,  etc. 

zu  bezeichnen.  Ausserdem  sind  die  Differentiale  der  Bedingungsglei- 
chungen zu  bilden ,  und  die  CoefScienten  derselben  numerisch  zu  be^ 
rechnen ;  ich  verweise  hiefUr  auf  den  Inhalt  des  Art.  92 ,  und  wieder- 
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hole  dabei ,  dass  man  die  CoefficieDten  jeder  Bedingungsgleichung  ins- 
gesammt,  nebst  dem  dazu  gebOrigeD  F,  vor  ihrer  Anwendung  mit  jeder 
beliebigen  Zahl  multipliciren  darf.  Man  kann  diese  Eigenschaft  dazu 
benutzen  um  enlw^eder  die  Goefißcienten  der  Seitengleichungen ,  die  ge- 
wöhnlich ursprünglich  grösser  sind ,  als  die  der  Winkelgleichungen,  die- 
sen ohngeftihr  gleich  zu  machen,  oder  umgekehrt  die  Coefficienten  der 
Winkelgleichungen  denen  der  Seitengleich ungen  ohngefUhr  gleich  zu 
machen.  Diese  Coefficienten  sind  tabularisch  zusammen  zu  stellen ,  und 
ihnen  die  Bezeichnung 

q{rj)s,     q{rJI),,     q{rJII)s.  etc. 

zu  geben,  in  welcher  r  die  Richtungsnummer,  8  die  Stationsnummer, 
und  /,  //,  ///,  etc.  die  Nummern  der  Bedingungsgleichungen  sind.  Der 
Art.  93  giebt  ein  Beispiel  dieser  Zusammenstellung.  Es  werden  ferner 
a)  Wenn  auf  der  Station  alle  Richtungen  in  jedem  Gyrus  eingeschnit- 
ten worden  sind, 

,(1,7).  =  qii  .1). 

•  ,,(2,/),  =  ?(2./), 
,(3,7).  =  g(3.7). 
etc. 

^^^^''  — (Mir  — p~ 

/•(1,7).  -  0(1./). 

/•(2.7).  ==  0(2.7). 

/•(3.7).  =  0(3.7). 

etc. 

Diese  Ausdrücke  sind  durch  allmählige  Vertauschung  der  /  mit  den  //, 
///,  etc.  anfalle  Bedingungsgleichungen  auszudehnen,  auch  ist,  wie  in 
allen  folgenden  ähnlichen  Ausdrücken,  wo  nöthig,  auf  die  im  vor.  Art. 
erklarten  Zahlen  itg  Rücksicht  zu  nehmen. 

ß)  Wenn  auf  der  Station  nicht  in  jedem ,  oder  in  keinem,  Gyrud  alle 
Richtnngen  einge^fcbnitten  worden  sind. 
a)  Wenn  auf  der  Station  drei  Richtungen  eingeschnitten  worden 
sind, 
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tiiij).  =  qH,l). 
ri{%I),  =  g(2./). 
,(3,7).  =  ,(3.7). 

{{\,l),  =  0(1,7).  =  ^' 

A2,7).  =  0(2.7).  =  1^^ 

A3,7).  =  0(3.7).  =  Jj^^ 

die  auch ,  wie  eben  erklärt ,  auf  alle  BedingungsgleichuDgen  auszudeh- 
nen sind. 

h)  Wenn  auf  der  Station  vier  Richtungen  eingeschnitten  worden  sind, 
so  werden 

,(1 .7).  =   q{\  ,7). 
,7(2.7).  =  g(2.7). 

,(3.7).  =  g(3,7). 

,(4,7).  =  /?.'".  9(2,7). +y;".  9(3,7).+ 9(4.7). 

/•(1 .7).  =  Q[\  ,7). 

/•(2,7).  =  0(2.7).  +/?.'".  0(4.7). 

/•(3.7).  =  0(3.7).+ y."'.  0(4.7). 

A*./).  =  0(*./). 

die  auch  auf  alle  Bedingungsgleichungen  auszudehnen  sind. 

c)  Wenn  auf  der  Station  fünf  Richtungen  eingeschnitten  worden  sind, 
so  kommt  zu  den  unter  h)  angegebenen,  mit  ri[rj)*  bezeichneten  Grös- 
sen hinzu, 

,(5,/).  =  /J.'^  9(2,7).  +  ^;".  9(3.7). +  C.  9(4.7). +  9(5.7). 

zu  den  Q{r,I),  kommt  hinzu 

und  die  f{r,I),  werden  nach  den  folgenden  Ausdrucken  berechnet. 

/•(i,7).=  Q[\,l). 

f[%I).  =  0(2,7).              +  /?.'".  0(4.7).  +  ß:.  Q{6,I). 

/■(3.7).  =  0(3,7).  +  yj".  0(4.7).  +  y.'".  0(5,7). 

/•(4.7).  =  0(4.7). +  «).'-.  0(5.7). 

/•(5,7).  =  0(5.7). 
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die  selbstverständiich  auch  auf  alle  Bedingiingsgleichungen  ausgedehnt 
werden  müssen.  Man  erkennt  hieraus  vollkommen,  wie  zu  verfahren 
ist,  wenn  auf  der  Station  mehr  wie  fbnf  Richtungen  eingeschnitten  wor- 
den sind. 

Auch  die  numerischen  Werthe  aller  vorstehenden  Hülfsgrössen  sind 
zur  Erlangung  einer  klaren  Uebersicht  tabularisch  aufzustellen,  wie 
oben  am  Beispiel  gezeigt  worden  ist. 


140. 

Die  Berechnung  der  Coefficienten  der  Bndgleichungen ,  die  nun  an 
die  Reihe  kommt,  kann  auf  viererlei  Weise  ausgeführt  werden.  Bezeich- 
net man  diese  Coefficienten  mit  (/,/),  (/,//),  etc.  (//,//),  etc.  etc.,  wo  die 
römischen  Zahlen  sich  wieder  auf  die  Bedingungsgleichungen  beziehen, 
so  werden  erstens 

(/,/)       =    -S-jOO,/),   .,(1,/),  +0(2./),    .17(2,/),    +0(3,/),    .riiSJ),  +...| 

(/,//)      =    ^{0(1,//),  .i?(i,/),  +0(2,//),  .,(2,/),    +0(3.//),  .,(3,/),  +...{ 

(/,///)    =    :s'{0(i ,///),.  »?(i./),  +0(2,///),.i?(2,/),   +0(3.///),.i?(3,/),  +...} 

etc.  etc. 

(//.///)   =    ^{0(1 ,///),., (1,fl),  +0(2,///),.i?(2,//), +0(3,/7/),.,(3,ff),   +...} 

etc.  etc. 

{IIIMI)  =    S\Q[\M),.ri[\jn),^Q{%ni\.ri{%in),^Q{^^^^^ 

etc.  etc. 

etc.  etc. 

bis  alle  Bedingungsgleichungen  erschöpft  sind.  Die  zweite  Art  diese 
Coefficienten  zu  berechnen  ergiebt  sich  aus  der  ersten ,  wenn  man  darin 
die  Q  und  die  i;  mit  einander  vertauscht.  Rechnet  man  diese  Coefficien- 
ten auf  diese  beiden  Arten,  so  wird  dadurch  nichts  weiter  controlirt, 
wie  die  Divisionen ,  durch  welche  man  die  Q  erhält.  Die  dritte  Berech- 
nungsart  geschieht  durch  die  folgenden  Ausdrücke, 

(/./)        =    2;\f{\J),  .q{\,I)s    +/'(2,/),  .9(2./),    +A3./),  .?(3./),    +...} 

{IM)      -    2\f{^J)s  . 9(1 ,//), +/'(2./),  .9(2.//),  +/(3,/),  .9(3.//),+...} 

(/,/Z/)    =    ^'\f{i,I)s  ,q{iM)s+f{i,I),  .9(2.W/),+A3,/),  .9(3,///),+  ...! 

etc.  etc. 

Abhindl.  d.  K.  S.  Getelltch.  d.  Wissens^b.  XIU.  56 
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{11,11)    =    ^{/-(l,//),  .g(1,//), +A2.//),    9(2.ff),+/'(3,//),  .g(3./0. +...I 
(7/,///)   =    i1/-(<.I/),    .9(l.///),+/-(2,/y),.9(2,7//),+A3-ff),   •  ?(3, W),+ . . . | 

etc.  etc. 

(///,7//)  =   -S-  {/^(  I  JII)s  9(1  MI)s+f{^jn)s  q{2MI)s+mMI)s  9(3,/7/),-i- . . .  | 

etc.  etc. 

etc.  etc. 

und  die  vierte  Art  erhält  man  durch  die  Vertauschung  der  f  und  der  q 
mit  einander  in  den  vorstehenden  Ausdrücken.  Rechnet  man  diese  CoefB- 
cienten  beides  durch  die  erste  und  die  dritte  Art,  so  v^erden  dadurch 
nicht  blos  diese  selbst,  sondern  auch  alle  Hülfegrössen  des  vor.  Art. 
controlirt« 

Wie  man  sieht  haben  die  Ausdrücke  für  alle  hier  erforderlichen 
Grössen  die  Eigenschaft,  dass  sie  stationsweise  berechnet  und  aufge- 
stellt werden  können.  Die  Grössen  des  vor.  Art.  bleiben  in  Bezug  auf 
die  einzelnen  Stationen  von  einander  abgesondert ,  ftlr  die  Goef&ciepten  - 
dieses  Art.  müssen  die  Resultate,  die  jede  Station  liefert,  addirt  wer- 
den ,  wie  das  Summenzeichen  2,  anzeigt. 

141. 

Die  Gleichungen,  denen  die  Coeflßcienlen  des  vor.  Art.  angehören, 
sind,  wenn  die  Unbekannten  derselben  mit  (/),  (//),  (///),  etc.  bezeich- 
net werden ,  die  folgenden, 

(/,/)(/)     +  (/,//)(//)  +  (/,///)(///)     +  .  .  .  .  =  F(7) 

(/,//)(/)    +  (//.//)(//)  +  (//,///)(///)   +....  =  F{II)      • 

(/,///)(/)  +  {IIJIIjlI)  +  {III III)  {III)  + =  F{III) 

etc.  etc. 

und  ihre  Anzahl  ist  der  Anzahl  der  Bedingungsgleiciumgcn  gleich.  Ehe 
wir  an  ihre  Auflösung  gehen  ist  eine  wesentliche  Bemerkung  einzu- 
schalten. 

In  jedem  Dreiecksnetze  von  einiger  Ausdehnung  wird  sich  ereig- 
nen ,  dass  eine  Anzahl  der  Coefticienten  der  vorstehenden  Endgleichun- 
gen gleich  Null  werden ,  und  je  grösser  das  Dreiecksnetz  ist,  desto  mehr 
wird  dieses  der  Fall  sein.  Als  Folge  davon  können  in  diesen  Gleichun- 
gen mehr  oder  minder  grosse  Lücken  eintreten,  so  nemlich,  dass  in  der 
einen  und  der  andern  derselben  eine  Reihe  von  aufeinander  folgenden 
Coefficienlen  Null  werden ,  und  hierauf  wieder  einige  vorkommen ,  die 
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Dicht  Null  sind.  In  Bezug  auf  die  Richtigkeit  der  Auflösung  hat  dieser 
Umstand  nun  nicht  den  mindesten  Einfluss ,  aber  man  kann  sich  dessel- 
ben bedienen,  um  die  Arbeit,  die  die  Auflösung  erfordert,  abzukürzen. 
Zu  dem  Ende  ist  nichts  weiter  zu  tbun ,  wie  die  Reihenfolge ,  in  welcher 
man  die  Bedingungs^leichungen  des  Dreiecksnetzes  zuerst  aufgestellt 
hat ,  so  zu  ändern ,  dass  die  CoefGcienten ,  die  nicht  I^ull  werden ,  mög- 
lichst nach  vorne  geschoben  werden ,  so  dass  sie  vom  ersten  anfangend, 
eine  möglichst  ununterbrochene  Reihe  bilden.  Es  wird  hiedurch  nicht 
blos  die  Auflösung  dieser  Gleichungen,  oder  die  Ermittelung  der  Werthe 
der  Unbekannten  derselben ,  sondern  auch  die  Berechnung  der  Gewichte 
möglichst  abgekürzt. 

Wenn  es  sich  nun  nur  um  die  Ermittelung  der  Unbekannten  han- 
delt, so  braucht  man  die  Nummern,  die  den  Bedingungsgleichungen  an- 
fänglich gegeben  worden  sind ,  nicht  zu  ändern ,  will  man  aber  auch  die 
Gewichte  berechnen ,  so  thut  man  wohl  die  Nununern  der  Bedingungs- 
gleichungen so  zu  ändern ,  dass  sie  nach  der  beschriebenen  Versetzung 
wieder  die  fortlaufende  Zahlenreihe  /,  //,  ///.  etc.  bilden.  Ohne  diese 
Aenderung  würde  man  sich  leicht  in  den  Gliedern  der  Ausdrücke  der 
Gewichte,  die  aufzunehmen  sind,  irren  können.  Dass  mit  dieser  Aende- 
rung der  Numerirung  der  Bedingungsgleichungen  auch  die  entsprechende 
Aenderung  in  der  Bezeichnung  der  Unbekannten  (Numerirung  dieser) 
und  der  Grössen  des  vorvor.  Art.  eintreten  muss,  versteht  sich  von 
selbst. 

142. 

Die  Auflösung  der  Endgleichungen  des  vor.  Art.  ist  die  bekannte, 
allein  da  die  im  Verlaufe  dieser  Abhandlung  eingeführten  Zwischengrös- 
sen  derselben  bei  der  Berechnung  der  Gewichte  wieder  gebraucht  wer- 
den, so  wird  es  nöthig,  die  in  den  Artt.  46  u.  49  gegebene  Auflösung 
in  dieser  Recapitulation ,  in  den  hier  eingeführten  Bezeichnungen  ausge- 
drückt, mit  aufzunehmen.  Zu  berechnen  sind 

[IIIIA)    =  [IUI)    +(/,//)(2)t 

{II III  \)  =  (//,///)  +  (/J//)(2)t 

[IlIVA)   =  {Ill\)  +  (/,/F)(2)t 

etc. 

F{UA)  =  F(//)  +  F(/)(2), 

56* 
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{Iimii)  =  {IIIIII)  +  (/,///)(3)t 

(///,/F,1)  =  (IIIIV)  +  (/,/F)(3), 
etc. 

F(IIl\)  =  F{III)  +  F(/)(3)t 

WF,1)  =  (/V,/V)  +  (/,/F)(4)t 
etc. 

F(/F,1)  =  F(/F)  +  F(/)(4)i 


etc.  bis 

Äi  =  F(/)9i 


\^)2    —     —        (Jlll^^s        »  \,»;2     —     —        (y^^^^^j       , 9^    —     -t-       (iJ,i/J) 

(///,/7/,2)  =  [nini\)  +  {imii){3)2 

{injV,2)  =  (/7/./V,1)  +  (//,7F,1)(3). 
etc. 

F(/J/,2)  =  F(///,1)  +  F(//,1)(3)2 

(/V,/F,2)  =  (7F,/F,1)  +  (//,/F,1)(4), 
etc. 
F(/F,2)  =  F(/F,1)+F(//,1)(4)2 

etc.  bis 

ft  =  jRi  +  F{Ili)(p2 

(LS (///>/F,t)  ,^    _  j.      ^y/^>») 

V*/3   —  '{IlXllIX      '     ••••     V3  —    "■"     (///,///,t) 

(/F,/F,3)  =  (/F,/F,2)  +  (///,/F,2)(4)3 

etc. 
F(/y,3)  =  F(/F,2)  +  F{IIl2){i), 


etc.  bis 

«3  =  ft  +  F(///,2)yj 


F(/K,8) 

94  —    H-     (/K,/F,8) 

etc.  bis 

A4  =  «3  +  F{IV,3)(p, 

etc.  bis  Fy 

wenn  q  die  Anzahl  der  Endgleichungen  bezeichnet. 

Diese  Coefßcienten  habe  ich  so  angesetzt ,  wie  ich  die  Berechnung 
derselben  auszuführen  pflege ,  und  die  mir  die  einfachste  Weise  zu  sein 
scheint.    Allein  man  kann  diesen  Ausdrucken  dadurch,  dass  man  die 
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Grössen  [HI,UI,\),  {III,JV,i),  etc.,  die  nur  als  Httifsgrössen  zar  Berech- 
nung derjenigen  Coefficienten,  die  später  gebraacht  werden,  dienen, 
eliminirt ,  scheinbar  eine  kürzere  Form  geben ,  die  obgleich  sie  bei  der 
numerischen  Rechnung  keinen  Yortheil  gewahrt,  doch  die  Uebersicht, 
namentlich  wenn  von  den  ursprünglichen  Coefficienten  (/,//),  {1,111),  etc. 
(IIMI),  etc.  etc.  eine  Anzahl  gleich  Null  sind,  erleichtert.  Diese  Form 
ist  die  folgende ,  in  welcher  alle  Coefficienten  für  fünf  Gleichungen  voll- 
standig  ausgeschrieben  worden  sind ,  und  die  weggelassenen  etc.  Zei- 
chen leicht  ergänzt  werden  können. 


(//,/7/,1)=  (//.///)  +(/.///)(2), 

(jrj,///.2)  =  (/fJ,J//)  +  (/,/JJ)(3)t4-(//,/7/.1)(3), 

{//,/F,i)  =  (//,/F)  +(/,7F)(2)i 
(/ff,/F.2)  =  {injV)  +  (/,/F)(3),+  (7/,/F,1)(3)2 
(/F.JF.3)  =  (fF,fF)  -^(/,fF)(4)l-^(J/,JF,i)(4),^^-(J/J.JF.2)(4), 

(/7,F,1)  =  (//.F)  +(/.F)(2), 

(///,F2)=  (///,F)  +(/.F)(3)i  +  iII,V,\p), 

(/F,F,3)  =  {IV,V)  +(/.F)(4),  -i-(/7,F,1)(4)2  +(77/. F,2)(4), 

(F,F,4)  =  {V,V)  +  (7,F)(5)i  -^ (77.F,1)(5),  -^(777.F.2)(5)3  -h(7F.F,3)(5)4 

F(77,1)=   F{II)  +F(7)(2)i 

F(777,2)  =   F(777)  +  F(7)(3)i   +  F(7/,1)(3)2 

F(7F3)  =   F(7F)  +  F(7)(4)i  +  F(77,1)(4)2  +  F(777,2)(4), 

F(F.4)=   F{V)  +F(7)(5)i   +  F(77.<)(5)2  +  F(777,2)(5)3 +fI7F,3)(5)4 

7?5= F(/)yi      -hF(77.1)ya     +  F{III,2)(p3    +F(7F.3)y4 -l-F(F.4)y5 

Es  wird  nun  zunächst  die  vollständige  Summe  der  mit  ihren  Gewichten 

multiplicirten  Quadrate  der  übrig  bleibenden  Fehler,  wenn  sie  mit  W 

bezeichnet  wird, 

IF  =  Wo  +  7?, 

wo  Wo  die  Summe  ist,  deren  Berechnung  im  Art.  137,  und  bez.  im 
Art.  138  gezeigt  wurde,  und  q  wieder  die  Anzahl  der  Bedingungsglei- 
chungen bedeutet.  Die  obigen  Endgleichungen  sind  ferner  durch  die 
obigen  Rechnungen  in  die  folgenden  verwandelt  worden, 

(7,7)(7)  -i-      (7,77)(77.)  -h      (7777)(f77)  -i-  .  . ,  .  =  F(7) 
(77,77,1)(77)  -I-  (77,777, 1)(777)  ■+■ =  F(77,1) 

{ni,III,^){III)  -h =  F(777,2) 

etc.  etc. 
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deren  Auflösung  durch  die  folgenden  Ausdrucke  bewirkt  wird ,  die  hier 
auch  für  fünf  Gleichungen  vollständig  ausgeschrieben  worden  sind, 

(/)i  =  (pi  +  9)5.(5)1 

(//)i    =   q}2  +  (pb.  (5)2 
(/7/)i   =   9)3  +  ^5.(5)3 

(/V)i    =  (fi  +  9)5.(5)4 


(1)2 

=      (/), +  {/F)..(4). 

{Ilh 

=    (//)»  + (/V)..(4)a 

{III), 

=  (/7/).  +  {IV), .  (4), 

(/)3 

=     (/).  +  (///),.  (3). 

(//)3 

=    (//)2  +  (//7)j .  (3), 

(/)4 

=      (7)3+    (77)3.(2), 

(/)  =      {/)4 

(77)  ^    (77)3 

(777)  =  (777), 

{IV)  «  {IV), 

(V)  «  95 

und  leicht  zu  erkennen  geben ,  wie  zu  verfahren  ist ,  wenn  mehr  wie 
fünf  Gleichungen  vorhanden  sind. 

Man  kann  die  richtige  Ausführung  der  numerischen  Auflösung  da- 
durch prüfen,  dass  man  die  erhaltenen  Werthe  der  Unbekannten  (/), 
(//),  (///),  etc.  in  die  ursprünglichen  Endgleichungen  substituirt,  die  da- 
durch erfüllt  werden  müssen. 

Schliesslich  bekommt  man  die  z{r)g  durch  den  folgenden  allgemei- 
nen Ausdruck, 

z{r).  =  f{r,I)..{I)  +  /•(r,77)..(77)  +  f{rJII),.{IH)  H 


•  •  .  • 


und  den  wahrscheinlichsten  Werth  der  Richtungen  x{r)s  durch  den  fol- 
genden, 

^(0.  =  yi^l  —  K^\ 

womit  die  Auflösung  der  Aufgabe  beendigt  ist. 

Eine  umfassende  Controle  des  ganzen  zweiten  Theils  der  Auflö- 
sung entspringt  aus  der  Eigenschaft,  dass  die  z(r)«,  wenn  sie  mit  umge- 
kehrtem Zeichen  statt  der  öxij),  in  die  Bedingungsgleichungen  substituirt 
werden,  diesen  Gnüge  leisten  müssen.    Nur  die  Differentialquotienten 
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9(r,/),,  q{rjl),,  etc.  bleiben  dadurch  uncontrolirt ,  von  deren  Richtigkeit 
man  sich  daher  auf  andere  Art  überzeugen  muss. 

Will  man  ausserdem  auch  die  wahrscheinlichsten  Werthe  der 
u{m)s  kennen  lernen,  so  dient  dazu  der  Ausdruck 

*  IW  —  1 

in  welchem  aber  nur  diejenigen  z{m)s  und  w{r),  aufgenommen  werden 
dürfen ,  die  in  der  m*®"  Gruppe  von  Gyris  wirklich  beobachtet  worden 
sind.  Durch  Zuziehung  dieser  Werthe  der  u{fn)g  kann  man  auf  ähnliche 
Art,  wie  im  Art.  137  in  Bezug  auf  die  Ausgleichungen  auf  den  Statio- 
nen gezeigt  wurde,  den  wie  oben  berechneten  Werlh  von  TV  einer  Con- 
trole  unterwerfen,  wenn  man  dieses  fbr  nöthig  halten  sollte. 

143. 

3)    Berechnung  des  Gewichts  irgend  einer  bestimmten  Function  der 

Richtungen. 

Jeder  bestimmten  Function  der  Richtungen  kommt  ein  bestimmtes 
Gewicht  zu ,  welches  durch  die  unten  folgenden  Ausdrücke  berechnet 
werden  kann.  Unter  den  Functionen  der  Richtungen ,  deren  Gewichte 
verlangt  werden  können,  sind  vorzugsweise  beliebige  Winkel  und  Seiten 
des  Dreiecksnetzes  zu  verstehen,  und  diese  können  zwischen  irgend 
zwei  beliebigen  Eckpunkten  des  Netzes  gedacht  werden ;  auch  kann  es 
sich  ereignen ,  dass  die  Gewichte  einiger  der  Aggregate  u{m),  +x{r)g  ver- 
langt werden.  Die  Winkel  sowohl  wie  diese  Aggregate  sind  an  sich 
linearische  Functionen  der  Richtungen,  und  es  sind  daher  in  solchen 
Fallen  in  dieser  Beziehung  keine  Vorbereitungen  zu  treffen,  aber  da  die 
Seiten  keine  linearischen  Functionen  der  Richtungen  sind,  so  muss  aus 
dem  betreffenden  Ausdruck  die  Differentialgleichung  zwischen  der  Ver- 
änderung der  Seite  und  den  Veränderungen  der  sie  bestimmenden  Rich- 
tungen abgeleitet,  und  die  Coeflicienten  dieser  müssen  der  ferneren 
Rechnung  unterworfen  werden.  Für  die  Berechnung  dieser  Coefficien- 
ten  verweise  ich  auf  den  Art.  103,  wo  sie  ausflihrlich  erklärt  worden 
ist.  Bezeichnet  man  nun  allgemein  die  Veränderung  der  Seite,  oder  des 
Winkels,  oder  des  Aggregats,  wie  oben ,  mit  J2,  die  unbestimmten  Aen- 
derungen  der  in  Betracht  kommenden  Richtungen  mit  <%r(r)«,  und  die 
Coeflicienten  dieser  Veränderungen  mit  k{r)^,  so  ist  der  allgemeine  Aus-^ 
druck  für  J2, 
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Jl  =   iJS'fc(r),.Ar(r). 

wo  das  eine  Summenzeicben  sich  auf  r ,  und  das  andere  sich  auf  s  be- 
zieht ,  da  sehr  wohl  die  Richtungen  von  mehreren  Stationen  in  Betracht 
kommen  können. 

a)  Wenn  auf  einer  oder  mehreren  der  in  Betracht  kommenden  Sta- 
tionen in  jedem  Gyrus  alle  Richtungen  eingeschnitten  worden  sind, 
so  setze  man  für  diese  überhaupt 

(Jf.r),  ==  A(r)„     0(M.r).  =  -^ 

ß)  Wenn  auf  den  in  Betracht  kommenden  Stationen  sich  solche  be- 
finden, auf  welchen  nicht  in  jedem ,  oder  in  keinem,  Gyrus  alle 
Richtungen  eingeschnitten  worden  sind ,  und  zwar 
d)  Wenn  'drei  Richtungen  eingeschnitten  worden  sind, 

so  sind  zu  setzen, 

{MM  =  k{\), 

(lf,2).  =  k{%). 
[M,Z),  =  A(3), 

b)  Wenn  vier  Richtungen  eingeschnitten  worden  sind, 
so  sind  zu  setzen  und  zu  berechnen, 

(lf,1),  =  fc(1). 

(M.2),  =  Ä(2), 

(lf,3),  =  fe(3).        • 

(Jlf,4).  =  ßr.m.  +  y"'-A(3>  +  A(4). 

c)  Wenn  fünf  Richtungen  eingeschnitten  sind, 

so  kommt  zu  den  unter  b)  angeführten  Grössen  noch  die  folgende  hinzu, 

u.  s.  w.  wenn  Stationen  in  Betracht  kommen ,  auf  welchen  mehr  wie 
fünf  Richtungen  eingeschnitten  worden  sind.  Setzt  man  hierauf  zur  Ab- 
kürzung, die  unter  a)  ähnlich  bezeichneten  Grössen  wo  nöthig  einge- 
schlossen, 

0(Af.<).  =  f^.     (?(Jtf,2).:=ig|f^,     Q{M,S).  ^  ^^,  etc. 

SO  wird  sogleich 

R  =  ^|0(itf,1),.(itf,1),  +  0(Af,2>.(M,2),  +  0(Jtf,3),.(Jtf,3),  +  ...  | 

womit  der  erste  Tbeil  des  gesuchten  Gewichts  gegeben  ist.  Um  den 
zweiten  Theil  desselben  zu  erhalten,  sind  zuerst  zu  berechnen, 
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(/,M)  =  2lO(i»f.'IWI./),   +0(itf.2)..i?(2,/).   +Q{M,S),.f3{S,I).   +...( 

(//,M)  =  ^|0(Äf,1)...?(i,//),  +(?(Af,2),.J?(2.//).  +Q[M,Z)..7}{3,II),  +  ...j 

(///,M)  =  2;\Q{M,iU{i  ,in).+Q{M,^),.ii{2,III).+Q{M,3),.7]i3,III),+ ...} 

u.  s.  w.  bis  alle  Bedingungsgleichungen  des  Dreiecksnelzes  erschöpft 
sind.   Aus  den  vorstehenden  Grossen  ergeben  sich  die  folgenden, 

{IlM,i)  ■  =  (II,M)     +(/,itf)(2)i 

(///,M,1)  =  {IHM)    +  (/.Af)(3)i 

(/r,M.1)  =  {IV,M)     +  (/,M)(4)i 

etc.  etc. 

(///,lf,2)  =  (///,lf,'l)  +  (//,M.1)(3)2 

(/V,M,2)  =  (/F,Äf,1)  +  (//,itf,1)(4), 

etc.  etc. 

{IV,M,3)  =  (/F.M,2)  +  (///.Jlf,2)(4)3 

etc.  etc. 

etc.  etc. 

statt  deren  man  sich  auch  der  folgenden  Ausdrücke  bedienen  kann, 

(//.itf,1)   =  {II,M)    +  (/.Äf)(2). 
(///,Af,2)  =  (IHM)  +  (/.M)(3).  +  (//.lf,1)(3)2 
(/K,Jtf,3)  =  {IV,M)  +  {/,Jlf)(4),  +  (//,Af,1)(4),  +  iIII,M,mh 

etc.  etc. 

Nachdem  man  durch  das  eine  oder  das  andere  dieser  beiden  Sy- 
steme von  Gleichungen  die  Grössen  linker  Hand  berechnet  hat,  ergieht 
sich 

*^  ~     (/,/)     "■"    (ii,ii,i)     ■*■   (///,///,2)   "■"   (/K,/K,a)   "■"••• 
und  das  gesuchte  Gewicht  P  wird 

P  = 


In  Bezug  auf  die  Berechnung  der  Hulfsgrössen  {II,M,i),  {IUMy^\ 
etc.  aus  den  (/»Jtf ),  (//.Jtf),  {III.M),  etc.  kann  zu  mehrerer  Deutlichkeit 
bemerkt  werden,  dass  sie  genau  dieselbe  ist  wie  die,  wodurch  die 
Grössen  F(//J),  F(///,2),  etc.  der  Endgleichungen  im  Art.  142  aus  den 
F(/),  F(//),  F(///),  etc.  berechnet  wurden,  wobei  die  Hülfsgrössen  (2)i, 
(3)j,  etc.  (3)2,  etc.  etc.  unverändert  dieselben  bleiben. 
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144. 

Zweites  Verfahren. 

Da  dieses  Verfahren,  dessen  Erklärung  im  Art.  108  anfängt,  sich 
nar  wenig  vom  ersten  unterscheidet,  so  kann  ich  mich  bei  der  Aufstel- 
lung der  anzuwendenden  Ausdrücke  kurz  fassen.  Der  Hauptunterschied 
zwischen  den  beiden  Verftihren  besteht  darin,  dass  bei  dem  gegenwär- 
tig in  Rede  stehenden  auf  jeder  Station  die  Richtung,  die  man  als  die 
erste  bezeichnet  hat,  gänzlich  aus  der  Rechnung  weggelassen  wird,  und 
statt  dessen  die  Unterschiede  zwischen  den  übrigen  Richtungen  und  die- 
ser eintreten.  Eine  Folge  davon  ist,  dass  der  dieser  ersten  Richtung  bei 
der  Bildung  der  Stationstäfelchen  beigelegte  beiläufige  Werth  zum  de- 
finitiven wird ,  oder  dass  für  jeden  Werth  von  $ 

x[\).  =  y{\\  «  (1),  ,  und  t«;(1),  =  z(1),  =  0 

werden.  Eine  andere  Folge  davon  ist»  dass  man  die  Verbesserungen 
der  genannten  Unterschiede  der  Richtungen  so  betrachten  kann ,  als  wä- 
ren sie  die  Verbesserungen  dieser  Richtungen  selbst ,  und  also  über- 
haupt 

statt 

(r),-(1).,  w{r).-w{\\  ,  y{rl-y{\\.  z{r).-z[\).  ,  4r)-<1),  , 

schreiben  darf. 

Dass  die  Vorbereitungen  der  Beobachtungen,  die  in  den  Artt.  134 — 
1 36  erklärt  wurden ,  gegenwärtig  dieselben  sind ,  wurde  schon  dort  an- 
geführt, aber  auch  die  Aenderungen  der  (2,2,1),,  (3.3,2),,  etc.  (//,w),, 
wenn  auf  verschiedenen  Stationen  verschiedene  Gattungen  von  Beob- 
achtungen angenommen  werden  müssen ,  bleiben  dieselben ,  die  im  Art. 
1 38  erklärt  wurden ;  es  braucht  also  in  den  folgenden  Zusammenstel- 
lungen darauf  keine  Rücksicht  genommen  zu  worden ,  sondern  es  kann 
auf  diese  angezogenen  Artikel  verwiesen  werden. 

145. 

1)  Erster  Theil  der  Auflösung ,  oder  die  Ausgleichung  auf  den 

Stationen. 
a)  Wenn  auf  der  Station  in  jedem  Gyrus  alle  Richtungen  eingeschnit- 
ten worden  sind. 

Die  Vorbereitung  ist  ganz  dieselbe  als  beim  ersten  Verfahren  in 
diesem  speciellen  Falle ,  und  die  Werthe  der  y(r)  sind  wieder  den  arith- 
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nielischen  Mitteln   aus  den  Beobachtungen    der  einzelnen  Gyn  gleich. 

Auch  wird  hier  wieder 

(//,w)  =  0 

wenn  wie  früher  n  die  Anzahl  aller  eingeschnittenen  Richtungen  be- 
zeichnet. Aber  die  übrigen  Abkürzungen,  die  das  erste  Verfahren  dar- 
bietet ,  fallen  hier  weg.  Die  Gleichungen ,  die  der  erste  Theil  der  Auf- 
lösung enthdit  sind  zu  bilden,  und  aufzulösen.*  Nur  werden  diese  Glei- 
chungen in  dem  hier  betrachteten  Falle  einfacher,  wie  ausserdem.  Nennt 
man  wie  frtiher,  dias  Gewicht  der  einzigen  Gruppe  von  Gyris,  die  jetzt 
auf  der  Station  vorhanden  ist,  p,  so  werden  die  aufzulösenden  Glei- 
chungen 

P  ^««(ä)  -  ^«"(3)  -  ^«"(4)  -  etc.  =  0 

-  -J-«.(2)  +  p  !^«»(3)  -  -J-«;(4)  -  etc.  =  0 

-  -f  «(2)  -  ^«(3)  +  p  ^«.(4)  -  etc.  =  0 

etc.  etc. 

deren  Anzahl  n — 1  ist*). 

Die  Werthe  der  Unbekannten  w(2),  w{3),  etc.,  die  diese  Gleichun- 
gen geben,  werden  zwar  Null,  aber  die  Werthe  der  Coefißcienten 

(2,2,1),  (3,3,2),  etc.  ß\  f,  /',  etc.  etc. 

die  aus  der  Auflösung  hervorgehen,  treten  im  zweiten  Theil  der  Auf- 
lösung unserer  Aufgabe  eben  so  ein ,  wie  in  den  unten  folgenden  Fällen. 
Man  findet  leicht,  dass  die  analytischen  Ausdrücke  dieser  Coefticienten 
im  gegenwärtigen  Falle  die  folgenden  sind, 

(3.3.2)  =  P^J 

(i.*.3)  «  />^ 
etc. 


*)  Man  bekommt  uerolich  hier 

Q'  =  0"  =  Q"  =  etc.  =  p 
(p'p)  s=  {p'p")  =  etc.  =s  {p"p")  =  etc.  =  etc.  =  -^ 
{h')  =  {Ix")  =  etc.  =  0 

and  daher  aufolge  des  Art.  i  08 

(2.2)  =  (3,3)  =  etc.  =  (2,2,1)  =  (3,3,1)  =  etc.  =  p*^^ 

(2.3)  =  (2,3,1)  =  etc.  =  etc.  = ^ 
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^  n— 4 

^    =   y     =    rf     =   — 

etc. 
die  für  jeden  Werth  von  n  gelten  *). 
ß)  Wenn  auf  der  Station  nicht  in  jedem  Gyrus,  oder  in  keinem,  alle 
Richtungen  eingeschnitten  worden  sind, 
so  sind  alle  im  Vorhergehenden  a.  a.  0.  erklärten  Vorbereitungen  eben 
so  auszuführen  wie  beim  ersten  Verfahren,  und  darauf  die  folgenden 
Berechnungen  vorzunehmen ,  die  der  Zahl  der  überhaupt  eingeschnitte- 


*)  Ich  führe  noch  an ,  dass  die  Unbekannten  der  obigen  Gleichungen ,  wenn 
man  auf  der  rechten  Seite  derselben  bez.  m',  m'\  m'",  etc.  statt  Null  schreibt,  die 
folgenden  einfachen  Ausdrücke  haben, 

«;(3)  = 

«(4)  = 

etc. 
die  sich  auf  sehr  einfache  Weise  beweisen  lassen.  Wenn  man  daher,  statt  die  arith- 
metischen Mittel  aus  den  Beobachtungen  zu  nehmen ,  und  diese  den  y(r)  gleich  zu 
setzen,  die  vollständigen  Vorbereitungen,  die  im  Vorhergehenden  erklärt  sind,  in  Be- 
zug auf  den  gegenwärtigen  Fall  ausführt ;  demzufolge  die  vorläufigen  Werthe  (4),  {t), 
(3),  etc.  der  Richtungen  annimmt,  für  alle  n  Richtungen  die  m,  m\  m",  elc.  die 
Unterschiede  zwischen  den  Summen  der  Beobachtungen  und  den  entsprechenden  Viel- 
fachen der  (I),  (2),  (3),  etc.  bedeuten  lässt,  und  diese  so  vorbereitet,  dass 

wird,  so  werden  die  Ausdrücke  der  Unbekannten^ 


w(2)  = 
«;(3)  = 


wH)  = 

etc. 
Hiemit  lässt  sich  leicht  in  Betrefif  des  gegenwärtig  in  Rede  stehenden  Verfahrens 
der  Beweis  führen ,  dass  diese  Arbeiten  überflüssig  sind ,  und  dass  man  eben  so  wie 
im  ersten  Verfahren  sogleich  die  arithmetischen  Mittel  aus  den  Beobachtungen  für  die 
Werthe  der  y{r)  annehmen  kann,  wie  oben  verlangt  wurde;  die  Berücksichtigung  der 
oben  genannten  Coefficienten  kann  beim  gegenwärtigen  Verfahren  aber  nicht  vermie- 
den werden. 
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nen  Richtungen  entsprechend,  entweder  abzukürzen,  oder  weiter  aus- 
zudehnen sind. 

Es  sind  zuerst  zu  berechnen 


(2.2.1) 
(2,3,1) 

(2.4.1) 
etc. 

(2./,1) 

=  (y  -  ipp) 
=    -  ip'p") 
=    -  ipp") 

^(3.3.1) 

(3,4,1) 
etc. 

(3./.1) 

=  0"  -  {p"p") 
=      -  ipT) 

=  {lx') 

etc. 

(U1) 

1  =  Q"  -  {p"'p"') 
=  (^"') 

etc. 


(//)  wie  oben  Art.  1 37  ohne  Ausnahme. 

In  der  Berechnung  von  {11}  sind  nemlich  die  pl,  die  zur  ersten 
Richtung  gehören  mit  aufzunehmen,  dieses  und,  ,in  den  Vorbereitungen, 
die  Mitverwendung  derselben  zum  arithmetischen  Mittel  aus  der  Summe 
der  Beobachtungen  einer  jeden  Gruppe  von  Gyris  sind  aber  bei  dem 
gegenwärtig  in  Rede  stehenden  Verfahren  die  einzigen  Falle,  in  welchen 
Grössen  die  dieser  Richtung  angehören ,  in  die  Rechnungen  eintreten. 
Aus  den  obigen  Goefßcienten  entstehen  nun  die  folgenden  Gleichungen 

(2,2,1)tt;(2)  +  (2,3,1)u;(3)  +  (2,4,1)tt;(4)  + =  (2,/,1) 

(2,3,1)tt;(2)  +  (3,3,1)tt;(3)  +  (3,4,<)tt;(4)  +  ....  =  (3,/,1) 
(2,4,1)tt;(2)  +  (3,4,1)tt;(3)  +  (4,4,1)u;(4)  + =  (4,/,1) 


etc. 


etc. 


von  welchen  die  unter  a)  erhaltenen  einen  speciellen  Fall  bilden.    Die 
Auflösung  dieser  Gleichungen  ist  durch  die  folgenden  Ausdrücke  auszu- 


führen, 


(«.3,<)  «_ 


(M,<)  ' 


ff 

r  = 


(ä.«.<) 


(J"= 


(3.3,2) 
(3.4.2) 
(3,5.2) 


(3,3,1) 
(3,4,1) 
(3,5.1) 


(M.<)  •  ^^-  * 

■  (2.3,1)/J" 

■  (2,4,1)/f 

■  (2,5.1  )/S" 


_       («,<■«) 


(«,«,1) 


etc. 

(3,/,2)  =   (3,/,1)  +  (2.M)/S" 
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(4,5,2) 
etc. 

{4J,2) 


(5,5,2) 
etc. 


=  (4,4,1)  +  (2,4,1)/ 
=  (4,5,1) +  (2,5,1)/ 


(4,/,1)   +  (2.i,1)/ 
(5,5,1)  +  (2,5,1)<r' 


(5,/,2)  =  (5,/,1)   +(2,M)«J" 


etc.  bis 

(«,2)  =  (M)  +  (2,M)/ 


Y  = 


_  (»'*'*)       g"—. 


tn 


(8.»,S)  ' 


(4,4,3)  = 

(4,5,3)  = 
etc. 

(4,/,3)  = 

(5,5,3)  = 
etc. 


-üi^l    etc    y-= 

(S.8,2)  •    *''*'•    * 

(4,4,2)  +  (3,4,2)y' 
(4.5,2)  +  (3.5,2)y 


(«,».8) 


»// 


»ff 


(4,/,2)  +  (3,/,2)/ 
(5,5,2)  +  (3.5,2)d 


(5,/,3)  «  (5./,2)  +  (3.i,2)<r" 


etc.  bis 

(M.3)  =  («,2)  +  (3,/,2);f' 


(5,5,4)  =  (6,5.3)  +  (4.5.3)<r 

etc. 
(5,/,4)  =  (5,/,3)   +  (4./,3)<5" 


etc.  bis 

(tt,4)  =  («,3)  +  (4,/,3)/ 

••••*—          (6,5,*) 

etc.  bis 

(//.5)  =  (//,4)  +  (5,/,4)/ 

etc.  bis  (//,n) 

rner  sind  zu  berechnen 

ß  =y  -*-y  ß 

(r=^d"-^r^'^ii'ß" 

/■=.     r  +0"/" 

etc. 
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man 

— 

1.(2) 

SS 

ff 

X 

+ 

x'T 

+ 

X  ß 

+ 

xf 

+ 

— 

«,(3) 

= 

X 

+ 

ly    tn 

xr 

+ 

V    IV 

xr 

+ 

— 

wii) 

= 

IV 

X 

+ 

V  kW 

X^ 

+ 

— " 

etc. 

= 

X 

etc. 

•     •     • 


erhält.  Wenn  auf  der  Slalion  drei  Richtungeo  eingeschnitten  worden 
sind ,  so  kommt  im  zweiten  Theile  der  Auflösung  ausser  den  j/(r}  und 
den  Divisoren 

(2,2,1),  (3,3,2) 

ohne  Ausnahme  noch  die  Grösse 

in  Betracht,  Wenn  vier  Richtungen  eingeschnitten  worden  sind,  so  kom- 
men ausser  den  j/(r)  und  den  Divisoren 

(2,2,1),    (3,3,2),    (4,4,3) 

noch  die  Grössen 

^\   f.    f 

in  Betracht.  Wenn  fünf  Richtungen  eingeschnitten  worden  sind ,  so 
kommen  ausser  den  j/(r)  und  den  Divisoren 

(2,2,1),    (3,3,2),    (4,4,3),    (5,5,4) 

noch  die  Grössen 

$\  r,  r"\  f^  r\  ^' 

in  Betracht,  u.  s.  w.    Man  erhalt  schliesslich,  mit  Ausnahme  der  y[\\ 

y(0*  =  W*  +  «^(0* 

Die  Summe  WJ,  sowohl  wie  die  M(m)*  werden  eben  so  berechnet,  wie 
bei  dem  ersten  Verfahren,  wobei  nur  zu  bemerken  ist,  dass  hier  immer 
die  w[\\  =  0  sind. 


U6. 

2)    Zweiter  Theil  der  Auflösung. 

Die  Bedingungsgleichungen  werden  wieder  eben  so  vorbereitet  wie 
bei  dem  ersten  Verfahren,  nur  werden  in  denselben  alle 

d(i),  =  0 
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f{r,n,i),  =    f{rM).  +  fir,I)..{^\ 

firJIU).  =  firMI),  +  f{r,I). .  (3). 

f{r,IV,\).  =  f{rJV).  +  f{r,I), .  {i), 
etc. 


f{r,UI,2).  =  f{r,m,i).  +  f{rjl,\).  .  (3), 

f{r,IV,2).  =   f{r,IV,i),  +  f{rJl\),  .  (4), 
etc. 


/(r,/V,3),  =  f{rJV,2),  +  ([tM^  .  (4)3 
etc. 

die  auch  auf  dieselbe  Weiseaufgestellt  werden  können,  wie  die  analogen 
Grössen  des  Art.  1 43,  nemlich 

f{rJl\),    ^f{rjl\  +f{r,I),.mr 
({rjtli).  =  firJlT),  +  f[r,I),.{^),  +  f{rJl\),.[Z)^   ■ 
f{rJV,S),  =  firJV),  +  Ar./)..  (4).  +  f{r,IU).-{i)2  +  Ar,///,2)..(i)> 
etc.  etc. 

und  jedenfalls  fortgesetzt  werden  müssen  bis  alle  Bedingungsgleichungen 
erschöpft  sind.   Es  wird  hierauf 

^yi9   —       {1,1)      "*"     (//,//,<)     "^    (///,///,«)    "^    (/K,/F,a)    "^  •  •  • 

und 


7r{r),-|U(r), 

wenn  wieder  P  das  gesuchte  Gewicht  bezeichnet. 


§.  7.    Berechnung  der  mittleren  Fehler  der  durch  das  vorhei^eheude 

Verfahren  erhaltenen  Resultate. 

149. 

Es  sind  mehrere  Ausdrücke  zur  Berechnung  des  sogenannten 
wahrscheinlichen  Fehlers  einer  Bestimmung  vorhanden,  aber  von  diesen 
nur  der  folgende  in  allgemeinem  Gebrauch, 

wahrscheinl.  Fehler  =  0.67445  l/— 

wo  VV  die  Summe  der  mit  ihren  Gewichten  multiplicirten  Quadrate  der 
übrig  gebliebenen  Fehler,  und  m  die  Anzahl  der  Bestimmungen  oder 
Beobachtungen  bedeuten.  Ausserdem  hat  Gauss  noch  den  Begriff  des 
mittleren  zu  befürchtenden  Fehlers,  den  man  hüufig  auch  schlechtweg 
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den  miUleren  Fehler  nennt,  aufgestellt,  und  durch  den  folgenden  Aus- 
druck definirt, 

mittl.  z.  bef.  Fehler  =  1/  -rr-z- 

WO  W  und  m  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  vorher,  und  n  die  Anzahl 
der  von  einander  unabhängigen  Unbekannten  bezeichnet. 

Ohne  mich  in  eine  Discussion  der  inneren  Gründe  einzulassen ,  auf 
welchen  diese  beiden  Ausdrücke  beruhen,  will  ich  blos  die  numerischen 
Werthe ,  die  daraus  in  verschiedenen  Fällen  hervorgehen ,  mit  einander 
vergleichen. 

Je  grösser  m  bei  unverändert  angenommenem  Werthe  von  n  wird, 
desto  mehr  nähern  sich  die  Werthe  der  beiden  Ausdrücke  einander,  die 
beide,  wenn  m  =  oo  wird,  den  Werth  Null  geben.  Bei  sehr  grossem  m 
in  Bezng  auf  n  können  daher  schon  die  Resultate  beider  Ausdrücke  für 
einander  gleich  erachtet  werden.  Während  dieses  an  der  oberen  Grenze 
stattfindet,  bildet  sich  an  der  untereu  Grenze  ein  ganz  davon  verschie- 
denes Verhalten.  Betrachten  wir,  um  dieses  zu  zeigen,  den  extremen 
Fall  m  =  n,  nemlich  den  Fall,  in  welchem  die  Anzahl  der  vorhandenen 
Beobachtungen  oder  Bestimmungen  der  Anzahl  der  von  einander  nnab- 
hängigen  Unbekannten  gleich  wird.  Die  Methode  der  kleinsten  Qua- 
drate schliesst  diesen  Fall  nicht  aus,  denn  die  Gleichungen  und  sonstigen 
Ausdrücke ,  auf  welche  sie  fuhrt,  finden  in  demselben ,  wie  man  oben 
gesehen  hat,  ohne  Abänderung  volle  Anwendung.  Es  müssen  daher 
auch  die  beiden  hier  aufgestellten  Ausdrücke  des  wahrscheinlichen  und 
des  mittleren  Fehlers  ihre  volle  Geltung  behalten. 

Da  aber  jetzt  allen  vorhandenen  Beobachtungen  vollkommen  Gnüge 
geleistet  wird,  so  bekommt  man  W  =  0,  und  folglich  wird  nach  dem 
ersten  Ausdruck  auch  der  wahrscheinliche  Fehler  dieser  Bestimmung 
=  0,  welches  gewiss  unrichtig  ist.  Im  Ausdruck  des  mittleren  Fehlers 
hingegen  wird  nicht  nur  W  =  0,  sondern  auch  m  =  »,  und  der  Aus- 
druck giebt  daher  in  diesem  Falle  den  mittleren  Fehler  =  ^,  das  ist 
unbestimmt.  Dieses  ist  das  richtige  Resultat,  denn  in  dem  Falle,  der  jetzt 
betrachtet  wird ,  kann  man  weder  den  wahrscheinlichen  noch  den  mitt- 
leren Fehler  bestimmen,  sie  bleiben  daher  beide  unbestimmt. 

Aus  diesem  Grunde  muss  in  den  Fällen ,  in  welchen  m  nicht  viel 
grösser  ist  wie  w,  der  Ausdruck  des  mittleren  Fehlers  eine  genauere  Be- 
stimmung gewähren,  wie  der  des  wahrscheinlichsten  Fehlers,  und  da, 
•       ^  57* 
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wie  wir  gesehen  haben,  beide  Ausdrücke  bei  wachsendem  m  zu  gleichen 
Werthen  hinstreben ,  so  ist  in  allen  Fallen  die  Berechnung  des  mittleren 
Fehlers  der  des  wahrscheinlichen  vorzuziehen. 

150. 

Aus  den  vorstehenden  Gründen  soll  in  der  Anwendung  auf  unsere 
Hauptaufgabe  nur  die  Bestimmung  des  mittleren  Fehlers  durch  den 
Ausdruck 

m.  f.  =  Y-^~ 

'  f      m—n 

betrachtet  werden.  Die  Berechnung  der  Grösse  W  ist  schon  oben  ge- 
zeigt worden,  und  daher  hier  nur  die  Berechnung  von  m  und  n  zu  er* 
klären.  Da  die  Resultate  der  Einstellungen  der  Richtungen  auf  den  ver- 
schiedenen Stationen  mit  /  nebst  angehängten  Strichen  bezeichnet  worden 
sind,  so  ist  klar  dass 

m  s=z  der  Anzahl  aller  vorhandenen  /  ist. 
Die  Unbekannten  unserer  Aufgabe  sind  einestheils  die  Richtungen  x,  und 
anderntheils  die  u,  die  der  Anzahl  der  überhaupt  vorhandenen  Gruppen 
von  Gyris  gleich  sind.  Da  aber  auf  jeder  Station  nur  die  Unterschiede 
der  Richtungen  von  Einer  derselben  fest  bestimmbar  sind ,  so  ist  von 
der  Summe  der  x  und  der  u  die  Anzahl  der  Stationen  abzuziehen ,  und 
da  die  hieraus  hervorgehende  Anzahl  von  Unbekannten  durch  die  Be- 
dingungsgleichungen von  einander  in  Abhängigkeit  stehen,  so  ist  noch 
die  Anzahl  der  Bedingungsgleichungen  davon  abzuziehen.  Die  so  er- 
haltene Zahl  ist  n.  Bezeichnet  man  nun  durch  ein  der  Bezeichnung  der 
betr.  Grösse  vorgesetztes  A  die  Anzahl  aller  Grössen  dieser  Gattung, 
so  dass 

{AI)  die  Anzahl  aller  /, 

(Ax)  die  Anzahl  aller  x, 

[Au)  die  Anzahl  aller  u,  folglich  die  Anzahl  aller  Gruppen  von  Gyris, 

{As)  die  Anzahl  aller  Stationen, 

{Ab)  die  Anzahl  aller  Bedingungsgleichungen 

bedeuten,  so  wird,  wenn  zur  Abkürzung 

D  =z  {AI)  +  {As)  +  {Ab)  —  {Ax)  —  (Am) 

gesetzt  wird,  der 

m. 


/••=]/-£ 
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*)  und  da  dieser  Ausdruck  den  mittleren  Fehler  einer  Beobachtung  der 
Gattung  giebt,  deren  Gewicht  sss  1  gesetzt  worden  ist,  so  giebt  er  in 
seiner  Anwendung  auf  das  eben  ausgeführte  Hauptbeispiel  den  m.  f. 
einer  einzelnen  Beobachtung  einer  Richtung ,  indem  das  Gewicht  einer 
solchen  Beobachtung  =  1  angenommen  worden  ist. 


151. 

Wenden  wir  nun  den  eben  abgeleiteten  Ausdruck  auf  dieses  Bei- 
spiel an,  so  erhalten  wir  aus  dem  Art.  95 

W  =  212.636 

und  die  Anzahl  der  Gruppen  von 

Gyris 


Die  Anzahl  der  /  ist  auf  den  Sla- 

üonen 

0)  . 

.     ...     57 

(2) 

.     ...     21 

(3)     . 

.     .     .     .       9 

(*)     • 

.     .     .     .       9 

(5)     . 

.     .     .     .       6 

{At)  =  102 

md  ferner  sii 

ad 

21 
8 
4 
4 

3 


{Au)  =  40 


{Ax)  =  19  ,     (As)  =  5  ,     {Ab)  = 

folglich  D  =  54,  und  hieraus  bekommt  man  den 

m.  f.  einer  einzelnen  Beobachtung 
einer  Richtung  =  1"984 


*)  Man  kann  bemerken,  dass  dieser  Ausdruck  in  den  von  Gauss  in  seinem 
Supplementum  Iheoriae  cooib.  etc.  für  den  dort  bebandellen  speciellen  Fall  gegebenen 
übergeht ,  wenn  man  die  erforderlichen  Bedingungen  einführt.  Der  Gaussische  Aus- 
druck, in  die  hier  eingeführte  Bezeichnung  übersetzt,  ist 


m 


.  ^  =  /■ 


W 

{Ab) 


und  die  Bedingungen  des  von  Gauss  behandelten  Falles  sind 

(.4«)   =   (A$)  ,     (Ax)   =    (AI) 
Führt  man  diese  in  die  Ausdrücke  des  Textes  ein,  so  wird 

D  =   (Ab) 
und  der  vorstehende  Ausdruck  geht  daraus  hervor. 
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Will  man  auch  die  mittleren  Fehler  der  Resultate ,  ftir  welche  oben  die 
Gewichte  berechnet  worden  sind,  kennen  lernen,  so  dient  dazu  der 
Ausdruck 

wenn  F  den  mittleren  Fehler  der  Beobachtungen ,  denen  das^  Gewicht 
=  1  beigelegt  worden  ist,  —  hier  den  oben  gefundenen  tn.  f.  — ,  und 
P  das  Gewicht  des  betr.  Resultats  aus  den  Beobachtungen  bezeichnen. 
In  den  Artt.  97  bis  103  ergaben  sich  für 

den  Winkel  (3)(i)(5)  das  Gewicht  =     13.46 

»        »  (fc)(1)(a)  »  »  =21.29 

»        »  (5)(2)(3)  »  »  =     34.8 

»  (5)(3)(2)  »  »  =     15.58 

das  Aggregat  u(1  )3+a;(1  )3  »  »  =     67.37 

»        »  w(8)2+a?(4)2  »  »  =     50.00 

die  Seite  (1)(3)  .  »  =341.2 

und  der  vorstehende  Ausdruck  giebt  daher  der  Reihe  nach  die 

m.f.  =  0"541 
=  0.430 
=  0.336 
=  0.503 
=  0.242 
=  0.281 
=  OH  07*) 


*)   Gauss   hat  in  seiner  eben   angezogenen  Abhandlung  in  Bezug  auf  seine 
Triangulation  berechnet  und  gefunden,  den 

m.  f.  der  Seile 

Falkenberg -Breilhorn   =   O'^ISOO 

und  ich  habe  später  für  dieselbe  Triangulation  nach  den  obigen  Formeln  berechnet 
und  gefunden,  den 

m.  f,  des  Winkels 

Wilsede,  Falkenberg,  Wulfsode  =   0"385 

und  den 

m.  f.  des  Winkels 

Hauselberg,  Wulfsode,  Falkenberg  =   0"353. 
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152. 

Ausserdem  ist  im  Art.  130  noch  das  Gewicht  der  Seite  (1)(2)  an- 
ter zwei  Annahmen  berechnet  worden.  In  der  Annahme  der  einzig  ge- 
messenen Grundlinie  (1)(3)  wurde  dasselbe  =  738.0,  und  in  der  An- 
nahme, dass  die  zwei  Grundlinien  (1)(3)  und  (2)(4)  gemessen  worden 
seien  =  41 05  gefunden.  Wendet  man  den  obigen  Ausdruck  hierauf  an, 
so  findet  man  fur  die  Seite  (1  )(2)  im  ersten  Falle  den 

m.  f.  =  0*^0730 

und  in  dem  zweiten  Falle  den 

m.f.  =  0*^0130 

Das  Hinzukommen  einer  zweiten  Grundlinie  hat  also  die  Genauigkeit 
dieser  Seite  um  mehr  wie  das  Doppelte  vergrössert. 

Ich  bemerke  hiezu ,  dass  strenge  genommen  iUr  den  Fall  der  zwei 
Grundlinien  der  m.  f.  einer  Richtung  von  Neuem  hätte  berechnet  werden 
müssen,  da  wegen  des  Hinzukommens  von  noch  einer  Bedingungs- 
gleichung der  Nenner  D  des  bez.  Ausdrucks  sich  um  eine  Einheit  ver- 
grössert. Da  dieses  jedoch  hier  nur  einen  unbedeutenden  Einfluss  auf 
das  obige  Resultat  hätte  äussern  können ,  so  habe  ich  keine  Rücksicht 
darauf  genommen,  und  der  oben  angegebene  zweite  m.  f.  der  Seite 
(1  )(2)  ist  ein  Weniges  grösser,  wie  er  strenge  genommen  sein  würde. 


§.  8.    Nachtrag  in  der  »Geodätische  llntersuhvMgen«  betiteltei 

AbhandliMg. 

153. 

Ich  bin  darauf  aufmerksam  gemacht  worden,  dass  in  der  in  der 
Ueberschrift  angezogenen  Abhandlung  kein  Verfahren  angegeben  ist, 
durch  welches  man  mit  erforderlicher  Sicherheit  in  einem  schon  aus- 
geglichenen Dreiecksnetze  lange  geodätische.  Linien  bestimmen  könne. 
Es  ist  richtig ,  dass  dort  kein  Verfahren  für  diesen  Zweck  beschrieben 
ist,  aber  die  dort  gelösten  Hauptaufgaben  bilden  die  Grundlagen,  nicht 
nur  dazu,  sondern  auch  zu  vielen  andern  Aufgaben ,  und  es  würde  zu 
weit  geführt  haben,  wenn  ich  diese  alle  hätte  mit  aufnehmen  wollen. 


H«t 


P.  A.  HA3ESES. 


(«.(im.  «Mn^^  s»  so  »aÄe  fc?t-  d«?  Jeder 

^^«M«  ^  www  Ä-«Mi  MBS«!**»  «d.   a»£ 
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überflüssig,  und  sollten  sie  in  der  Anwendung  in  einzelnen  Fallen  nütz- 
lich werden  können ,  so  kann  man  sie  ohne  Weiteres  auch  aufzeichnen 
und  anwenden. 


154. 

Ich  nehme  nun  an ,  dass  an  den  Punkten  (1 )  und  (7)  dieses  Drei- 
ecksnetzes die  Polhöhen  und  das  Azimuth  einer  der  dort  zusammen- 
laufenden Dreiecksseiten  astronomisch  bestimmt  sei ,  und  man  die  Pol- 
höhe von  (1),  so  wie  das  Azimuth  der  geodätischen  Linie  (1)(7)  am 
Punkte  (1)  auf  den  Punkt  (7)  geodätisch  übertragen  wolle,  um  diese 
Grössen  mit  dem  am  Punkte  (7)  astronomisch  bestimmten  zu  vergleichen. 

Zu  dem  Ende  ziehe  man  die  geodätische  Linie  (1)(4)i  und  betrachte 
das  sphäroidische  Dreieck  (1)(2)(4),  in  welchem  die  Seiten  (1)(2)  und 
(2)(4)  nebst  dem  eingeschlossenen  Winkel  bekannt  sind.  Man  berechne 
dieses  Dreieck  erst  beiläuHg ,  indem  man  es  als  sphärisch  oder  gar  als 
eben  betrachtet ,  wozu  die  Anwendung  von  höchstens  fünfstelligen  Lo- 
garithmen mehr  wie  ausreichend  ist.  Man  erhält  hiemit  hinreichend  ge- 
naue Data  um  nach  den  Ausdrücken  des  Art.  128  der  angezogenen  Ab- 
handlung die  Unterschiede  zwischen  den  sphäroidischen  und  den  sphä- 
rischen Winkeln  mit  erforderlicher  Genauigkeit  berechnen  zu  können. 
Durch  den  bez.  Unterschied  verwandele  man  den  sphäroidischen  Winkel 
(1)(2)(4)  in  den  bez.  sphärischen,  und  berechne  hierauf  durch  die  sphä- 
rische Trigonometrie  die  Seite  (1  )(4)  und  die  beiden  anliegenden  Winkel 
mit  hinreichender  Schärfe.  Die  gefundene  Seite  bedarf  keiner  Verbes- 
serung, aber  die  beiden  mit  berechneten  Winkel  werden  durch  die  oben 
genannten  vorher  berechneten  Unterschiede  auf  ihre  Werthe  auf  den 
Sphäroid  hingeführt. 

In  dem  Dreiecke  (1)(3)(4)  sind  nun  wieder  zwei  Seiten  nebst  dem 
eingeschlossenen  Winkel  bekannt,  und  nachdem  dieses  auf  die  nemliche 
Art  behandelt  worden  ist,  werden  im  Dreiecke  (1)(5)(7)  zwei  Seiten 
nebst  dem  eingeschlossenen  Winkel  bekannt,  aus  welchen  auf  die  nem- 
liche Art  die  verlangte  geodätische  Linie  (1)(7)  nebst  den  beiden  anlie- 
genden sphäroidischen  Winkeln  erhalten  werden. 

'  Aus  der  Polhöhe  des  Punkts  (1)  und  dem  Azimuth  der  Linie  (l)(7) 
an  diesem  Punkte,  welches  man  auch  durch  die  vorbescliriebene  Rech- 
nung aus  dem  daselbst  astronomisch  bestimmten  Azimuth  einer  Dreiecks- 
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scilo  erhält .  nel)st  der  gefundenen  Länge  der  geodätischen  Linie  kann 
man  nun  durch  die  erste  Hauptaufgabe  der  angezogenen  Abhandlung 
(cf.  Art.  10  u.  f.)  fllr  den  Kndpunkt  (7)  die  Polhöhe,  den  Längenunler- 
schied  mit  (1),  und  das  Azimuth  von  (1)(7)  berechnen,  und  mit  den  astro- 
nomischen Bestinimungen  dieser  Grössen  vergleichen. 

Man  kann  dieses  auch  auf  andere  Weise  ausführen.  Durch  die 
zweite  Hauptaufgabe  der  angezogenen  Abhandlung  (cf.  Art.  31  u.  f.) 
kann  man  aus  den  Polhöhen  der  Punkte  (1)  und  (7)  und  dem  Längen- 
Unterschiede  derselben  die  Länge  der  geodätischen  Linie  (1)(7)  und  die 
Azimuthe  an  ihren  Endpunkten  berechnen,  und  diese  mit  den  ander- 
weitig gefundenen  Werthen  derselben  vergleichen. 

Endlich  kann  man  auch  den  Inhalt  des  vierten  Abschnittes  der  an- 
gezogenen  Abhandlung  anwenden .  und  (cf.  Art.  154  u.  f.)  aus  der  wie 
beschrieben  gefundenen  Länge  der  geodätischen  Linie  (•  (7)  und  den 
astronomisch  bestimmten  Polhöhen  dieser  Endpunkte  den  Längenunter- 
schied derselben  so  wie  die  Azimuthe  von  (l^'?)  berechnen,  und  diese 
mit  den  anderweitig  erhaltenen  Werthen  dieser  drei  Grössen  vergleichen. 

Die  a.  a.  0.  entwickelten  Auflösunfi:en  dieser  drei  Auf&raben  sind 
unbeschränkt  anwendbar,  wie  lang  auch  die  Linie  (1)7)  sei,  und  welche 
Lage  sie  auch  auf  dem  Erdsphäroid  habe. 

DO. 

Zum  Inhalt  des  vor.  Art.  sind  einige  Bemerkungen  aufzustellen. 

In  der  Anwendung  wird  man  in  der  Regel  nicht  mit  einer  so  se- 
ringon  Anzahl  von  Dreiecken  zur  Berechnung  der  aufgegebenen  geodä- 
tischen Linie  ausreichen  wie  in  diesem  fingirten  Dreiecksnetze  der  Fall 
ist,  sondern  eine  grössere  Anzahl  derselben  berechnen  müssen. 

Die  Anzahl  der  zu  berechnenden  Dreiecke  wird  man  ofimaU  da- 
durch kleiner  machen  können .  dass  man  die  Diagonalen  der  Vier-  oiler 
Mehrecke  mit  benutzt,  die  zur  Ausgleichung  des  Dreiecksnetzes  mit  ein- 
geschnitten worden  sind:  auch  kann  man  zum  vorliegenden  Zweck 
Diagonalen  berechnen  und  benutzen ,  die  bei  den  Messungen  nicht  ttit 
eimreschnitten  worden  sind. 

Man  kann  in  jedem  Dreiecksnetze  die  hier  in  Rede  stehenden  Reib- 
nungen  auf  verschiedene  Arten,  nemlich  durch  Benulzunir  anderer  Pns- 
ockspunkte.  wie  die  oben  angegebenen,  austiihren. 
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In  den  ersten  zu  berechnenden  Dreiecken,  die  von  allen  imnaer  die 
kleinsten  sind ,  kann  man  einen  Schritt  weiter  gehen ,  wie  im  vor.  Art. 
beschrieben  ist.  Man  kann  die  Winkel  derselben,  nachdem  sie  vom 
spbäroidischen  auf  sphärische  hingeführt  worden  sind,  hierauf  auf  ebene 
hinfahren,  und  das  bez.  Dreieck  alsdann  als  ein  ebenes  berechnen,  wor- 
auf die  .Winkel  des  Resultats  wieder  erst  auf  sphärische,  und  darauf  auf 
sphäroidische  hinzufuhren  sind. 

In  den  ersten  kleineren  Dreiecken  wird  gemeiniglich  die  Reduction 
der  spbäroidischen  Winkel  auf  sphärische  so  klein ,  dass  man  sie  über- 
gehen kann,  aber  so  wie  die  Seiten,  und  damit  auch  die  Dreiecke  selbst 
grösser  werden,  können  diese  Reductionen  sehr  merklich  werden. 

Das  Verfahren  des  vor.  Art.  ist  nicht  unbegrenzt  anwendbar,  denn 
die  Ausdrücke  des  Art.  128  der  angezogenen  Abhandlung  hören  auf 
ausreichend  genau  zu  sein,  wenn  die  Droiecksseiten  eine  gewisse  Grösse 
übersteigen,  die  ohngefähr  auf  20"  festgesetzt  werden  kann. 

156. 

Um  zu  zeigen,  wie  man  verfahren  kann,  wenn  die  zu  berechnende 
geodätische  Linie  die  eben  genannte  Grösse  erreicht  oder  übersteigt, 
kehren  wir  zu  dem  im  Art.  153  verzeichneten  Dreiecksnetze  zurück  und 
nehmen  an,  dass  die  geodätische  Linie  (1)(11)  nebst  den  anliegenden 
Winkeln  zu  berechnen  sei,  und  dass  diese  die  angeführte  Grenze  über- 
steige. Man  kann  nun  in  einem  Zwischenpunkte ,  für  welchen  die  be- 
treffenden Linien  die  angeführte  Grenze  nicht  erreicht  haben,  z.  B.  in 
(7),  abbrechen,  und  diesen  zum  Ausgangspunkt  neuer  geodätischer  Li- 
nien annehmen.  Aus  dem  Dreiecke  (5)(8)(1 0)  kann  man  die  Linie  (8)(1 0) 
nebst  den  anliegenden  Winkeln  berechnen,  und  erhält  hierauf  durch  das 
Dreieck  (7)(10)(11)  die  Linie  (7)(11)  nebst  den  anliegenden  Winkeln. 

Da  nun,  um  (1)(1 1)  zu  erhalten,  das  sphäroidische  Dreieck  (1)(7)(1 1) 
zu  berechnen  ist ,  und  man  durch  die  vorhergehend  angeführten  Regeln 
die  Polhöhe  von  (7)  und  die  Azimuthe  der  Linien  (1)(7)  und  (7)(11)  an 
diesem  Punkt  berechnen  kann,  so  lässt  sich  durch  Anwendung  der  Auf- 
gabe des  Art.  74  u.  f.  der  angezogenen  Abhandlung  das  Dreieck  (1)(7)(1 1) 
vollständig  berechnen,  wie  gross  es  auch  sei,  da  die  Auflösung,  die  ich 
von  der  zuletzt  genannten  Aufgabe  gegeben  habe,  keiner  Beschränkung 
unterworfen  ist. 
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Wäre  die  Littie  (1)(1 1)  noch  länger,  so  kann  man,  statt  Eines,  meh- 
rere Zwischenpunkte  annehmen,  und  die  somit  entstehenden  grossen 
sphäroidiscben  Dreiecke  immer  durch  die  zuletzt  angefilhrte  Aufgabe 
mit  jeder  wünscbenswerthen  Genauigkeit  berechnen.  Man  sieht  hieraus, 
dass  die  in  diesem  §  gestellte  Aufgabe  in  dem  Inhalt  der  oft  angezogenen 
Abhandlung  in  möglichst  grosser  Ausdehnung  und  mit  jeder  wtlnschens- 
werthen  Genauigkeit  ihre  Auflösung  findet. 
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